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PRÉFACE. 

A EN  juger  par  différens  fragmcns  qui  nous  restent,  et  dont 
quelques-uns  sont  consignés  dans  Euclide  , il  paroît  que  les 
anciens  Philosophes  avoient  fait  des  recherches  assez  éten- 
dues sur  les  propriétés  des  nombres.  Mais  il  leur  manquoit 
deux  instruinens  pour  approfondir  cette  science  , l’.Arl  de  la 
numération  qui  sert  à exprimer  les  nombres  avec  beaucoup 
de  facilité  , et  l’Algèbre  , qui  généralisa  les  résultats  , et  qui 
peut  opérer  également  sur  les  connues  et  Ic^  inconnues.  L’in- 
veuiion  de  l’un  et  l’autre  de  ces  arts  dut  donc  inlluer  beaucoup 
snr  les  progrès  de  la  science  des  nombres.  Aussi  voit-on  que 
l’ouvrage  de  Diophante  d’Alexandrie  , le  plus  ancien  Auteur 
d’algèbre  qu’on  connoisse , est  entièrement  consacré  aux 
nombres  , et  renferme  des  questions  difliciles  résolues  avec 
beaucoup  d’adresse  et  de  sagacité. 

Depuis  Diophante  jusqu’au  temps  de  Viete  et  de  Bachet  ^ 
les  Mathématiciens  continuèrent  de  s’occuper  des  nombres  , 
mais  sans  beaucoup  de  succès , et  sans  faire  avancer  sensi- 
blement la  science. 

Viete , en  ajoutant  de  nouveaux  degrés  de  perfection  à 
l’Algèbre  , résolut  plusieurs  problèmes  dilhcilcs  sur  les  nom- 
bres. Bachet , dans  son  ouvrage  intitulé  Problèmes  plaisons 
et  délectables , résolut  l’équation  indéterminée  du  premier 
degré  par  une  méthode  générale  et  fort  ingénieuse.  On  doit  à 
ce  même  Savant  un  excellent  commentaire  sur  Diophante ,, 
qui  fut  depuis  enrichi  des  notes  marginales  de  Fermât. 

Fermât,  l’un  des  Géomètres  dont,  les  travaux  contribuè- 
rent le  plus  à accélérer  la  découverte  des  nouveaux  calculs  , 
cultiva  avec  un  grand  succès  la  science  des  nombres,  et  s’y 
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fraya  des  roules  nouvelles.  On  a de  lui  un  grand  nombre  de 
’J'hôorcmcs  inléressans  , mais  il  les  a laissés  presque  tous  sans 
dcinonslralion.  C’éloil  l’esprit  du  temps  de  se  proposer  des 
jiroblcmcs  les  uns  aux  autres.  On  cachoit  le  plus  souvent  sa 
inclliodc,  afin  de  se  réserver  des  triomphes  nouveaux  tant 
pour  soi  que  pour  sa  nation  ; car  il  y avoit  sur-tout  rivalité 
entre  les  Géomètres  franrois  et  les  anglois.  De-là  il  est  arrivé 
que  la  plupart  des  démonstrations  de  Fermât  ont  été  pér- 
il ucs,  et  le  jîcu  qui  nous  en  reste  , nous  fait  regretter  d’autant 
jjIus  celles  qui  nous  manquent. 

Depuis  Fermât  jusqu’à  Euler  , les  Géomètres , livrés  cn- 
ticrcincnl  à la  découverte  ou  à l’appH^"*"^  nouveaux 
calculs,  ne  s’occupèrent  point  de  la  Théorie  des  Nombres. 
Euler , le  premier , s’attacha  à cette  partie  ; les  nombreux 
Mémoires  qu’il  a publiés  sur  celte  matière  dans  les  Commen- 
taires de  Petersbourg  , et  dans  d’autres  ouvrages  , prouvent 
combien  il  avoit  à cœur  de  faire  faire  à la  science  des  Nom- 
bres les  mêmes  progrès  dont  la  plupart  des  autres  parties  des 
Mathématiques  lui  étoient  redevables.  11  est  à croire  aussi 
qu’Eulcr  avoit  un  goût  particulier  pour  ce  genre  de  recher- 
ches , et  qu’il  s’y  livroit  avec  une  sorte  de  passion,  comme 
il  arrive  à presque  tous  ceux  qui  s’en  occupent.  Quoi  qu’il  en 
soit , scs  savantes  recherches  le  conduisirent  à démontrer 
deux  des  principaux  Théorèmes  de  Fermât , savoir  i".  que 
si  a est  un  nombre  premier , et  x un  nombre  quelconque  non 
divisible  par  c,  la  formule  x*"* — i est  toujours  divisible 
par  a ; 2“.  que  tout  nombre  premier  de  forme  4 n -f- 1 , est  la 
somme  de  deux  quarrés. 

Une  multitude  d’autres  découvertes  importantes  se  font  re- 
marquer dans  les  Mémoires  d’Euler.  On  y trouve  la  théorie  des 
diviseurs  de  la  quantité  le  traité  de  partitione  nume- 
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Tomm^  qui  est  inséré  aussi  dans  son  Inlrod.  in  Anal.  iiif.  , 
l’usage  des  facteurs  imaginaires  ou  irrationnels  dans  la  réso- 
lution des  équations  indéterminées,  la  résolution  générale 
des  équatioas  indéterminées  du  second  degré  , en  supposant 
qu’on  en  connoisse  une  solution  particulière  ; la  démons- 
tration de  beaucoup  de  Théorèmes  sur  les  puissances  des 
iK>inbrcs  , et  particulièrement  de  ces  propositions  négatives 
avancées  par  Fermât,  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux 
cubes  ne  peut  être  un  cube , et  que  la  somme  ou  la  différence 
de  deux  biquarrés  ne  peut  être  un  quarré.  F.nfin  on  trouve 
dons  CCS  mêmes  écrits  un  grand  nombre  de  questions  indé- 
terminées résolues  par  des  artifices  analytiques  irès-ingenieux, 

Euler  a été  pendant  long-temps  presque  le  seul  Géomètre 
<jui  se  soit  occu[)é  de  la  Théorie  des  Nombres.  Enfin  la 
Grange  est  entré  aussi  dans  la  même  carrière,  et  scs  premier» 
pas  ont  été  signalés  par  des  succès  égaux  à ceux  qu’il  avoir 
déjà  obtenus  dans  des  recherches  d’un  genre  plus  sublime. 
Une  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  indetor- 
juinées  du  second  degré  , et , ce  qui  étoit  plus  dilficilc  , une 
méthode  pour  les  résoudre  en  nombres  entiers  , fut  le  coup 
d’essai  de  ce  Savant  illustre  ; bientôt  apres  il  appliqua  le» 
fractions  continues  à celte  branche  d’analyse  ; il  démontra 
Je  premier  que  la  fraction  continue  égale  à la  racine  d’une 
équation  rationnelle  du  second  degré,  devoit  être  périodi- 
que , et  il  en  conclut  que  le  problème  de  Fermât  concernant 
-l’équation  x’ — Ay^=i  , est  toujours  résoluble;  proposition 
qui  n’avoit  pas  encore  été  établie  d’une  nuuiiêre  rigoureuse, 
quoique  plusieurs  Géomètres  eussent  donné  des  méthode» 
pour  la  résolution  de  cette  équation. 

Le  meme  Savant , par  des  recherches  ultérieures  qui  sont 
consignées  dans  les  Mémoires  de  Berlin  , a démontré  le  pre- 
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iiiier  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  quarrés; 

lui  doit  également  plusieurs  autres  démonstrations  impor- 
tantes , mais  la  plus  remarquable  de  ses  découvertes  est  une 
méthode  géniale  de  laquelle  découlent  comme  corollaires 
une  inlinilé  de  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 

Cette  méthode,  singulièrement  féconde  , est  fondée  sur  la 
considération  des  formes  tant  quadratiques  que  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  où  < et  « 

sont  deux  indéterminées , et  a un  nombre  donné.  Il  restoit 
cependant  à établir  , d’une  manière  générale  , la  relation  qui 
<loit  exister  entre  les  formes  linéaires  et  les  formes  quadra- 
tiques appliquées  aux  nombres  premiers  j car  aixdéiaut  du 
principe  qui  conlieas.  -ccue  relation  X*  ) > Théorie  de  la 
Grange  , qui  donne  une  inGnité  de  Théorèmes  pour  les  nom- 
bres preniiers  4/i — i , n’en  fournit  qu’un  très-petit  nombre 
relatifs  aux  nombres  premiers  4n-+-  i. 

Un  Mémoire  que  j’ai  publié  dans  le  volume  de  l’Académie 
des  Sciences  pour  l’année  1785  , offre  les  moyens  de  démon- 
trer le  principe  dont  il  s’agit , et  renferme  d’ailleurs  des 
propositions  qui  paroissent  avancer  la  science  des  nombres. 
J’y  ai  donné  i”.  la  démonstration  d’un  Théorème  pour  juger 
de  la  possibilité  ou  de  l’impossibilité  de  toute  équation  indé- 
terminée du  second  degré , ramenée  àla  formeax’-t-3^’=cz’; 
2®.  la  démonstration  d’une  loi  générale  qui  existe  entre  deux 
nombres  premiers  quelconques  , et  qu’on  peut  appeler  loi  de 
réciprocité  ; 3".  l’application  de  celte  loi  à diverses  propo- 
sitions , et  son  usage  , tant  pour  perfectionner  la  Théorie 
de  la  Grange  , que  pour  vaincre  d’autres  difficultés  du  même 
genre. 

(1)  Voyez  sur  cet  objet  les  Mémoires  de  l’Acadéniic  des  Sciences  de  iicrliOi 
amxcc  1775 , pag.  35o  et  333> 

Le 
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Le  même  Mémoire  contient  en  outre  l’ébauche  d’une  théo* 
rie  entièrement  nouvelle  sur  les  nombres  considérés  en  tant 
qu’ils  sont  décomposablcs  en  trois  quarrés  ; théorie  à laquelle 
appartient  le  fameux  Théorème  de  Fermât,  qu’un  nombre 
quelconque  est  la  somme  de  trois  triangulaires  , et  cet  autre 
Théorème  du  même  Auteur , que  tout  nombre  premier  8n — i 
est  de  la  forme  ^*-4- ç’ -H  2 r’. 

Depuis  l’époque  de  la  publication  de  ce  Mémoire  , je  me 
suis  occupé  à diverses  reprises  de  développer  les  Vues  qu’il 
contient , et  d’apporter  quelques  perfcctionnemens  à difle- 
rens  points  de  la  Théorie  des  Nombres  et  de  l’analyse  indé- 
terminée (i).  Mes  recherches  à cet  égard  ayant  été  suivies  do 
quelque  succès  , je  me  proposais  d’abord  d’en  publier  lo 
résultat  dans  un  ouvrage  particulier  ; j’ai  cru  ensuite  devoir 
profiter  de  celte  occasion  pour  traiter  la  Théorie  des  Nom- 
bres avec  plus  d’étendue  qu’on  ne  l’a  fait  jusqu’à  présent  (2), 
et  en  y comprenant  le  résultat  des  principales  recherches 
d’Euler  et  de  la  Grange  snr-lajaaêip.e  matière. 

C’est  ainsi  que  je  me  suis  déterminé  à com'poscr  Tonvrago 
que  j’olFre  en  ce  moment  au  Public  ; je  le  donne  non  comme 


(1)  Je  ne  sépare  point  la  théorie  des  nombres  de  l’analyse  indétermince , et  je 
regarde  ces  deux  parties  comme  ne  faisant  qu’une  seule  et  même  branche  de  l’analyse 
algébrique.  En  effet,  il  n’est  pas  de  Théorème  sur  les  nombres  qui  ne  soit  relatif 
à Ia  résolution  d’une  ou  de  plusieurs  équations  indéterminées.  .Ainsi  quand  on 
assure  , d’après  Fermât , que  tout  nombre  premier  4 n -j-  i est  Ia  somme  de  deux 
quarrés  , c’est  comme  si  on  diaoit  que  l’équation  A-=y'  **  toujours  réso- 

luble tant  que  .4  est  un  nombre  premier  de  forme  4n  -t*  t.  On  peut  ajouter  que 
dans  ce  même  cas  l’équation  A=y'  z'  n’aura  jamais  qu’une  solution  , ce  qui 
est  un  second  théorème  contenant  une  propriété  caractéristique  des  nombres  pre- 
miers 4n  -j-  1 . 

( a)  Le  traité  d’analyse  indéterminée  faisant  suite  à l’Algèbre  d'Eulcr  , et  enrichi 
des  additions  de  1a  Grange,  est  sans  doute  un  ouvrage  excellent  en  cc  genre  , mais 
il  ne  contient  guère  que  la  partie  élémentaire. 
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un  traité  complet , mais  simplement  comme  nn  essai  qui  fera 
connoitre  à-peu-près  l’état  actuel  de  lu  science  , et  qui  con- 
tribuera peut-être  à en  accélérer  les  progrès.  11  ne  m’appar- 
tient pas  d’en  dire  davantage  sur  mon  propre  ouvrage;  j’ajou- 
terai seulement  que  je  n’ai  rien  négligé  pour  le  rendre  digne 
de  l’attention  des  Géomètres,  Mais  quelque  soin  que  j’aie  mis 
à examiner  les  divers  cas  particuliers  de  plusieurs  propositions  , 
je  sens  qu’il  a pu  m’échapper  des  omissions  et  peut-être 
même  des  erreurs.  Je  ne  doute  pas  sur-tout  que  plusieurs  des 
propositions  nouvelles  que  j’ai  démontrées  laborieusement  , 
ne  le  puissent  être  d’une  manière  beaucoup  plus  simple,  soit 
à l’aide  de  principes  encore  inconnus  , wit  j^ar  des  rappro- 
ehemeaa.tp*«'j«-n*Hrpa£(  âpperçus. Quoi  qu’il  en  soit,  j’ose  me 
flatter  qu’à  raison  de  la  difBculté  de  la  matière  et  de  sa  nou- 
veauté , les  Géomètres  recevront  ces  essais  avec  indulgence  , 
et  j’espère  que  les  fautes  même  dans  lesquelles  j’aurois  pu 
tomber,  tourneront  au  profit  de  la  science , en  donnant  occa- 
sion à des  mains  plus  habiles  de  traiter  le  même  sujet , et  de. 
le  porter  à un  plus  haut  degré  de  perfection. 
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convergentes  vera  une  racine  de  Véguation /»*  ^ =o  i ii5^i ao 

Les  cas  I qui  semblent  faire  exccpûon , •ont  néannioüia  compris  les  formule* 
Kcnénile» , 

XIII.  Réduction  ultérieure  des  formules  Ly*+  Myz+  N z* 
lorsque  M‘ — 4LN  est  égal  à un  nombre  positif,  isS 

On  donne  pour  cet  objet  une  méthode  directe  fondée  sur  le  développement  en 
fraclion  continue  d’une  racine  de  l’équation  126 

Les  Tables  I et  II  sont  construites  en  emnwuignce  de  cette  théorie,  elles  offrent  lus 
réductions  toutes  faites  pour  un  grand  nombre  de  formutes.  Keyrrn  le  reeueil  des 
Tables. 


5.  XIV.  Développement  en  fraction  continue  des  racines  des  équa- 
tions <Tun  degré  quelconque  , 133 

méthode  générale  due  à la  Grange.  — Perfectionnement  ajouté  i cette  méthode 
par  le  même  Auteur,  ,5g 

Observation  sur  le  nombre  des  quoliens  nouveaux  qu’on  peut  déduire  des  quotient 
déjà  trouvés  , ,5^ 

Exemples  de  dévdoppemens  qui  offrent  des  rapporta  remarquables  entre  les  ra- 
cines, ,43 

Observations  sur  la  solution  de  quelques  équations  indéterminées  d’un  degr^ 
élevé,  ,4^ 

Rapport  remarquable  entre  les  racines  des  transformées  successives  et  les  racines  do 
la  proposée , i5j 

Développement  d’une  racine  réelle  de  foule  équation  proposée  , 167 

méthode  pour  obtenir  Ut  première  approximation  dans  les  équations  algébriques,  idq 
Approximation  pour  les  racines  imaginaires,  161 
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X V.  Résolution  en  nombres  entiers  de  F équation  indclerminée 
Ly“  + My"-‘z  + Ny°— z‘...  ■4-Vz°  = ±H, i6q 

On  ramène  cette  équation  au  cas  où  le  second  membre  i , ibid. 

Recherche  lur  le»  moyen»  de  détenniner  y et  x pour  que  la  fonclion  homogène 
n I”  ***"'  U c *'*~*  U*. . . . 4-  t U"  «oit  un  minimum  , lyo 

Oo  prouve  qne  dans  le  ca»  du  rnlaimm  lâ  fraeilOft  dùil  tire  l'uae  Ati  ffaclion» 

convcrBenlei  ver»  une  racine  réelle  de  l’étimlion  ax^-j-b  j"— ^-4~ o , 

ou  Ter»  le  partie  réelle  d’une  racine  imaginaire  de  celle  même  équation , l jS 

SECONDE  PARTIE. 


PROPRIÉTÉS  GÉyÉRJLSS  DSS  {f  0 X D R B 0. 


$.  I.  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers  , i8i 

On  démontre  que  sic  est  un  nombre  premier ^^t  ^ un oûmlir*  quelconque  non 
divisible  par  c ^ l*4|«eiiiti^  — i sera  divisible  par  c ^ ibid, 

fli  n est  un  nombre  premier  , le  produit  — l'i  augmenté  de  l’unité  . 

sera  divisible  par  n , i8a 

Si  c est  un  nombre  premier , et  P un  polynôme  en  x du  degré  m , il  ne  pourra  y 
avoir  plus  de  m valeurs  de  x comprises  entre  — ^c  et  q°i  rendront  P 

divisible  par  c , i8i 

Si  on  polynôme  du  degré  m divise  «r— i — j i -f-çR  , il  y aura  tou- 
jours m valeurs  de  x qui  rendront  ce  polynôme  divisible  par  c , |85 


Le  nombre  premier  c sera  diviseur  de  N , si  (— -.V)  * —1  est  divisible 
par  Ci  dans  le  cas  contraire  , il  ne  pourra  diviser  »*  + AT , ibid, 

Eaplication  du  caractère  abrégé  » i86 

$■  II.  Recherche  de  la  forme  qui  convient  aux  diviseurs  de  la 

formule  t*+  au*, 187 

On  prouve  que  tout  diviseur  de  celte  formule  peut  être  représenté  par  une  for- 
mule de  même  degré  py*  dans  laquelle  on  a pr  — q qzsza  ,ot 

3 q <Cp  et  r,  189 

J,  III.  ^Application  de  la  théorie  précédente  à diverses  formules 
t*  + n*,  l*4-2U‘,  t‘ — 3U*,  &c.  190 

On  prouve  que  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  enlr’eux  «•  + u*,  ne  peut  avoir 
pour  diviseur  qu’une  somme  semblable  y*  + s*  , ibid. 

Il  en  est  de  même  des  formules  l’  + au*,  »*  — au’  , clucJnc  n’admettant  que 
dps  diviseurs  semblables  a cllc-nicmc,  >9^ 
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Propriélcs  généralea  et  caractériallguea  dea  nombre»  premiers  8n-(-i,  8ii-j-3, 

iqS 

ibid. 


Valeur  du  $ymbole  aclon  l’eapèce  du  nombre  premier  c7~ 


I V.  Où  l’on  prouve  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de 

quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrés , iqS 

Ou  dcmoniro  que  B et  C élant  deux  nombre»  donnés , U y a toujours  de»  s'aleur» 
de  I et  U telle»  que  t* — Bu* — C est  divisible  par  un  nombre  premier  àoaai /t,ibid. 
Le  produit  de  la  formule  p*  4“  S*  “t"  **  P**'  formule  semblable , donne  ug 

produit  semblable, aoo 

Développement  de»  différena  cas  du  Théorème  de  Fermai  sur  les  nombre»  polygone» , 

ao5 


ÿ.  V.  De  la  forme  linéaire  qui  convient  aux  diviseurs  de  la  formula 
a*=l=  1 , a Cf  n étant  des  nombres  donnés  , 207 

Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  a"-j'  > de  la  forme  an>4~>  t 
ou  an  moins  il  devra  diviser  une  Turuiulc  plu*  •Impie  o“  -j"  * » dans  laquelle  » 
est  le  quotient  de  n divisé  par  un  nombre  impair  , qoS 

Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  o»  — 1 doit  être  compris  dans  la 
forme  «X  s » ou  au  moins  il  sera  diviseur  de  la  formule  a*  — 1 dan»  laquelle  >» 

est  un  sous-inulliple  de  n , 31 1 

Applications  diverse»  où  l’on  détermine  de»  nombres  premier»  très-grand»,  ai 3 


V I.  Théorème  contenant  une  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre 
deux  nombres  premiers  quelconqae»-^^,^.  ai4 

Si  le»  deux  nombre»  premiers  m et  n ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme  4x — 1 , 

on  aura  * ***  forme  4 » — 1 , oiTiura 

^ ïil 

Théorêinrs  divers  dont  plusieurs  dépendent  de  la  loi  précédente  , aai aaA 

On  démontre  par  U nicine  loi  deux  Conclusion»  générales  auxquelles  Euler  est 
parvenu  par  voie  d’induction  dans  ses  Opuscula  analyika , aat  — aaS 

j.  Vil.  U>af'e  du  Théorème  précédent  pour  connoilre  si  un  nombre 
premier  c divise  la  formule  x*+a, aay 


Algorithme  très-simple  pour  cet  objet, ibid. 

Développement  d’un  grand  nombre  de  cas  où  le  nombre  x peut  être  déterminé 
a prhri , aSa 

VU  1.  De  la  manière  de  déterminer  3c  pour  que  x*-j-a  soit  divi- 
sible par  un  nomhre  compose  quelconque  N ,, 

Kombre  de  solulioa»  dont  ce  probléiue  est  susceplibla, a3y 
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xvj 

5.  IX . Résolution  des  équations  sj'mboliqucs  = i , ^—^=—1, 
c étant  un  nombre  premier  , 23g 

X Recherche  des  formes  linéaires  qui  conviennent  aux  divi- 
seurs de  la  formule  t*+cu*,  243 

Théorèmes  par  lesquels  on  dctermme  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  la 
fonnulo  ^ ctanl  premier  ou  double  d’un  premier,  243  — 2'»9 

On  détermine  a priori  les  formes  linéaires  de  ces  mêmes  diviseurs,  lorsque  c est 
le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  premiers.  — Conclusion  générale  qui 
prouve  que  les  diviseurs  Uiicaires  de  U fonnule  f*4~ru*  se  partagent  en  differens 
groupes  , clucun  comprenant  un  même  nombre  de  formes  2cxd'a  on  4cx'4~a , a53 
Méthode  abrégée  pour  trouver,  par  le  moyen  des  diviseurs  quadratiques,  toutes 
les  formes  des  diviseurs  linéaires , ^54 

5-  XI.  Explication  des  Tables  III  , ^1  et  , ^66 

Ces  Tables  présMssant  pour  chaque  formule  comprise  dans  leurs  Umiles, 

le  système  do  ses  diviseurs  quadratiques  et  des  diviseurs  linéaires  correspondans. 

$.  XII.  Suite  de  Théorèmes  contenus  dans  les  Tables  précitées 

On  démontre  en  général,  que  si  4cx-}-a  est  l’une  des  formes  linéaires  qui  répon- 
dent aux  diviscura  de  la  formule  t*  4* eu*,  tout  nombre  premier  compris  dans  la 
forme  4ex4-  a sera  diviseur  de  1a  formule  (*  4~  eu*,  et  par  conaéquent  aéra  de 
l’une  dca  formes  quadratiques  qui  répondent  à ces  formes  linéaires , ihid, 

Qn  tire  derlé  autant  de  tbéoréme^  particuliers  qu’il  y a de  formes  linéaires  dans 
les  Tables  , 38 't 

§.  XIII.  Autres  Théorèmes  concernant  les  formes  quadratiques 

des  nombres  , 287 

Tout  nombre  premier  A qui  divise  la  formule  (*±au*  ne  peut  appartenir  qu’i 
l’im  des  diviseurs  quadratiques  de  cette  formule,  ibid. 

Tout  nombre  premier  A qui  est  de  Ia  (orme  y‘-{- as'  ne  peut  être  qu’une  fois 
de  cette  formo  , 389 

Qn  détermine  le  nombre  de  manières  dont  un  même  nombre  composé  A peut  être 
de  la  forme  y*4- as* , d’où  l’on  déduit  1a  aolulion  d’un  problème  de  Fermât,  3q3 
Tout  nombre  A premier,  ou  double  d’un  premier,  compria  dana  la  formule 
p^’  + 3qy  s-f-  ra*,  où  pr  — q*  eal  un  nombre  positif,  n’y  peut  être  compris 
que  d’une  seule  manière , sauf  un  ou  deux  cas  prévus  , 399 

On  détermine  en  combien  de  manières  un  nombre  composé  P,  qui  est  diviseur 
de  U formule  (*4-cu*,  doit  être  compris  dans  les  diviseurs  quadratiques  de 
ctUe  formule,  3oi 

S.  XIV. 
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XIV.  Sur  les  moyens  de  trouver  un  nombre  premier  plus  t^rand 

qu’un  nombre  donna , 'So.j 

Tableau  contenant  diverses  formules  propres  à exprimer  des  nombres  premiers  , 
si  In  condition  correspondante  est  remplie  , 3of 

Examen  des  formules  les  plus  propres  à pfl'rir  des  nombres  premiers.  — Déter- 
minalion  de  quelques-uns  de  ces  nombres , Su; — ^3l  i 

Explication  de  la  propriclé  qu’ont  certaines  formules  de  contenir  une  suite  assci 
étendue  de  nombres  premiers  , 3ii 

XV.  Usa/re  des  Théorèmes  préeddens  pour  rcconnoitre  si  un 

nombri'donné  est  premier , ou  s’il  ne  l’est  pas  , 3i3 

On  ajoute  aux  autres  moyens  connus  le  développement  en  fraction  fontinue  de 
la  racine  du  nombre  a#  ou  d*ug  de  scs  multiples, 3l5 

T/IOISIÈME  PARTIÇ. 

Théorie  des  ko3iures  considérés  comxe  DÉcojirosjBLEs 

EN  TROIS  QCNRRÉS. 

$.  I.  D.'finition  de  la  forme  trinaire.  Nombres  et  diviseurs  quadra- 
tiques auxquels  cette  forma  ne  peut  convenir  , • Sa  i 

$.  II.  Théorèmes  relatifs  aux  diviseurs  trinàires, 5a5 

Si  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t’-j-cu*  est  decompo.sable  en  trois  quarrés, 
toute  nianicre  de  faire  celle  décomposition  , c’est-à-dire  toute  forme  trinaire  de 
ce  diviseur,  donnera  une  valeur  correspondanle'de  c , laquelle  sera  aussi  de  forme 
trinaire , 3x7 

Réciproquement  étant  donnée  une  forme  trinaire  du  nombre  c , on  pourra  toujours 
trouver  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*+ea*,  lequel  aura  une  forme 
trinaire  correspondante  à la  valeur  donnée  , 3aq 

f.  III,  Méthode  directe  pour  trouver  le  diviseur  trinaire  de  la 
formule  t*  + c g* , correspondant  à une  pâleur  trinaire  donnée 
du  nombre  c , 5Si 

Etant  donnée  une  valeur  trinaire  de  e dont  les  trois  Icnncs  ne  sont  pai  divisibles 
par  un  même  nombre,  on  démontre  i°.  qu’il  ne  peut  y avoir  qu’un  seul  divi- 
seur qun  Jraiiqne  qui  réponde  à cette  valeur.  a°.  Que  ce  diviseur  ne  pourra  avoir 
qu'une  forme  trinaire  correspondante  à la  valeur  indiquée , sauf  deux  ou  trois  cas 
prévus  où  il  peut  avoir  deux  de  ces  formes , 33» — 34a 
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§.  IV.  Suite  des  Ttworémes  relatifs  aux  diviseurs  trinaircs , 344 

Si  le  nombre  N esl  compris  dans  nn  di\-iscur  Irinaire  de  <*  + c u*,  rcciproqucmcn!  e 
sera  compris  dans  un  diviseur  irinaire  de  De  plus,  les  valeurs  trl- 

naires  de  Af  et  e , dcduilcs  de  chaque  diviseur,  seront  identiques,  3iS 

Si  un  meme  diviseur  quadratique  p sqy  z-\- ri'  de  la  formule  »’  + ru’,  se 
développe  en  plusieurs  formes  trinaires,  tout  nombre  compris  S résultant  des 
valeurs  déterminées  y = <c,  xc=C,sc  développera  en  autant  de  formes  trinaires  , 
lesquelles  seront  dilTércnles  entr’cllcs,  pourvu  qu’on  ail  N>Jc,  35o 

Autre  Théorème  sur  la  diversité  des  formes  trinaires  que  prend  un  même  nombre, 
en  tant  qu’il  est  compris  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  trinaires  .4*une  même 
fiirmulo  (• -1- eu*  , 3ÿi 

§.  Y.  Explication  des  Tables  mi , IX,  X et  XI,  358 

Ces  Tables  ont  pour  objet  principal  de  développer  les  diverses  formes  trinaires 
dont  .■t^'^q.],.  ■tiyî.ç.tr jniadralffs"*  ' * ' [■■s*'*»* > ne  mÆntrc.r  leur  corrcspmn- 

dance  irrec  les  lormes  trinaires  du  nombre  c. 
rroprlélés  générales  que  présente  l’inspection  de  ces  Tables,  36o, 36a, 363,  36â 

§.  V L Théorèmes  comprenant  la  démonstration  des  propriétés 
observées  dans  les  Tables  , 36fi 

Théorèmes  servant  B établir  U définition  des  diviseurs  rldprcqais  et  des  diviseurs 
non  Ttciprpquts , Sfiy 

Si  le  nombre  e est  premier , ou  double  d'un  premier , tout  diviseur  quadratique 
de  la  formule  I*  + sera  riciproqut , 368 

Si  le  nombre  c ou  sa  moitié  , est  nn  nombre  composé,  la  formule  aura 

toujours  au  moins  un  diviseur  quadratique  rUiproque  , et  au  moins  un  nan  réri- 
proqut , 3Cg 

Tout  divis.'ur  de  première  espèce  est  un  diviseur  réciproque , 3;  a 

Tout  diviseur  réciproque  de  la  formule  l*  + êi'u*  est  un  diviseur  de  première 
espèce,  et  le  nombre  de  scs  formes  trinaires  sera  a'~‘  , i étant  le  nombre  de 
facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  AT,  üyi 

On  détermine  d'une  manière  fort  approchée  combien  il  y a de  nombres  moindres 
que  AT,  compris  dans  tout  diviseur  quadratique  de  la  formule  l“  -h  A'n*  , 385 

Toiitnouibre  impair  , excepté  les  nombres  Sn-f-y,  est  la  somme  de  Iroisquarrés,  3p8 
Tout  nonibrc  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires,  3yg 

Tout  nombre  donblc  d'un  impair  est  la  sojnmc  de  trois  quarréi,  iliJ. 
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XIX 


QUATRIÈME  PARTI  E. 

MÉTHODES  ET  R E C It  E n C II  E S D l T E R S E S. 


I.  Théorèmes  sur  les  puissances  îles  nombres , .foi  • 

L’aire  d’un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  ne  sauroit  être  égale  à un  quarre  , 

il, J. 

1.1  somme  de  deux  bl-quarrés  ne  peut  être  égale  à un  quarré,  ^loi 

La  formule  x*  ne  peut  être  égale  à un  quarré  , éoS 

Aucun  nombre  triangulaire  , excepté  1 , n’est  égal  à un  bl-quarré , éü6 

La  somme  ou  la  diflcrencc  de  deux  cubes  , ne  peut  circ  égale  à un  cube  , 

Elle  ne  peut  non  plus  être  double  d’un  cube  , 4oj) 

Aucun  nombre  triangulaire , excepte  i p n*cst  égal  a un  cube  , ihid, 

§.  IL  T/ic'ord/>if*s  coîîccrnant  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
V équation  x" — b = a 3^^ , 4 m 

Condition  de  possibilité,  et  réduction  de  Téquation,  lorsque  a est  un  nombre  pre- 
mier , ibid, 

Rt  solution  de  l’équation  x'*—  t =03  lorsque  a est  un  nombre  premier  et  n im 
diviseur  de  a ~ 1 , 4 1 3 

Résolution  de  l'équation  x*'» -|-  i = ay  dans  les  memes  cas,  4i5 

Résolution  de  l’équation  x"— Icq  memes  cas  , 4i8 

Ré'solution  de  la  même  équation  en  général , 4^0 

5.  III.  Méthode  pour  trouver  le  diviseur  quadratique  qui  renferme 
le  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratiques  donnés,  4a i 

Formule  pour  avoir  le  produit  do  deux  diviseurs  quadratiques  donnes , 4ia 

Formule  pour  avoir  le  produit  ilc  deux  diviseurs  quadratiques  semblables,  4x5 

Diverses  formes  dont  est  susceptible  le  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratiques 
donnés , 4 a; 

Formule  pour  avoir  la  puissance  n d’un  diviseur  quadratique  donné,  43o 


J.  IV.  Résolution  en  nombres  entiers  de  IVyoa//o«Ly*  + Myz  + 
Nz*  = b n , n étant  le  produit  de  plusieurs  indéterminées  ou  de 
leurs  puissances , 435 

_ Après  avoir  dégage  le  second  membre  du  facteur  constant  h , on  fait  voir  cora- 
uicnt  U résoluliou  de  cette  équation  se  déduit  des  déveluppemens  donnes  dans 
le  5-  prciédenl , A3ti 

Exemples  divers , 436— 4'io 

cij 
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$■  V.  Démonslraliqn  d'une  propriété  relative  aux  diviseurs  quadra- 
tiques de  la  formule  t*-hau* , a étant  un  nombns  premier  8n+  i , 
: ^ âil 

On  prouve  d'ahord  , à la  tuile  de  pliiBrurs  proposiliôn»  subsidiaire» , que  l'ûqua- 
lion  Qyz-^Rx',  dan» laquelle  PR  — a, ii’eat  auscepliblë que 

de  deux  solution»,  lo-iqiicllea  5C  récluUcnt  à une  «eule  , lorsque  l’é<in3lion  pro- 
posée est  de  lalbrmc  i)a*, 446 

Dc-là  on  conclut  que  le  nombre  des  diviicurs  gnadratigue»  4 n i de  la  formule 
on*  Burp8»8g  toujour»  d*une  unité  le  nombre  de»  diviseur»  qiiadratiquca  4n — i 
de  la  meme  formule  , 44g 

§.  V I.  MiJlhodcs  pour  compléter  la  résolution  en  nombres  entiers 
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ESSAI 

SUR 

LA  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


INTRODUCTION, 


Contenant  des  notions  générales  sur  les  Nombres. 


Notre  objet , dans  cette  introduction , est  de  présenter  quelques 
considérations  générales  sur  la  nature  des  nombres , et  particuliè- 
rement sur  celle  des  nombres  premiers.  Mais  avant  tout , nous 
croyons  devoir  nous  occuper  de  quelques  propositions  fondamen- 
tales , dont  la  démonstration  ne  fgj^nve  pas  dans  les  traités  ordi- 
naires d’ Arithmétique , ou  du  mnniTlV*r~r**  fisaniâii  qge  d'une 
maiüère  peu  rigoureuse. 

I.  Nous  examinerons  d’abord  pourquoi  le  produit  de  deux  nom* 
bres  demeure  le  même  , en  changeant  l’ordre  des  facteurs , c’est-à- 
dire  pourquoi  l’on  a ./i  A. 

Un  moyen  très-simple  de  se  convaincre  de  la  vérité  de  cette 
proposition  , consiste  à faire  ou  imaginer  une  figure  rectangulaire ^ 
qui  contienne  plusieurs  rangées  égales  de  quarrés  égaux  ou  de  cercles 
égaux.  Si  voua  faites  A rangées  chacune  de  B quarrés , la  même 
figure  vous  offrira  B rangées  chacune  de  A quarrés.  Le  nombre 
total  des  quarrés  sera  donc  également  représenté  par  B x A et 
par  A X B -jAe  sorte  que  ces  produits  sont  nécessairement  égaux. 

Cette  démonstration  nous  paroît  à- la -fois  claire,  générale  et 
exacte  ; cependant  si  on  lui  reproche  d’être  fondée  sur  des  notions 
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d’étendue  étrangères  à la  science  des  nombres , voici  comment  on 
pourra  y suppléer. 

Soit  A le  plus  grand  des  nombres  ^ et  B , soit  C leur  différence , 
et  en  conséquence  A = B + C.  On  accordera  aisément  que  le 
produit  de  A par  B est  composé  du  produit  de  B par  iS  , et  du 
froduit  de  C par  B ; de  sorte  qu’en  écrivant  le  multiplicateur  le 
dernier,  owa.  A X.B  = B X B C-x.  B.  Mais  le  produit  de  .B  par 
on  par  B + C est  composé  aussi  de  B pris  B fois  et  de  B pris  C fois , 
de  sorte  qu’on  aBx.-^=BxB+  Bx  C.  De- là  on  voit  que  le  produit 
A xB  sera  le  même  que  le  produit  Bx  A , si  le  produit  partiel 
CxB  est  égal  à B x C.  Mais  par  la  même  raison , l’égalité  entre 
CB  et  B C se  prouvera  par  l’égalité  entre  deux  produits  plus  petits 
CD  et  D C,  et  en  continuant  ainsi , on  parviendra  nécessairement 
soit  au  cas  où  les  deux  facteurs  sont  é^aux , soit- au  ««• 
d’eux  est  égal  i-l’untte.  Dans  lé"  jjremier  cas  , l’égalité  est  mani- 
feste j dans  le  second,  elle  se  conclut  de  ce  que  Hx  \ est  la  même 
chose  que  i X H,  l’un  et  l’autre  étant  égal  à H.  Donc  le  produit 
A xB  est  toujours  égal  au  produit  BxA. 

II.  On  suppose  ordinairement  , qu’en  multipliant  un  sombre 
donné  M par  un  autre  nombre  N qui  est  lui-même  le  produit  des 
deux  facteurs  A et  B ^ il  revient  au  même  de  multiplier  M par  N 
tout  d’un  coup  , ou  bien  de  multiplier  d’abord  M par  A , ensuite 
le  produit  par  B.  Cette  conclusion  , considérée  on  général , peut 
cependant  ne  paroître  ni  absolument  évidente , ni  une  suite  de 
la  proposition  précédente. 

Four  la  démontrer,  imaginons  un  assemblage  de  sphères  égales, 
on  de  cubes  égaux  rangés  en  forme  parallélipipède , de  manière 
qu’on  en  compte  un  nombre  dans  le  sens  de  la  longueur , un 
nombre  A dans  le  sens  de  la  largeur , et  un  nombre  B dans  le  sens 
de  la  hauteur;  il  y aura , cela  posé , differentes  manières  de  trouver 
le  nombre  total  des  sphères , et  ces  différentes  manières  donneront 
certainement  le  même  résultat. 

Si  on  ne  considère  d’abord  qu’une  sphère  dans  la  hauteur , le 
nombre  des  sphères  résultera  du  produit  des  autres  dimensions 

et  B , et  sera  AxB.  Il  faudra  ensuite  multiplier  ce  produit 
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par  le  nombre  de  sphères  comprises  dans  la  hauteur , c’est-à-dire 
par  M,  et  le  nombre  total  des  sphères  conclu  de  ces  deux  opé- 
rations ) sera  'X  B x M. 

Mais  dans  la  forme  que  nous  supposons  , on  peut  prendre  ega- 
lement B pour  la  hauteur , M et  A pour  les  autres  dimensions. 
Raisonnant  donc  sur  ces  nombres  comme  sur  les  précédens,  on 
auroit  pour  le  nombre  total  des  sphères  Mx  X B. 

On  doit  donc  avoir  AxBxM—MxAxB.  Mais  AxB  — N 
et  NxM^MxN  ^ donc  MxN  oxt  Mx  A B =Mx  Ax  B. 
C’est  la  proposition  que  nous  voulions  démontrer. 

On  pourroit  démontrer  la  même  chose  , mais  d’une  manière 
peut-être  moins  claire  , par  une  simple  figure  rectangulaire.  Ima- 
ginons M quarrés  égaux  dans  la  largeur  et  N dans  la  longueur.  Le 
nombre  total  dea  quarrés  sera  M.X  N.  Supposons  ensuite  que  N 
est  le  produit  des  deux  nombres  A et  B , nous  pourrons  concevoir 
dans  la  longueur  totale  N autant  de  fois  la  longueur  partielle  A 
que  le  nombre  Jî  contient  d’unités.  Mais  le  nombre  de  qnarrés  qui, 
dans  la  figure  rectangulaire  , répond  à chaque  longueur  partielle 
A , est  MxA'.  donc  puisque  la  longueur  partielle  A est  con- 
tenue B fois  dans  la  longneni  totale  iV.  il  faut  multiplier  le  nombre 
MxA  par  jS , et  on  aura  M X XTT  iiiiiu  !■  aaaikte  de  quarrés 
contenus  dans  la  figure  totale.  Donc  le  nombre  M X N déduit 
d’une  seule  multiplication , est  égal  au  nombre  Mx  A xB  qui 
résulte  de  deux  multiplications. 

III.  D’après  ces  deux  propositions,  on  démontrera  facilement 
que  le  produit  de  tant  de  facteurs  que  P on  voudra  , demeure  tou- 
jours le  même,  en  quelqu’ ordre  que  les  facteurs  soient  multipliés. 

Pour  prouver , par  exemple , que  le  produit  AxBxCxD 
est  égal  au  produit  CA DB  , ]e  commence  par  faire  en  sorte  que 
la  même  lettre  occupe  la  dernière  place  dans  les  deux.  Or  on  a , 
en  vertu  des  propositions  précédentes,  AxBxC=AxCxBf 
donc  A B CD-=:A  CBD;  considérant  ensuite  A Ccomme  un  seul 
nombre  , on  aura  A Cx  B X D — A Cx  Dx  B.  Ainsi  la  lettre  B 
est  à la  dernière  place  dans  ce  produit , comme  elle  l’est  dans 
l’autre  produit  donné  CADB ; ôtant  cette  dernière  lettre,  il  ne 

Aa 
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reste  plus  à prouver  que  l’égalité  .ACD  — CAD  ^ or  elle  suit 

de  ce  que  A C = CA, 

IV.  Le  produit  de  deux  nombres  A e#  B est  ditnsibïe  par  tout 
nombre  premier  qui  divise  exactement  Lun  ou  l’autre  des  facteurs 
A et  B. 

Car  soit  9 un  nombre  premier  qui  divise  B , et  soit  en  consé- 
quence B=Cx^ , on  ema.  A B~A  Cx9  i àoaQ  AB  divisé 
par  9 donne  le  quotient  exact  A C. 

V.  Si  le  nombre  9 divise  à la  fois  les  deux  nombres  A et  "B, 
il  divisera  la  somme  et  la  différence  de  deux  multiples  quelconques 
de  ces  nombres, 

Carsil’ona...^=-<^r’9 , B=B'i  part”"*  m ^ nB  9, 

cette  qiMBti«é''âî7îsee  par  9 doimera  le  quotient  exact  mA'z^nB'. 

V I.  Tout  nombre  premier  qui  ne  divise  râ  l’un  ni  Poutre  des 
facteurs  A et  B , ne  peut  diviser  leur  produit  AB. 

Celte  proposition  étant  l’nne  des  plus  importantes  de  la  tbcorie 
des  nombres , nous  donnerons  à sa  démonstration  tout  le  déve- 
loppement nécessaire. 

Soit , s’il  est  possible  , 0 un  nombre  premier  qui  ne  divise  ni 
A và  H,  mais  qui  divise  le  produit  AB  ; soit  que  A soit  plus 
grand  ou  plus  petit  que  9 , on  pourra  supposer  qu’en  divisant  A 
par  9 , on  a le  quotient  m f qui  peut  être  séro  ) et  le  reste  A'  j 
on  aura  donc  A — m^-\-  A'  ; on  aura  semblablement  5 = n 9 + B'. 
Donc  A B — mnü -{■  nA' i mB' i -k- A’ B'.  Cetle  quantité, 
d’après  l’hypothèse , doit  être  divisible  par  9 , et  comme  la  partie 
171  n 9 9 + » A'  9 + 771 9 se  divise  d’elle  - même  par  9 , il  faudra 
donc  que  l’autre  partie  A' B'  soit  également  divisible  par  9j  ainsi 
noos  pourrons  faire  A'  B' C. 

Dans  ce  premier  résultat , nous  remarquerons  , i®.  que  A'  et  B' 
ne  sont  aéro , ni  l’un  ni  l’autre  , parce  que  A et  B sont  supposés 
non-divisibles  par  9 j a”,  que  A’  et  B'  étant  des  restes  de  division 
sont  moindres  que  le  diviseur  9 j 3°.  qu’aucun  des  nombres  A' , B' 
ne  peut  être  égal  à l’unité  j car  si  on  avoit  A'  = i , le  produit  A' B' 
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Jevîeniîroitfl';  or  B'  étant  <9 , il  est  impossible  que  B'  soit  divi- 
sible par  9, 

Nous  avons  donc  dem  nombres  entiers  B' , tous  deux  plus 
grands  que  l’unité,  et  tous  deux  moindres  que  9,  dont  le  produit 
est  divisible  par  9 , de  sorte  qu’on  a B'  =.9  C . Voyons  les  con- 
séquences qui  en  résultent. 

Puisque  est  moindre  que  9,  on  peut  diviser  9 par  A'  ; soit 
m le  quotient  et  A"  le  reste,  on  aura  9=^mA'-k-A'.  Dono 
9 -X.  B' = m^A' ~X  B' A " X.  B'.  Le  premier  membre  est  di- 
visible par  9 , il  faut  donc  que  le  second  le  soit  aussi  : mais  la 
partie  m x A'  x B'  est  divisible  d’elle  - même  par  9 , puisque 
A'  B'  ■=■  C 9 } donc  l’autre  partie  A"  B'  doit  être  encore  divisible 
par  9. 

Le  nombre  A” , qui  est  un  reste  de  division , est  moindre  que 
le  diviseur  A'  -,  il  ne  peut  d’ailleurs  être  lôro  , car  si  cela  étoit, 
9 seroit  divisible  par  A'  ^ et  ne  seroit  plus  un  nombre  premier; 
Donc  du  produit  A' B' , supposé  divisible  par  9,  on  tire  un  autre 
produit  A B'  divisible  encore  par  9 , lequel  est  plus  petit  que  A' B' 
et  cependant  n’est  pas  zéro. 

En  suivant  le  même  raisonnement , on  déduira  du  produit  A"Bf 
un  antre  produit  A'" B'  ou  A^ ®"T-*acQte  plus  petit,  et  qui  sera 
toujours  divisible  par  9 sans  être  zéro.  ' 

Et  eit  continuant  la  suite  de  ces  produits  décroissans , on  par-' 
viendra  nécessairement  à un  jsombre  moindre  que  9.  Or  il  est  im- 
possible qu’un  nombre  moindre  que  9 et  qui  n’est  pas  zéro  , soit 
divisible  par  9 j donc  l’hypothèse  d’où  l’on  est  parti  est  impossible. 

Donc  si  les  nombres  A ^\.  B sont  divisibles  , ni  l’un  ni  l’autre , 
par  le  nombre  premier  9 , leur  produit  A B ne  pourra  non  plus  être 
'divisible  par  9. 

VIL  La  doctrine  des  incommensurables  repose  entièrement  sur 
le  principe  qu’on  vient  de  démontrer.  En  effet,  s’il  existoit,  par 

exemple  , une  fraction  rationnelle—  égale  à \/  i y \\  faudroit  que 

n 

—fut  égalé  à 2 J donc  ot*  devToit  être  divisible  par  chaena  de» 


Digitized  by  Google 


6 


THÉORIE  DES  NOMBRES. 


nombres  premiers  qui  divisent  n.  Mais  la  fraction— étant  censée 

irréductible , m n’a  aucun  diviseur  commun  avec  n ; donc  en  vertu 
du  théorème  précédent  m*  ne  peut  avoir  non  plus  aucun  diviseur 

commun  avec  n ; donc  il  est  impossible  qu’on  ait  ^ = a.  ' 

En  général , une  puissance  quelconque  du  nombre  a ne  peut  avoir 
pour  diviseurs  d’autres  nombres  premiers  que  ceux  qui  divisent  a ; 
et  ainsi,  si  on  ne  peut  trouver  l’entier  x tel  que  ^ = b,  b étant 
un  nombre  entier  donné  , on  ne  pourra  non  plus  satisfaire  à l’équa- 
x' 

tion  — = *• 

VIII.  Un  nombre  quelconque'^  ^ s'il  n'est  pas  premier,  peut  être 
représenté  par  le  «t,  f , ^ , &c. 

élevés  chacun  à une  puissance  quelconque  , de  sorte  qu'on  peut 
toujours  supposer  N = <t"  f , &c. 

En  effet , la  méthode  à suivre  pour  opérer  cette  décomposition , 
consiste  à essayer  la  division  du  nombre  N successivement  par 
chacun  des  nombres  premiers  a , 3, 5, 7,  &c.  (t).  Lorsque  la  division 
réussit  par  le  nombre  premier  - , on  la  répété  autant  de  fois  qu’il 
est  possible , m fois  en  général  ; et  en  appelant  le  dernier  quo- 

(1)  On  reconnoît  à ta  «eule  inapection , si  un  nombre  donné  est  divisible  par 
n,3,ou5:â  l'vgnrd  des  autres  nombres  premiers,  it  n’jr  a guère  de  règle  plut 
tiuiple  que  ta  division  effective.  Cependant  comme  te  produit  des  trois  nombres 
7,  11  , i3  est  1001  , it  s’ensuit  qqe  1000  divisé  par  l'un  de  ces  nombres,  laisse 
le  reste — 1 , que  (looo)*  laisse  te  reste  +1 , ( 1000)*  le  reste-— 1 , et  ainsi  alter- 
nativement. De-U  on  déduit  un  procédé  fort  simple , pour  savoir  si  un  nombre 
donné  est  divisible  par  l’un  des  nombres  premiers  7,11,  i3  , on  par  le  produit 
de  deux  d’entr’eux  j soit , par  exemple,  le  nombre  aa'i7.38o95i4  , après  l’avoir 
partagé  en  tranches  de  trois  ebifires , de  gauche  à droite  , ;c  fais  une  somme  des 
tranches  i*”,  3*,  5",  &c. , et  une  des  autres  tranches.  Je  soustrais  la  seconde  somme 
S3i  de  la  première  987 , et  j’ai  la  différence  4*>36.  Cette  différence  n’est  divisible 
ni  par  7 ni  par  11 , mais  elle  est  divisible  par  |3  ; donc  le  nombre  proposé  n’est 
divisible  ni  par  7 ni  par  11 , mais  il  est  divisible  par  |3.  En  général,  la  diffé- 
rence ainsi  trouvée , prise  pour  dividende , donnera  le  même  reste  que  le  nombro 
proposé, 
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tient  P , bn  anra  iV=«“P.  Le  nombre  P ne  pouvant  plus  être 
divisé  par  a. , il  est  inutile  d’essayer  la  division  de  P par  un  nombre 
premier  moindre  que  « j car  si  P étoit  divisible  par  6 moindre  que 
« , il  est  clair  que  N seroit  aussi  divisible  par  i , ce  qui  est  contraire 
à la  supposition.  On  ne  doit  donc  essayer  de  diviser  P que  par  les 
nombres  premiers  plus  grands  que  « ; on  trouvera  ainsi  successive- 
ment P=C  Q y Q=-/Ry  &c,  ce  qui  donnera  JST=  a“C"  j' , &c. 


IX.  Si  après  avoir  essayé  la  division  d’un  nombre  donné'^  parles 
nombres  premiers  successifs  5,3,  5,  7. . . jusqu’à  N , on  n’en 
trouve  aucun  qui  divise  N , on  en  conclura  avec  certitude  que  N 
est  un  nombre  premier. 

Car  supposons  que  JV  soit  divisible  par  un  nombre  premier 
® > y/ N,  on  auroit  donc,  en  appelant  P le  quotient,  N=^P. 

N N 

Mais  puisque  9 est  > v^JV,  on  aura  P = < y/lv;  donc 

9 Y ^ 

N seroit  divisible  par  un  nombre  P moindre  que  y/ JV,  donc  à plus 
forte  raison  il  seroit  divisible  par  un  nombre  premier  < y/  N,  ce 
qui  est  contre  la  supposition. 

On  peut  donc  trouver  de  cette  manière  si  un  nombre  donné  N 
est  premier  ou  s’il  ne  l’est  pas.  niipigo»^  r<»itp  méthode  soit 
susceptible  de  quelques  abrégés  dont  nous  ferons  mention  cKapré», 
elle  est  en  général  longue  et  fastidieuse.  Aussi  plusieurs  Mathéma- 
ticiens ont-ils  jugé  convenable  de  construire  des  tables  de  nom- 
bres premiers  plus  ou  moins  étendues.  La  manière  la  plus  simple 
de  construire  ces  tables , est  de  commencer  par  écrire  de  suite  tous 
les  nombres  impairs  i,3,5,  7,9, 11',  &c.  jusqu’à  100000  , ou 
telle  autre  hmite  qu’on  peut  se  proposer.  Cette  suite  étant  formée  , 
on  en  efface  successivement  tous  les  multiples  de  3 , tous  ceux 
de  5 , tous  ceux  de  7 , &c.  en  conservant  seulement  les  premiers 
termes  3,5,7,  °°°  effacés  par  les  opérations  antérieures.  De 

cette  manière , il  est  visible  que  tons  les  nombres  restans  n’ont 
d’autres  diviseurs  qu’eux-mêmes , et  qu’ainsi  ils  sont  des  nombres 
premiers  (1). 

(i)  On  trouvera  à U fin  de  celle  introduction  , une  petite  tsblo  de  tous  les  noos- 
bres  premiers  au-dessous  de  1000. 
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X.  Un  nombre  donné  N étant  réduit  à la  forme  a"Cy',,,,  il 

est  clair  qu’il  aura  pour  diviseurs  tous  les  termes  du  produit  développé 
fl  + “ + <»*••  • fl  + • •+^‘)  f l+7'+>*-  • • 

Donc  le  nombre  de  tous  ses  diviseurs  sera  (m+ i)  (n+ i)  (p-\-i)  &c. 

Par  exemple  , puisqu’on  a 36o=a’.3*.5’ , les  diviseurs  de  36o 
sont  au  nombre  de  4.3.2  ou  de  a4. 

XI.  Réciproquement  il  est  facile  de  trouver  un  nombre  qui  ait 

autant  de  diviseurs  qu’on  voudra.  Cherchons , par  exemple , un 
nombre  qui  ait  36  diviseurs  ; on  décomposera  36  en  facteurs 
( premiers  ou  non  ) , tels  que  4 , 3 , 3 ; on  diminuera  chaque  facteur 
d’une  unité  , ce  qui  donnera  3 , 2,2;  d’où  l’on  conclura  que 
a.^S'y'  est  la  forme  d’un  nombre  qui  a 36  diviseurs  , <t,  > 

étant  des  nombres  premiers.  Le  plus  simple  de  ces  nombres  est 
2\3*.5‘ ==  1.800-  


XII.  Si  on  cherche  en  combien  de  manièresle  nombre  iV=«"tf'>',&c, 
peut  être  le  produit  de  deux  facteurs  A B \ on  trouvera  que 
ce  nombre  estj  f /n+  i ) ( /i+  1 ) f/>+ 1 ),  &c.  Car  chaque  diviseur  A 

est  censé  accompagné  de  son  inverse  ^ ou  B , et  ainsi  le  nombre 

A% 

des  quantités  AB  aa.  B A est  la  moitié  de  celui  des  diviseurs 
de  N. 

Si  le  nombre  iV'étoit  un  quarté  , tous  les  exposans  &c. 

6eroientpairs,etalorsla  moitié  du  produit  fm+ 1 ) (n+ 1 )(p+  1 
contiendroit  la  fraction  v pour  laquelle  il  faudroit  prendre  l’unité. 

XIII.  Si  on  veut  que  les  deux  facteurs  dans  lesquels  on  décompose 
le  nombre  iV  soient  premiers  entr’eux , alors  le  nombre  des  com- 
binaisons ne  dépend  plus  des  exposans  m,n,p  , &c. , et  il  est  le 
même  que  si  le  nombre  JVétoit  aCyS'i  &c.  ; de  sorte  qu’en  appe- 
lant é le  nombre  des  facteurs  a , C,  y , &c. , on  aura  2*~*  pour  le 
nombre  de  manières  de  partager  N en  deux  facteurs  premiers 
entr’eux. 

Rar  exemple,  le  nombre  i8oo  peut  se  partager  de  18  ma- 
aicres  en  deux  facteurs , mais  il  ne  se  peut  partager  que  de 

quatre 
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quatre  manières  en  deux  facteurs  premiers  entr’eoz  ; car  on  a 
iSoo  = 2’.  3’.  5‘,  et  2’-  = 4. 

XIV.  Si  l’on  prend  la  suite  des  nombres  naturels  i,2,3,4,5,6,&c. 
et  qu’on  désigne  par  /n  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  n ^ 
on  aura  successivement  ; 


/!  = 

1 

/2  = 

1 + 

2 

/3  = 

1 + 

3 

/4  = 

+ 

3 

+ 

4 

/5  = 

1 + 

5 

/6=, 

+ 

3 

+ 

3 

+ 6 

/7  = 

+ 

7 

/8  = 

+ 

3 

-t- 

4 

-t-  8 

/9  = 

1 + 

3 

+ 

9 

/io= 

1 + 

3 

+ 

5 

+ 10 

&c. 

Ces  sommes  paroissent  suivre  une  loi  très- irrégulière  , pnisqu’à 
côté  d’un  nombre  premier , qui  n’a  que  deux  diviseurs , on  ren- 
contre souvent  un  nombre  compos?^V  eu  n — l^^||  ^ njnl.ppmbre  ; 
cependant  Euler  a fait  voir  que  cette  loi  peut  etre  assignée  d’une 
manière  assez  simple  et  analogue  à la  loi  des  suites  récurrentes. 
Voyez  le  tome  V des  nouveaux  Commentaires  de  Pêtersbourg; 
Voyez  aussi  l’Introduction  à l’Analyse  des  Infinis , traduite  par  J.  B. 
Labey , tom.  t , pag.  355. 

XV.  Tout  nombre  premier , excepté  t et  3,  est  compris  dans 
la  formule  6x±  1.  En  effet , si  l’on  divise  un  nombre  impair  par  6, 
le  reste  ne  peut  être  que  l’un  des  nombres  1 , 3,  5 , ou  ( parce  que 
le  reste  5 est  censé  le  même  que  le  reste  — i ) , 1 , 3 , — i.  Donc 
tout  nombre  impair  peut  être  représenté  par  l’une  des  formule# 
1,  6.V+3,  6 X — 1.  La  seconde  ne  peut  convenir  aux  nombres 
premiers,  puisqu’elle  est  divisible  par  3,  et  que  3 est  excepté; 
donc  tout  nombre  premier  , hors  2 et  3 , est  compris  dans  la  for- 
mule J . 
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- Il  ne  s’ensuit j)as  réciproquement,  que  tout  nombre  compris  dans 
la  formule  6x±  i soit  un  nombre  premier  j on  tronreroit  que  cela 
n’a  pas  lien  lorsque  at  = 4 , 6 , &c. 

• 

, Xyi.  En  général , il  n’existe  aucune  formule  algébrique  qui  ne 
représente  que  des  nombres  premiers.  Car  soit , par  exemple  , la 
formule  P=  + , et  supposons  qu’en  faisant  x — >6  j 

la  valeur  de  P soit  égale  au  nombre  premier  p ; si  on  fait  x=h-\-pyy 
y étant  un  entier  quelconque  , on  aura 

P=p+  (‘5ak*  1 bk  c)  py  + ("5  ah+b)  p' y'  ap^y^. 

D’où  l’on  voit  que  P n’est  pas  un  nombre  premier , puisqu’il  est 
divisible  par  p,  et  différent  de  p. 

11  est  néanmoins  quelques  formules  remarquables  par  la  mul- 
titude de  nomWes^  |Jreifliers  qui  y~~sônFcontenus  : telle  est  la 
formule  x*  + x + 4i  dont  Euler  fait  mention  dans  les  Mémoires 
de  Berlin  (an,  1772,  pag.  36)  , et  dans  laquelle,  si  l’on  fait 
successivement  x=o,  1 ,2 ,3,  &c.  on  a la  suite  4 1 ,43,47,53,6 1 ,7 1 , &,c. 
dont  les  quarante  premiers  termes  sont  des  nombres  premiers. 

On  peut  citer  dans  ce  même  genre  la  formule  x’.4-x+i7, 
dont  les  dix-sept  premiers  termes  sont  des  nombres  premiers  ; la 
formule  2 x*  + 29  , dont  les  29  premiers  le  sont , et  une  foule 
d’autres. 

XVII.  Si  on  ne  peut  pas  trouver  de  formule  algébrique  qui  ren- 
ferme uniquement  des  nombres  premiers , à plus  forte  raison  n’en 
peut-on  pas  trouver  une  qui  renferme  absolument  tous  ces  nom- 
bres , et  qui  soit  l’expression  de  leur  loi  générale.  Cette  loi  paroît 
très-difficile  à trouver  d’une  manière  quelconque , et  il  n’y  a guère 
d’espérance  qu’on  y parvienne  jamais.  Cela  n’empêche  pas  qu’on 
ne  puisse  découvrir  et  démontrer  un  grand  nombre  de  propriétés 
générales  des  nombres  premiers , lesquelles  répandent  un  grand 
jour  sur  leur  nature. 

Et  d’abord  nous  pouvons  démontrer  rigoureusement  que  la 
multitude  des  nombres  premiers  est  infnie. 

Car  si  la  suite  des  nombres  premiers  i, 2,3,5, 7,  u,  &c.  étoit 
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finie  , et  qne  p fût  le  dernier  ou  le  plus  grand  de  tons  , il  faudroit 
qu’un  nombre  quelconque  N fût  toujours  divisible  par  quelqu’un 
des  nombres  premiers  2.3.5.7..../J.  Mais  si  on  représente  par  P 
le  produit  de  tous  ces  nombres  (i) , il  est  clair  qu’en  divisant  P + r 
par  l’un  quelconque  des  nombres  premiers  jusqu’à  p , le  reste  sera 
4- 1 5 donc  l’h3rpothèse  que  p est  le  plus  grand  des  nombres  pre- 
miers ne  sauroit  avoir  lieu  ; donc  la  multitude  des  nombres  pre- 
miers est  infinie. 

Cette  proposition  se  prouve  encore  d’une  manière  directe  et 
fort  élégante  , en  faisant  voir  que  la  somme  dp  la  suite 
7+7+j+j+i+  &c.  est  infinie.  Voyez  VIntrod.  in  Anal,  infin. 
pag.  235. 

XVllI.  Tous  les  noml>res  impnire  s’expriment  par  la  foiTOuIe 
2X+  if  laquelle  selon  que  x est  pair  ou  impair  contient  les  deux 
formes  4x  + i et  4* — i.  De-là  deux  grandes  divisions  des  nom- 
bres premiers , l’une  comprenant  les  nombres  premiers  4 x + i , 
savoir  i,5,  i3,  17,  29,  37,  4i , 53,  61 , 73  , &c. , l’autre  com- 
prenant les  nombres  premiers  4*—  t , savoir  3,7,  ii , ig  , 23, 
3i,  43,  47, 5g, &».  

La  forme  générale  4*+i  se  subdivise  en  deux  autres  formes 
8x-(-i  et  8x  + 5 ou  8x — 3.  De  même  la  forme  4x — i se  sub- 
divise en  deux  autres  8x+3  etSx  + 7 ou  8x— 1 } de  sorte 


(i)  Si  l’on  admet  succenivement  1 , 3,  3,  &e.,  Cictenrs  dans  le  produit  P, on 
trouv'eia  que  le  nombre  P+i  prend  les  valeurs  3,  7 , 3i , 211 , sSii,  3oo3i , &c. 
Les  cinq  premiers  termes  sont  des  nombres  premiers , ce  qui  pourroit  faire  pré- 
sumer que  les  suivans  le  sont  ; mais  cette  conjecture  est  bientôt  anéantie , en 
examinant  le  sixième  terme  3oo3i  qu’on  tronve  ttre  le  produit  de  £9  par  ôoq. 
En  général , c’est  un  problème  dilCcile,  et  non  encore  résolu,  de  trouver  un  nombre 
premier  plus  grand  qu’un  nombre  donné.  Fermât  avoit  annoncé  ( mais  sans  dire 
qu’il  en  eût  la  démonstration  } qne  la  formule  l'-j-l  donnoit  toujours  des  nombres 
premiers,  pourvô  qu'on  prit  pour  x un  terme  de  la  progression  double  i,a,4,8,iC,Kcc. 
Cette  formule , qui  auroit  fourni  une  solution  très-simple  du  problème  men- 
tionné , s’est  trouvée  en  défaut  ; car  suivant  U remarque  d’Euler , si  l'on 
• — Su,  ou  a a>-bs=x64i  ,6700417. 

B 2 
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qu’on  peut  réduire  tous  les  nombres  premiers  à ces  quatre  formes 
principales , 

8jr+i....  I,  17,  4i , 73,  89,  97,  ii3,  137,  &c. 

! 8 AT  + 3. ...  3 , 1 1 , 19,  43 , 69 , C7 , 83 , 107 , fkC. 

8a: — 5 ou  8 a:  + 5. . . . 5,  i3 , 29,  37 , 53,  61 , 101 , 109 , &c. 

,&x — 1 ou  8a:  + 7. . . . 7 , g3,  3i , ij  , 71 , 79 , io3,  127  , &c. 

XIX.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  nombres  premiers  considérés  ^ 
par  rapport  aux  multiples  de  6 , sont  de  l’une  des  deux  formes 
6 a:  + 1 , 6a; — 1 ; dans  celles-ci  x peut  être  pair  ou  impair,  et  de- 
là résultent,  par  rapport  aux  multiples  de  12,  les  quatre  formes 
-i2.r-i-i,  12a: -f-5,  i2a: — 5,  i2a:  — i,  chacune  renfermant  une 
infinité  de  nombres  premiers. 

En  général  , a étant  un  nombre  donné  quelconque , tout  nombre 
impair  peut  être  repr*-*^^**!**  tufinnmle  'î  A'  h , dans  laquelle 
fcest  impair  et  moindre  que  20.  Si  parmi  toutes  les  valeurs  possibles 
de  6 on  retranche  celles  qui  ont  un  commun  diviseur  avec  o,  les 
formes  restantes  4 avdri  comprendront  tous  les  nomhrespremicrs 
partagés  , à l’égard  des  multiples  de  4a,  en  autant  d’espèces  ou 
formes  que  =t  b aura  de  valeurs  différentes.  Ainsi  en  faisant  a = i5  , 
on  aura  les  seize  formes  diffcTcutes 

6or-pi  , 6oAT-i-7  , 6oA:-f-ii,  Goa:-1-i3 
' 6oa: — I , 6oa; — 7 , 60X — 11,  60X — 13 

6ox-1-i7^  6ox-t-i9,  6ox-f-23,  60x4-29 
60X — 17,  60X — 19,  60X — 23,  60X — 29 
dont  cfiacune  comprend  une  infinité  de  nombres  premiers , et  qui 
par  leur  réunion  renferment  la  totalité  de  ces  nombres  ( 2 , 3 et  5 
exceptés  ).  * 

X X.  Ces  divisions  générales  nous  portent  à considérer  une  pro- 
% gression  arithmétique  quelconque 

— 2^-fiS, — A ^ B , B ^ A -\r  B , 1 B 

dont  le  terme  général  en  A x B.  Soit  9 un  nombre  premier  non- 
diviseur  de  , on  pourra  toujours  trouver  une  infinité  de  valeurs 

de  X telles  que  soit  un  entier  3 car  si  on  appelle  « la  plus 
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petite  de  ces  râleurs  (i)»  et  qu’on  désigne  par  z un  entier  quel- 
conque , on  aura  en  général  x = a + 5 r , et  ainsi  les  valeurs  de  z 
qui  rendent  B divisible  par  9,  forment  elles-mêmes  une 

progression  arithmétique  a,a  + 9,a-f39  &c. , dont  la  dilTérence 
est  9. 

Il  suit  de-lâ  que  sur  9 termes  consécutifs  pris  par-lont  où  l’on 
voudra  dans  la  suite  — A-^B , B , A+B  , 7A-\^B  , &c. , il  y 
en  aura  nécessairement  un  divisible  par  9.  En  général , les  termes 
divisibles  par  9 , dans  la  suite  dont  il  s’agit  , seront  placés  à la 
même  distance  les  uns  des  autres^  et  cette  distance  comprendra 
toujours  un  nombre  de  termes  9. 


XXI.  Supposons  que  la  série  commence  au  terme  A -h  B lors- 
que x=ij  si  ou  cuntidèm  n termes  consécutifs  à compter  du 
premier  , et  que  de  ces  n termes  on  retranche  tous  ceux  qui  sont 

divisibles  par  9 ,11  restera  n (^i ')  termes  non-divisibles  par  9. 

Dans  les  applications  de  cette  formule  , le  résultat  sera  toujours 
exact , tant  que  n sera  un  multiple  9.  Mais  n peut  être  un  nombre 


quelconque  non  divisible  par  9,  W^niaatilé,  n 0-i) 


contiendra  un  entier  « plus  un  reste  L’entier  « a une  signification 


non-éqnivoqne  ; quant  à la  fraction  -,  elle  tient  lieu  tantôt  de 

ïéro  ; tantôt  de  l’unité , suivant  les  différens  cas.  Cette  fraction 
exprime  en  quelcpe  sorte  la  probabilité  que  le  nombre  des  termes 
non- divisibles  par  9 sera  <»  -|-  i»  mais  il  peut  être  « seulement. 


(i)  Car  en  faitant  sucresiirement  *=o,  i , a,. . . t — i , tes  rcsies  de  la  division 
de  B par  9 doivent  cire  dilTcrcns  Us  uns  des  autres , et  plus  petits  que  9. 

Donc  il  y en  a un  qui  sera  séro.  Deux  restes  ne  peuvent  pas  être  les  mêmes, 
car  fi  Am B et  An  + B donnoitnl  lo  même  reste  , il  faudroil  que  leur  dilTt- 
renre  A (m — n)  fût  divisible  par  ( ; ce  qui  n’a  pas  lieu  , puisque  A n’csl  pas  divi- 
sible par  6 , non  plus  que  m— n,  qui  est  <^9. 
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XXII.  Si  » est  un  nombre  premier  non-diviseur  de  on  trou- 
vera semblablement  que  dans  la  suite  finie 

ji  -f-  -B.  • • • Tl  ^ -f-  J3 

il  y a n termes  non-divisibles  par  « , et  la  fraction  qui  peut  ^ 

être  contenue  dans  n tiendra  lieu  suivant  les  difiërens  cas 

de  O ou  de  i. 

Donc  si  on  vent  savoir  combien  dans  la  même  suite  il  y a de 
termes  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  « ni  par  A , on  trouvera  que 

ce  nombre  est  tj  En  effet,  si  l'on  suppose, 

pour  plus  de  simplicité , que  n est  multiple  de  « 9 , et  qu’on  fasse 
en  conséquence  n = 7i'a>9,on  pourra  dis^jpguer  dans  » quatre  sortes 
de  termes  , iS»  les-rrténnes  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  fl  ni  par  «j 
3°.  les  n'a)  termes  qui  sont  divisibles  par  9 ; S**,  les  ri  fl  termes  qui 
pont  divisibles  par  » ; 4®.  les  n'  termes  qui  sont  divisibles  par  «•  9. 

Or  il  est  évident  que  ceux-ci  sont  compris  deux  fois  dans  les 
termes  n'a*  -f  n'fl , et  qu’ainsi  en  réunissant  tons  les  termes  distincts  , 
on  aura  n = iV-hn'o#-|-n'fl — n'yd’où  résulte 

+9^:)  = ”0-^ 

Formule  qui  sera  rigoureusement  vraie , si  n est  un  multiple  de  u fl , 
et  qui  approchera  de  la  vérité  dans  tous  les  autres  cas , de  manièro 
que  l’erreur  ne  pourra  jamais  être  de  deux  unités, 

XXIII.  Far  un  raisonnement  semblable,  on  prouvera  que  si 
^ sont  des  nombres  premiers  quelconques  non-divi- 

seurs de  , la  formule 

représentera  le  nombre  de  termes  de  la  suite  -b  B,  3..^  -H  B. . nA + B 

qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  nombres  premiers  fl , a.  , ju  , r , &c> 

Cette  formule  pourra , dans  les  cas  particuliers , s’écarter  quelque 
peu  de  la  vérité  à raison  des  fractions  introduites  par  chaque  dé- 
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nominaleur,  mais  l’erreur  ne  pourra  jamais  s’élever  à autant  d’unités 
qu’ii  y a de  dénominateurs. 

XXIV.  Si  uf  et  B avoient  un  diviseur  commun  , il  est  clair 
que  la  formule  + B ne  pourroit  contenir  aucun  nombre  pre- 
mier (si  ce  n’est  peut-être  le  diviseur  dont  il  s’agit). 

Supposons  donc  que  ^ el  B sont  premiers  entr’eux  ; et  parce 
qu’alorsla  formule jf ^ peut  représenter  divers  nombres  pre- 
miers , cherchons  combien  il  y a de  ces  nombres  dans  la  progression 
B ^ B*  * * » n^-\‘B, 

D’après  la  formule  précédente  , il  faudra  former  le  produit 
a 4 5 U — 1 

T%  •'Z*  “'•••••  ' " 

;5  O 7 •* 

dans  lequel  on  fera  entrer  tous  les  nombres  premiers  3, 5, 7 jusqu’au 
plus  grand  « compris  dans  en  exceptant  seulement 

ceux  qui  divisent  ui. 

Cela  posé  , si  ^-1-Æ  est  plus  grand  que  , la  for- 

mule précédente  sera  le  nombre  demandé. 

Mais  si  -f-  jB  est  plus  petit  que  }/  (n^-{-B)  faudra  ajouter 
à cette  formule  autant  d’unités  qu’il  y a de  nombres  premiers 
moindres  que  p^  (nu4-\r  B)  dans  la  sUtTe-p««poaéa 

XXV.  Veut-on  savoir,  par  exemple,  combien  il  y a de  nom- 
bres premiers  dans  les  1000  premiers  termes  de  la  suite 

4g , 109 , 169  , aag , 289  , 349  , &c. 
dont  le  terme  général  est  60*  — 1 1 ? Le  millième  terme  est  SggSg , 
sa  racine  quarrée  a44,  et  le  nombre  premier  prochainement  moindre 
a4i  ; d’ailleurs  60  est  divisible  par  3 et  par  5 -,  donc  il  faut  prendre 
pour  diviseurs  tous  les  nombres  premiers  depuis  7 jusqu’à  a4i 
inclusivement,  ce  qui  donnera  pour  l’expression  du  nombre  de- 
mandé 

/R  10  13  ifi  18  32  24o\ 

1000  ( — • — ' . — . . . —• . • • • • ) "h  2. 

^7  11  i3  17  19  30  241/ 

J’ajoute  2 unités  , parce  qu’il  y a dans  les  premiers  termes  de  la 
suite  deux  nombres  premiers  109  et  229  moindres  que  34i. 
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XXVI.  Pour  achever  ce  calcul,  et  en  général,  pour  trouver 
combien  il  y a de  nombres  premiers  dans  n termes  successifs  d’une 
progression  arithmétique  donnée  { n étant  assez  considérable  pour 
que  les  petites  aberrations  produites  par  les  fractions  , en  plus  ou 
en  moins , ne  soient  pas  sensibles  ) , il  seroit  nécessaire  d’avoir 
une  table  des  valeurs  du  produit  8cc,  formé  avec  la 

suite  des  nombres  premiers  , et  borné  successivement  à chacun  de 
ces  nombres.  Voici  un  essai  de  cette  table. 


Valeurs 
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3 <4  6 M i.M  ^ 

Valeurs  successives  du  produit  - . ~ — continué 

a 5 J • 

jusqu’au  nombre  premier  -, 


NOMBRE  M. 

PRODUIT. 

NOMBRE  «. 

PRODUIT. 

3 

0 , 666  667 

>37 

0 , 218  3 16 

5 

0»  533  333 

163 

0,  216  977 

7 

0,  437  >43 

>67 

0,  213  678 

I I 

0,  41Î  584 

>73 

0,  214  431 

»3 

0,  383  616 

>79 

0,  213  233 

>7 

0,  361  051 

I81 

0 , 212  033 

«9 

0,  341  048 

>9> 

0 , 210  941 

0»  317  >76 

*93 

0 , 209  848 

*9 

0,  313  894 

>97 

0 , 20S  783 

3« 

0.  305  704 

199 

0 , 107  734 

37 

0,  197  442 

11  1 

0 , 206  749 

4« 

0 , 190  187 

i»3 

0,  203  822 

43 

0,  283  439 

227 

0,  204  913 

47 

0,  277  407 

229 

0 , 204  020 

33 

0,  272  183 

»33 

0 , 203  144 

39 

0,  267  370  ^ 

0,  263  III 
0,  239  184 

0 , 202  294 

61 

67 

23> 

" Ô 

7« 

0.  133  534 

137 

0,  199  871 

73 

0,  232  033 

263 

0,  199  III 

79 

0,  248  843 

269 

0 , 198  371 

0,  243  843 

»7> 

0 , 197  639 

• 89 

0,  243  083 

177 

0 , 196  923 

97 

0.  MO  377 

181 

0 , 196  224 

lOI 

0,  238  193 

283 

0 , 193  331 

103 

0,  233  882 

»93 

0 , 194  864 

107 

0,  233  677 

307 

0,  194  229 

109 

0,  i3>  333 

3>> 

0,  193  603 

”3 

0 , 229  484 

3>3 

0 , 192  986 

117 

0 , 227  677 

3>7 

0,  192  377 

>3« 

0,  223  939 

33> 

0,  191  796 

>37 

0 9 114  290 

337 

0,  191  227 

>39 

0,  222  676 

347 

0 , 190  676 

>49 

0 , 221  181 

349 

0,  190  130 

>3> 

0 , 219  716 

333 

0,  189  391 

C 
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XXVII.  Au  moyen  de  cette  table,  on  trouvera  facilement  la 

valeur  du  produit  dont  on  a eu  besoin  dans  le 

problème  du  n".  XXV , car  ce  produit  n’est  autre  chose  , aux 
deux  premiers  facteurs  près  , que  celui  qui  est  donné  dans  la 
table  vis -à- vis  de  edi  ; de  sorte  que  le  produit  dont  il  s’agit 
= -ÿxo,  201  455  = O, .377  72R.  De  là  résulte  le  nombre  demandé 
377,  7 + 2 , ou  à-jieu-prés  38o  , c’est-à-dire  qu’il  y a environ  38o 
nombres  premiers  compris  dans  les  1000  premiers  termes  de  la 
* suite  arithmétique  4g,  109,  169,  &c. 

XXVIII.  Supposons  encore  qu'on  cherche  combien  il  y a de 
nombres  premiers  au-dessous  de  100000.  Pour  cela  , il  faut  consi- 
dérer les  5oooo  premiers  termes  de  la  suite  1 , 3,  5. . . . 99999  ; or 
la  racine  de  99999  est  à-peu-près  3i6,  et  le  nombre  premier  , 
prnrhninrmrnt  mniv^ — j « b--  on  auiaïtonc  ,*  au  moyen  de  la 

table, le  produit  5oo  000. y. 4-  • • ffî=3oo  ooox  0,192  986=  9649; 
à quoi  ajoutant  G6  , parce  que  3i3  est  le  66'  des  nombres  pre- 
miers (2  compris)  on  aura  971 5 pour  le  nombre  demandé  des  nom- 
bres premiers  au-dessous  de  100  000.  L’erreur,  dans  ce  résultat, 
ne  peut  s’élever  à 66  5 ce  qui  fait  à peine  la  i46'  partie  du  total. 

XXIX.  Si  on  cherchoit  combien  il  j a de  nombres  premiers 
au-dessous  de  1000,  on  trouveroit  par  les  mêmes  procédés,  que 
le  nombre  est  environ  i65  (il  est  réellement  170,  l’aberration 
étant  causée  par  les  fractions  ). 

On  voit  par-là,  que  jusqu’à  1000  les  nombres  premiers  composent 
la  sixième  partie  de  tous  les  nombres;  mais  à 100000  ils  ne  im- 
posent plus  que  la  dixième  partie  (1)  ; on  conçoit  en  même  tems 

(1)  S’il  y a il  nombres  premier»  compris  dan»  la  progression  naluroUei,a,3,4,5.  .a, 
it  csl  remarquable  que  suivant  les  diverses  valeurs  de  a , on  ait  à Irùs-pea-prùs 


les  rapports  suivans  : 
a = io'  , 

10*  , 

10’  , lO*  , 

10*. .... 

b 1 

l 

1 1 

1 

a a ' 

T ’ 

T ’ T ' 

10 * 

D’où  il  pareil  qu’un  peut  conclure 

en  RÔnéral  fc=-~  , 

2ia 

1 a désignant  la  logarilhiue 
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qu’à  loOOOOO  la  proportion  sera  encore  moindre  et  ainsi  de  suite. 
En  effet,  la  probabilité  qu’un  nombre  pris  au  hasard  sera  premier  , 
est  d’autant  moindre  que  ce  nombre  est  plus  grand  j car  plus  le 
nombre  est  grand  , plus  il  y a de  divisions  à essayer  pour  s’assurer 
si  le  nombre  est  premier  ou  s’il  ne  l’est  pas. 

XXX.  Nous  remarquerons  encore , que  si  on  considère  les  seize 
suites  dont  les  termes  généraux  sont  : 6ox  + 1 , 6oj: — 1 , 6ox  + 7, 
60  X — 7,  60X+11,  60X — 11,  &c.  (art.  XV),  et  qu’on  cher- 
che , par  exemple  , combien  il  y a de  nombres  premiers  dans 
nn  million  des  premiers  termes  de  chaque  suite , on  trouveroit 
sensiblement  le  même  nombre  pour  chacune  ; d’où  il  suit  que  tous 
les  nombres  premiers  (sauf  a,  3 et  5)  sont  répartis  également 
entre  ces  différentes  suites  , et  que  chacune  peut  être  censée 
contenir  la  seizième  partie  de  la  totalité  des  nombres  premiers. 


dr  a pris  dans  lei  tables  ordinaires  ; celte  formule  Ircs-siaiple  peut  £tre  regardes 
comme  «ulliMmment  approchée,  au  moins  lorsque  on’.xcède  pa>  loooooo.  Ainii 
ai  on  demande  combien  il  y a do  nombres  premiers  depuis  i jusqu’à  iuoooo,  on 
, 400000 

trouvera  que  ce  nombre  est  ; — : — on  fmino  à-neu-prés. 

^ ax5,b02  • - X 

Au  reste , U est  vraisemblable  que  la  formule  rigoureuse  qui  donne  la  valeur 

de  h lorsque  a est  très-grand , est  de  la  forme  b = — — ; — - , et  B étant 

2s  log.  a B 

des  coefliciens  constans , et  log.  a désignant  un  logarithme  hyperbolique.  La  dé- 
termination exacte  de  ces  coefficieni  seroit  on  problème  curieux  et  digne  d’cxercor 
la  sagacité  des  Analystes. 


O 
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TABLE 


des  nombres  premiers  au-dessous  de  looo. 


I » 3.  5 » 7>  II,  13  > «7.  19,  ^3 , i9, 31 , 37,41 , 43 , 47, 

53,  59,  61,67,  71,  73, 79,83, 89, 97 i6l 

loi,  103,  107,  109,  113,  117,  131,  137,  139,  149,  131, 

157,  163 , 167,  173  , 179,181 , 191,  193  , 197,  199 47| 

111 , 113 , 117,  1X0,  X33 , 139,  X41 , 131, 137,  163,  169, 

»7i,  177,  181,  i83,»93 ^3| 

307,  3 II,  313,  317,  331,  337,  347,  349,  333,  339,  3<57, 

373 , 379 » 383 , 389,397 • • ; • , • • 79 1 

401 , 409,  419,  4x1 , 431 , 433 , 439,  443,449,  457,  461 , 
463,467,479,487,491,499 96] 

303,  509,  3x1,  5x3,  5x7,  541,  547,  557,  563,  569,  571, 

377, 387,  393,  399 iiil 

601, 607,  613, 617,  6iq,  631,  641,  643,  647,  653,  659, 

661  , 673 , 677,  683 , 691 1X7I 

701,709, 719,  7x7,  733,  739,  743,  731,737,  761,  769, 

773, 787,797 141] 

809,  811,  8x1 , 8x3,  8x7,  8x9,  839,  853,  837, 859,  863  , 

877»  881,  883, 887 156] 

907,  911, 919, 9x9,  937,  941 , 947, 953, 967,  971, 977, 

983,  991,  997 1701 
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EXPOSITION  DE  DIVERSES  METHODES  ET  PROPOSITIONS 
RELATIVES  A l' ANALYSE  INDÉTERMINÉE. 


§.  I.  Des  Fractions  continues. 


(i)  Pour  changer  une  quantité  quelconque  x rationnelle  ou 
irrationnelle  en  fraction  continue  , le  principe  ebt  de  faire  suc- 
cessivement 


» = « H — 7 > 

X 


x'  = «'  + 4r,  &c. 

X X 


« étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  *,  «'  le  plus  grand  entier 
contenu  dans  x' , et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière , il  est  visible 
que  la  quantité  x sera  transformée  en  cette  fraction  continue 

* ~ J.  ‘ 1 " 

^«'"+  &c. 

laquelle  aura  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes  , selon  que  la 
quantité  x est  rationnelle  ou  irrationnelle. 

Ces  termes  ou  quotiens  « , **,«",  &c.  sont  supposés  , ainsi  que 
la  quantité  x , toujours  po.sitifs  ( le  premier  « seroit  zéro , si  x étoit 
au-dessous  de  l’unité  ).  Quelquefois  cependant  il  convient , pour 
rendre  la  suite  plus  convergente  , d’admettre  des  quotiens  néga- 
tifs ; mais  c’est  une  exception  dont  il  faut  avertir  expressément , 
et  qui  n’aura  pas  lieu  dans  ce  qui  suit. 


(3)  Lorsque  la  quantité  * est  une  fraction  rationnelle  — , pour 

transformer  cette  quantité  en  fraction  continue  , il  ne  s’agit  que 
de  faire  , sur  les  deux  nombres  et  iV , la  même  opération  que 
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.‘•i  on  en  cherchoit  le  plus  grand  commun  diviseur.  Voici  le  type 
de  cette  opération,  en  supposant 


reste  a.  ’ 


NÇP 


resle  Q \ a ’ reste 


Fia"  ’ 


Par  ce  moyen , on  a successivement 
JH  F N . Q 


ÎV=“+Î^’ 


f 1_  ^ 

P — “ » 


Donc 


Q ‘*Q’ 


&c. 


&c. 


M 1 


N 


+ &c. 


ct-r;=“  » 

**  "f“  **/  ï 


Dans  ce  cas , les  termes  de  la  fraction  continue  ne  sont  autre 
chose  que  les  quotiens  successivement  trouvés  par  l’opération  du 
commun  diviseur , e*  -«I  «Itnr  -que  ta  fraction  continue  sera 
toujours  bornée  à un  certain  nombre  de  termes  qui  pourra  être 


plus  ou  moins  grand  , selon  que  la  fraction 
composée. 


M 

N 


sera  plus  ou  moins 


(3)  Nous  avons  appelé  quotiens  les  termes  successifs  a,  a",  &c. 
de  la  fraction  continue  } nous  appellerons  semblablement  quoiiens- 
complels  les  quantités  x , x\  x",  &c.  résultantes  de  l’opération  du 
développement , et  dont  les  entiers  « , <t",  &c.  font  la  plus  grande 

partie.  Chaque  quotient  - complet  renferme  implicitement,  outre 
l'entier  qui  y est  contenu  , tous  les  quotiens  suivans  de  la  fraction 
continue  , puisque  c’est  par  le  développement  de  ce  quotient- 
complet  qu’on  trouve  successivement  tous  les  quotiens  suivans. 

Si  on  a une  expression  algébrique  qui  représente  la  valeur  de 
la  fraction  continue  prolongée  jusqu’au  terme  inclusivement , 
et  que  dans  celte  expression  on  substitue,  au  lieu  de  « ‘"',1e  quotient- 
complet  x<">,  il  est  clair  que  le  résultat  sera  la  valeur  exacte  de  x,- 
car  quand  même  la  fraction  continue  s’étendroit  à l’infini , on  auroit 
rigoureusement 

Il  ' O 

X = « + -T,  X = *+-;  I .v  = « + - 1 , &c. 

JT  “ +-7  ’ “ + — , * 

^ ^ I #// 
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De-Ià  il  suit  qu’au  moyen  de  chaque  quolient-complet , on  peut 
toujours  reproduire  la  valeur  entière  et  exacte  de  la  quantité  dé- 
veloppée, quelque  loin  qu’on  ait  poussé  le  développement.  Celle 
propriété  recevra  par  la  suite  un  grand  nombre  d’applications  utiles. 


(4)  Étant  proposée  une  fraction  continue 


x=a+-  i 

f +-  1 

pour  la  réduire  en  fraction  ordinaire , ou  pour  en  trouver  la  valeur , 
quel  que  soit  le  nombre  de  ses  termes  , il  faut  observer  la  loi  que 
suivent  les  résultats  obtenus , en  prenant  successivement  le  pre- 
mier terme  , les  deux  premiers , les  trois  premiers  , &C.  de  celle 
quantité  J or  on  a , par  les  réductions  ordinaires  : 


1 et  C -f-  1 

et  4-  — = '■  ■"  ' 

^ c c 


« 4-  - 1 = 

C+- 

y 


iCy  + y + a. 


C-}-  + * 


“ + I 


f + - . 1 
y + j 


A Cy  ^ •\^yS'“^AS'-\-AC-^  1 
C y S'  -f-  ^ 4"  ^ 


&C. 


De-là  il  suit  que  — . — étant  deux  résultats  oonMcutifs , et  m un 
n y 

nouveau  quotient , le  résultat  suivant  sera  ; c’est  la  loi 

ys*  + « 

générale  suivant  laquelle  on  peut  calculer  facilement  la  valeur  de 
la  fraction  continue  proposée,  quel  que  soit  le  nombre  de  scs  termes. 
Voici  le  t5’pe  de  l’opération  : 


Quotiens y 

Fractions  1 
convergentes | ' 


1 <t  ctC4“l  aCy  y \ 

Zi~y  ? > 


f > + 1 


. h,  ■■ 

P / 

4’  !?'  ’y"' 


&c. 

&c. 


Sur  une  ligne  on  écrit  les  quotiens  successifs  <t , f,  y,  J',&c.  ; 

au-dessous  des  deux  premiers  on  met  les  deux  fractions-,-  (la 

première  étant  mise  seulement  pour  mieux  faire  sentir  la  loi  ) , 
ensuite  on  multiplie  chaque  numérateur  par  le  quotient  écrit  au- 
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dessus  , on  ajoute  le  numérateur  précédent , et  la  somme  est  le 
numérateur  suivant  j on  fait  de  même  à l’égard  des  dénominateurs  , 
et  la  suite  des  fractions  qui  résultent  de  ce  calcul  représente  les 
diverses  valeurs  de  la  fraction  continue  proposée  , selon  qu’on  en 
prend  plus  ou  moins  de  termes.  Ces  valeurs  doivent  approcher  de 
plus  en  plus  de  la  valeur  totale  de  la  fraction  continue,  c’est  pour- 
quoi nous  les  appelons  fractions  convergentes  ; si  la  fraction  con- 
tinue ne  s’étend  pas  à l’infini , la  dernière  des  fractions  convergentes 
sera  la  valeur  exacte  de  la  fraction  continue  proposée. 


(5)  Pour  rendre  raison  de  la  loi  que  nous  venons  d’indiquer, 
supposons  qu’elle  ait  été  vérifiée  au  moins  jusqu’à  un  certain  quo- 
tient /U J soit -la  fraction  convergente  qui  répond  au  quotient /x, 
ou  qui  est  placée  iiiiiuèinutunienx  aù  - dessous  j soient  en  même 

tems—  la  fraction  convergente  qui  précède  -,  et^  celle  qui 

7’  9 9 ft 

, p'  P p' 

la  suit  en  cette  sorte —,  -, 

9"  9 9 

on  aura , suivant  la  loi  dont  il  s’agit  ; 

p'=pi>--Vp' 

^ Ç'  = qi^  + y' 

et  la  fraction  — sera  celle  qui  résulte  de  tous  les  quoliens  de  la 
fraction  continue  jusqu’à  ^ inclusivement.  Ajoutons  maintenant  un 

A 

nouveau  quotient  a*'  à la  suite  de  , et  soit  ^ la  valeur  de  la  fraction 
continue  calculée  jusqu’au  quotient  /x'  inclusivement , il  est  clair 

//  i 

que  la  valeur  analytique  de  ^ ne  sera  antre  chose  que  celle  de  ~ 

(ians  laquelle  , au  lieu  de  jx , on  mettroit  p + donc  on  aura 

H" 

P ^ y-  ^ _ pi^  + P 

Donc 
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Donc  la  fraction  convergente  ^ se  déduira  des  deux  précédentes 

, et  du  quotient  ft'  répondant  à la  dernière  , suivant  la  loi 

P"  = p'h+P 
ç"=ç'h+ç- 

Et  ainsi  cette  loi  de  continuation  aura  lieu  généralement  dans  toute 
l’étendue  de  la  fraction  continue. 


(6)  n est  à remarquer  que  les  fractions  convergentes  succes- 


sives-, -, 
0 1 


^ *- , ^ , &c.  sont  alternativement  plus 


f ’ Cy+i 

grandes  et  plus  petites  que  la  valeur  totale  x de  la  fraction  con- 
tinue ; c’est  une  suite  de  ce  que  les  quoliens  J',  &c.  sont 

supposés  tous  positifs.  En  effet , si  on  prend  un  seul  terme  <t , on  a 

évidemment  « < * ; si  on  en  prend  deux  , on  aura  « + i > x ; car 

pour  avoir  la  vraie  valeur  de  x , il  faudroit  augmenter  le  dénomi- 
nateur C d’une  certaine  quantité.  On  verra  de  même  , qu’en  prenant 

trois  termes  « -J-  i , le  résultat  est  plus  petit  que  x , et  ainsi  al- 
y 

ternativement. 

Donc  ia  valeur  de  x est  toujours  comprise  entre  deux  fractions 
convergentes  consécutives. 

Cela  posé , je  dis  que  ^ ^ fractions  convergentes 

consécutives  , on  aura  pq°  — p°jr  = ± i , savoir  + i si  la  fraction  - 

7 

est  du  nombre  des  fractions  plus  grandes  que  x , ou  si  elle  est 
de  rang  impair  ( ^ étant  censée  la  première  ) , et  — i si  elle  est  de 
rang  pair. 

En  effet , si  l'on  considère  trois  fractions  convergentes  consécu- 


P P 


on 


lives'^,  - , , et  que  /w  soit  le  quotient  qui  répond  à - 

? <7  y ^ q 

aura  , suivant  la  loi  démontrée,  p' ~y.p  -\-  p° , 7' = ,«7  + 7';  d’où 

résulte p'7 — pq'=  — (pq" — p"q)>  Mais  par  la  même  raison, si  la 

D 
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fraction-^  Cst  précédée  de  on  aura y?  y* — P’i—  — — P°*Ç')‘ 

H y 

Remontant  ainsi  jusqu’aux  deux  prediières  fractions  -,  -,  où  la 

différence  analogue  i X i— ^i»Xo=i  , on  en  conclura  que  la 
différence  p q' — p‘  q est  toujours  égale  à l’unité  avec  le  signe  + , 

si^  est  de  rang  impair  , et  le  signe  — dans  le  cas  contraire. 

(7)  Cherchons  présentement  qùelle  est  la  différebce  entre  une 
fraction  convergente  - et  la  valeur  entière  * de  la  fraction  conli- 

_o 

nue.  Pour  cela  , soit  toujours  ^ la  fraction  convergente  qui  pré-* 
cède  ■^  , et  ^ le  quotient- complet  qui  répond  à ceUe»ci , on  aura, 
suivant  ce  qui  a été  démontré  , x — — — , d’où  l’on  tire 

x—^=  ^ » 

y 9(<iy  + y ('yr  + yV 

P"" _(P9’’—p\)y  ^ .y 

y"  7'(ÿj  + 9’)  g(çj  + ç^)‘ 

D 

De-lâ  on  voit  1".  que  * — -et®  — ~ sont  toujours  de  signes 

contraires  , et  qu’ainsi  la  valeur  exacte  de  x est  toujours  comprise 
entre  deux  fractions  convergentes  consécutives. 

a”.  Que  la  différence  ® — - est  en  général  moindre  que , et 

, , , , ± ^ , 
par  conséquent  peut  elre  representee  par  — ^ étant  plus  pe- 

tite  que  runite. 

3".  Que  la  quantité  p — qx  est  plus  petite  (abstraction  faite  de 
son  signe  ) que  p°  — q°  x.  Car  on  a - = J ov 

nature  des  fractions  continues, est  toujours  plus  grand  que  l’unité. 

Donc  à plus  forte  raison  , * est  plus  iielil  que  ^ *>•  donc 

y * ‘ * ÿ 
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chaque  fraction  convergente  - est  plus  approchée  de  x que  toutes 

celles  qui  la  précèdent.  Propriété  qui  justifie  la  dénomination  de 
ces  fractions. 

(8)  Soit  maintenant  - une  fraction  quelconque  dont  le  dénomi- 
nateur f soit  moindre  que  q;  je  dis  que  la  quantité  » — tx,  abs- 
traction faite  de  son  signe , sera  plus  grande  ejue  p — qx  et  même 
que  — q°  X. 

Car  si  l’on  prend  M=p* — qx  , = on  aura  réci- 

proquement , 

(pq^—p^q)sr=  p^M—pN 
(pq'—p‘q)p=  q^M—qN'. 

Or  on  suppose  ? < y , et  on  a pq^  — p"  y = ± i j donc  les  nom- 
bres M ex.  N seront  nécessairement  «le  môme  signe.  Cela  posé  , 
on  aura  (pq’ — p°q)  (-r — Px)—  M(p^ — q° x) — ^ (p  — qx). 
Mais  MexN  sont  de  même  signe  , les  quantités  p"  — q‘  sc , p — qx 
sont  de  signes  contraires;  et  on  a d’ailleurs  pq^ — = 
donc  X — «X  est  non- seulement  plus  grande  que  chacune  des 
quantités  p“ — q°  ^ y P — qx  ; mais  elle  est  au  moins  égale  à leur 
somme. 

Puisque  p étant  supposé  <j',  on  a généralement  x — jx>  p — qx, 

, ^ P 

il  s’ensuit , à plus  forte  raison  , qu  on  a - — * ^ ^ 

fraction  convergente  - est  toujours  plus  approchée  de  x que  ne 

rJT 

l’est  toute  autre  fraction  - dont  le  dénominateur  est  moindre  que  q. 

Cette  propriété  des  fractions  continues  s’applique  avec  avan- 
tage , toutes  les  fois  qu’il  est  question  d’exprimer  par  des  rapports 
les  plus  simples  et  les  plus  approchés  qu’il  est  possible  , des  rap- 
ports entre  de  très-grands  nombres  , ou  des  nombres  irrationnels. 

(g)  Étant  donnée  une  fraction  - dont  la  différence  avec  une  quan- 

j'  ^ 

tlté  quelconque  x est  =1=  , f étant  plus  petit  que  l’unité  , on 

• D 3 
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demande  quelle  est  la  condiliou  pour  que  la  fraction  - soit  l’une 

des  fractions  convergentes  données  par  le  développement  de  x 
en  fraction  continue. 

Pour  cela , supposons  que  le  développement  de  la  fraction  - 
produise  les  quotiens  successifs  « , f , , au  moyen  desquels 

on  calculera  les  fractions  convergentes  vers  - , comme  il  smt  : 

Quotiens a , C , y ju 

_ I « a f + 1 P'  P 

Fract.  converg - , - , — - — —, 


Si  la  fraction  - est  une  fraction  convergente  vers  x , il  faudra 

que  les  quotiens  a,  C,>. ... . égatcment  du  développe- 

ment de  X , et  que  le  quotient  ju  soit  suivi  de  plusieurs  autres 
fi  y fl',  &c.  Appelons  le  quotient-complet  qui , dans  le  déve- 
loppement de  X , répond  à la  fraction  convergente  - , on  aura 

PJ'+P"  V ' ' U 

X—  --  , d ou  resuite 

yj'+y 

J.  P _ P°9—PÇ‘_  d=  I 
y 9(9J'+f)  9(9y  + 9'')' 


Cette  quantité  doit  être  égalée  à — — , ainsi  il  faut  d’abord  que 

le  signe  de  pq‘ — pq°  soit  le  même  que  celui  de  l.  Or  c’est  ce 
qu’il  est  toujours  possible  d’obtenir. 

En  effet , la  suite  des  quotiens  a , f . . . . /x  étant  tirée  de  la  frac- 
tion donnée  - , par  la  même  opération  qui  serviroit  à trouver  le 

commun  diviseur  de  p et  y , le  dernier  de  ces  quotiens  /x  est  toujours 
plus  grand  que  l’unité.  Car  s’il  étoit  égal  à l’unité , la  fraction 

continue  « -1-t  . o » au  lieu  d’être  terminée  par  les  deux  termes 
C -f  &c. 

^ _t_  , le  seroit  par  le  seul  terme  Réciproquement  donc 
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on  pourra  , si  on  le  juge  à propos  , étendre  le  dernier  quotient  f*  en 
deux  autres  /k — i , 1 j de  sorte  que  le  calcul  des  Iractions  conver- 
gentes vers  - pourra  être  terminé  à volonté  de  l’une  ou  de  l’autre 

y 

de  ces  deux  manières  : 


• • ^ > f*  ““  ï J ^ 


m P 
n ’ ^ 


m P — m P 

— J — , 

n (J  — n 


Soit  ^ la  fraction  convergente  qui  dans  Time  ou  l’autre  hypothèse 

précède  ^ , on  pourra  donc  prendre  on p°=m , q‘-=n , ou p’=p — f», 

ç’  —<f  — n } mais  le  signe  de p — /j°y  est  le  contraire  dans  un  cas 
de  ce  qu’il  est  dans  l’autre  ; donc  en  effet  on  peut  toujours  faire 
en  sorte  que  la  quantité  pq° — p‘‘q  ait  le  signe  qu’on  voudra. 

1 O 

On  aura  donc  sans  ambiguité  — ; ou  <T=  — ^ — . 

9 9J  + 9^ 

Or  il  faut  que  j soit  positif  et  plus  grand  que  l’unité  , pour  que^ 
soit  le  quotient- complet  qui  répond  à la  fraction  convergente  ^ , 

donc  on  aura  *f  < — ~ — ; et  réciproquement  si  on  a / < — - — - , 

la  valeur  de  ^ sera  positive  et  plus  grande  que  l’nnlté  , donc  - 

sera  l’une  des  fractions  convergentes  vers  x.  C’est  la  condition 
qu’il  s’agissoit  de  trouver. 

Cette  condition  seroit  remplie  entr’antres  cas , si  on  avolt  ^'<7, 
parce  que  ÿ*  est  toujours  <y. 


(10)  Nous  placerons  ici  une  application  de  la  propriété  précé- 
dente , laquelle  sera  utile  dans  la  résolution  des  équations  indé- 
terminées du  second  degré. 

Soit  p‘ — yi q'  = -:^D  une  équation  indéterminée  dans  laquelle 
D est  <1  , je  dis  que  si  cette  équation  est  résoluble  , la  frac- 

• P ’ 

bon  - sera  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  \/  A. 
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I 


=fc  D 


Ea  effet,  de  celte  équation  on  lire  n — qy/^=. -, 

p-^rqV 

. -P  , J . =b  D 

et  ainii-—  y que  représente  par  = — r—rrt 

y ^ ^9*  q(p^qV^) 


donc  iT  = 


Dq  • P*  1 O • . . 

+ ~q  Ÿ~Â  ’ ^ Iraclton  convergente  qui  pré- 


cédé - et  qui  est  déterminée  de  manière  que  le  signe  de  <^  soit  le 

y 

même  que  celui  de  D , il  restera  à prouver  qu’on  a 

J+7^<7T7’  D(q  + q^Xp  + q^^.  Dans  le 

i' 

second  membre , je  mets  , au  lieu  de  /> , sa  valeur  qy/ - , 
et  l’inégalité  à prouver  pourra  s’écrire  ainsi  : 

Cq  + ç’)  -^(q—q")  v^^±^>o. 

Or  celte  inégalité  est  manifeste  , puisqu’on  a y' ^ > D , q>  q' , 
et  que  la  partie  seule  (q — q")  y'  A , qui  est  au  moins  égale  à \/  A % 

surpasse  ^ qui  est  plus  petit  que  Tunité.  Donc  ^ sera  toujours 

comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  V sorte  qu’il 
ne  s’agit  que  de  développer  ^ A ^-a  fraction  continue  , et  de 
calculer  les  fractions  convergentes  qui  en  résultent , pour  avoir 
toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  de  l’équation x* — Ajr‘=:^D, 
D étant  < ^ A. 


(il)  Considérons  une  fraction  continue  plus  petite  que  l’unité  , 

et  d’un  nombre  fini  de  termes  — i = - ; le  calcul  des 

“+f-|-&c.  ^ 

fractions  convergentes  étant  fait  à l’ordinaire  , comme  il  suit  : 

Quoliens 

Fract,  converg.. 


y 

e 


* , A , 

..«O 


I ’ « ’ «<:+  r 


_ Z.  ^ 

q\'  q 


on  aura , suivant  la  loi  de  formation  : 
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q 

partant  ^ 

y 

= - 

#*+ V- 

y 

y** 

î* 

1 

=- 

A + ^ 

y 

... 

1 

q**  = 

r 

—m  ^000-» 

*"7  + .ï— 

&c. 

Sic. 

y 

Donc  en  général, 

y 


*+- 

O 

C’est-à-dire  que  le  développement  de  ~ donne  les  quotiens 

A,  f,«  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  termes  de  la 

fraction  continue  proposée  , pris  dans  l’ordre  inverse. 

Donc  s’il  arrive  que  cesquotieasfonnent  une  suite  symmélrique , 
c’est-à-dire  une  suite  f,»,  telle  que  les  extrêmes 

soient  égaux , ainsi  que  deux  termes  quelconques  également  éloi- 

gnés  des  extremes , il  est  clair  qu  on  aura  — = - , ou  y'  = p. 

Réciproquement  si  on  a y°  =7» , on  peut  en  conclure  que  la  suite 
des  quotiens  est  symraétrique. 

On  verra  des  exemples  de  ces  suites  dans  le  développement  des 
racines  quarrées  des  nombres  en  fraction  continue. 
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5.  II.  Rèsot.ution  des  Équations  indéterminées 
du  premier  degré. 


(12)  Etant  donnés  deux  nombres  o et  ô premiers  entr’eux, 
on  pourra  toujours  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation 

ax  — by=^  1. 

Pour  cela , il  faut  réduire  ^ en  fraction  continue , et  calculer  la  suite 


des  fractions  convergentes  vers  Soit  — celle  qui  précède  - , 


aura  l’équation  aA°  — a°ô  = ±i.  Si  le  signe  + a lieu,  on  aura 
immédiatement  a-=  é°,_j'  = o° , ou  plus  généralement , en  prenant 
une  indéterminée  z , 

a:  = + é a 

= o"  + O Z. 

Si  l’on  a ai" — a°b  — — 1 , alors  on  peut  fmre  x — — 
ou  plus  généralement 

* = — b'  b Z 

y — — a”  + az 

X étant  une  indéterminée  qu’on  peut  prendre  à volonté  positive 
ou  négative. 


(i3)  En  général,  si  on  a à résoudre  l’équation  ax  — by  = c^ 
a et  6 'étant  toujours  premiers  entr’eux  , on  cherchera  de  meme  , 
par  les  fractions  continues  , les  nombres  a"  et  b‘  qui  donnent 
ab°  — a’  é = =fc  1 , et  de- là  on  conclura 

X—  b Z b’  c 

y = a Z a°  c. 

"Au  moyen  de  l’indéterminée  z , il  est  facile  de  trouver  une  solu- 
tion telle  que  * ne  surpasse  pas  ± jé,  et  une  autre  telle  que 
y ne  surpasse  pas  ±7  a.  En  effet,  si  b"  c surpasse  { b , on  peut 

b°  c , 

prendre  pour  z l’entier  le  plus  proche  de  - ^ ■ et  alors  b°c  — oz 

sera  plus  petit  que  fé.  ' 
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On  suppose  que  a et  & n’ont  point  de  commun  diviseur  ; car 
s’ils  en  avoient  un , l’équation  ax  — é_y  = cne  ponrroit  avoir  lieu, 
à moins  que  c lui-même  ne  fût  divisible  par  ce  commun  diviseur , 
et  dans  ce  cas  , il  faudroit  le  faire  disparoître  par  la  division. 

Remarque.  Sans  connoîlre  les  nombres  t et  u qui  peuvent  être 
indéterminés  > il  suffit  de  savoir  que  l’un  de  ces  nombres  u est 
premier  à un  nombre  donné  ^ , et  on  pourra  toujours  supposer 
qu’il  existe  deux  nombres  n et  x , tels  que  t = nu — y/z  ; on  pourra 
supposer  en  même  temps  que  n n’excède  pas  7 Cette  propriété 
recevra  par  la  suite  un  grand  nombre  d’applications. 


(i 4) L’équation  ax — hy  — c que  nous  venons  de  résoudre  salis- 

Ci  c 

fait  â la  question  de  trouver  une  valeur  de  * telle  que  — - — 


soit  un  entier  , condition  que  nous  exprimerons  ainsi  ^ = e. 

b 

Or  on  peut  avoir  simultanément  plusieurs  conditions  de  celte  sorte 
â remplir  } supposons  qu’on  demande  une  valeur  de  x telle  que  les 
trois  quantités  ' '• 

ax — c cl X — c'  a"  X — c 

~T~'  b'  ’ V — 


soient  des  entiers.  La  première  condition  donnera  une  valeur  de  x 
de  la  forme  x = m-\rbzi  cette  valeur  étant  substituée  dans  la 
seconde  quantité  , il  faudra  déterminer  z de  manière  que 
a'bz.\-a'm — c'  ..  .. 

— = e.  Ici  peut  se  mamiester  un  signe  d impossibi- 


lité : car  si  b et  b'  ont  un  commun  diviseur  9 , il  est  clair  que  l’équa- 
tion précédente  ne  peut  avoir  lieu  , à moins  que  le  nombre  déter- 
miné a'  m — c ne  soit  divisible  aussi  par  9. 

En  général , la  valeur  de  z qui  satisfait  à la  condition  précé- 
dente ( si  elle  n’est  pas  impossible  ) sera  de  la  forme  z = n + b'  z', 
h* 

OM  z XX  n-^  — z' . si  b'  et  b ont  un  commun  diviseur  9.  On  aura 

donc  X — m b n + b b'  z' , ou  en  général  x — m'-\-B'z\  B'  étant 
le  moindre  nombre  divisible  à-la- fois  par  b et  b'.  Celte  valeur  étant 
substituée  dans  la  troisième  quantité  qui  doit  être  un  entier , on  en 

E 
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déduira  la  valeur  finale  de  x,  qui  sera  de  la  forme  a = Bt, 
B étant  le  moindre  nombre  divisible  à-la-fois  par  b , b\  b'\  et  z étant 
une  indéterminée.  Ainsi  on  pourra  toujours  trouver  une  valeur  de  * 
moindre  ou  non  plus  grande  que  iB  : et  de  cette  première  valeur 
on  déduira  toutes  les  autres  , en  lui  ajoutant  ou  en  en  retranchant 
un  multiple  quelconque  de  B. 

Lorsque  les  nombres  sur  lesquels  on  opère  ne  sont  pas  bien 
grands  , il  est  aisé  de  satisfaire  aux  diverses  conditions  , sans  avoir 
recours  aux  fractions  continues.  Cherchons  , par  exemple  , un 
nombre  x tel  que  les  trois  quantités 

3x — lo  1 1 -t- 8 i6x — 1 

\~~7~  ’ ^ 

soient  des  entiers.  La  dernière  quantité  contient  une  partie  entière 


3x , et  un  reste  i 


>■  soit  • I 


on  aura  x = 5z+i.  Cette 


valeur , qui  satisfait  à la  troisième  condition  , étant  substituée  dans 


la  première,  on  aura 


i5x — 7 


:e,  ou  en  supprimant  l’entier , -=  e; 

7 


doncz  = 7M,  et  ar  = 35«-l-  i.  Il  re*te  à substituer  cette  valeur 

Il  J • - . + '9  c • 

dans  la  seconde  quantité  , et  on  aura  = e.  onppri- 

mant  l’entier  contenu  dans  le  premier  membre , cette  condition 

= e.  Multipliant  le  premier 


, . iiy  + 2 -6^-1-  3 

devient  — = — — " 


>7 


= e , ou 


»7 


membre  par  3 , et  supprimant  l’entier  , on  aura 


— ^ + 6 

>7 


= e ; 


donc  — 17/,  et  *=211  + 17  t } d’où  l’on  voit  que  le 

moindre  nombre  qui  satisfait  à la  question  est  ai  1. 
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III.  Méthode  pour  résoudre  en  nombres  rationnels 
les  Équations  indéterminées  du  second  degré. 


(i5)  ooiT  proposée  l’équation  générale 

ax'  b X y + cy'  + rf*  + + /=  o , 

dans  laquelle  x et  y sont  des  indéterminées  , et  a,  b , c,  d,  e , / 
des  nombres  entiers  donnés  positifs  ou  négatifs  j on  lire  d’abord 
de  cette  équation 

■2ax  + by  + d=^[(by  + d)‘ — 4 a(  cy'  + ey  +f)'\. 
Ensuite  si  l’on  fait , pour  abréger  , le  radical  = t , b’ — 4 ac=-^  ^ 
bd — iae=g,  d‘ — iaf—h,  on  aura  les  deux  équations 

1 çi  s:  y b y d — t 

^ y'  + 2 s y ■¥  h = t'. 

Multiplions  la  dernière  par^  , et  faisons  de  nourean  ^y+g  = Uf 
g' — ud  h = B -y  nous  aurons  la  transformée 

u‘—^f  = B. 


Réciproquement  si  on  peut  trouver  des  valeurs  de  w et  f qni  satis- 
fassent à l’équation  «* — = B , oTl  en-tirara  les  valeurs  des 
indéterminées  » et  ^ de  l’équation  proposée , savoir  ; 

U — t — by  — d 

y = , X = 

ud  20 

OÙ  l’on  doit  observer  que  u et  t peuvent  être  pris  l’un  et  l’antre 
avec  le  signe  qu’on  voudra. 

Si  on  cherche  la  solution  de  l’équation  proposée  en  nombres 
rationnels , il  suffira  de  résoudre  par  de  tels  nombres  la  trans- 
formée w* — jdt'  — B ; mais  si  on  veut  résoudre  la  proposée  en 
nombres  entiers , il  faudra  non-seulement  que  t et  u soient  des 
entiers  , mais  que  les  valeurs  de  ^ et  u substituées  dans  celles  de  x 
et  y donnent  pour  celles-ci  des  nombres  entiers.  Dans  ce  qui  suit 
nous  ne  nous  occuperons  que  delà  résolution  en  nombres  rationnels. 


( 1 G ) Tonte  équation  indéterminée  du  second  degré  peut  se 
réduire , comme  nous  venons  de  le  voir , à la  forme  u' — At'=B{ 

E 2 
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or  quels  que  soient  les  nombres  rationnels  / et  m,  on  peut  supposer 
qu’ils  sont  réduits  à un  même  dénominateur.  Ainsi , en  faisant 

u~-  ,t  = - , on  aura  à résoudre  l’équation 
x' — ^ y'  — Bz' 

dans  laquelle  maintenant  x z sont  des  nombres  entiers. 

On  peut  supposer  que  ces  trois  nombres  n’ont  pas  entr’eux  un 
naème  commun  diviseur  ; car  s’ils  en  avoient  un  , on  le  feroit  dis- 
paroître  par  la  division.  De  même  on  peut  supposer  que  les  nombres 
^ et  B n’ont  aucun  diviseur  quarré  ; car  si  on  avoit , par  exemple  , 
^ = ^’k’ , B = B'  t' , on  feroit  ky  =^' , lz  = z\  et  l’équation 
B résoudre  deviendrait 

x'—^y'  — B'z'^ 

dans  laquelle  et  B'  n’ont  plus  de  facteur  quarré.  • 

L’équation  x'—u£x\=B^i^SlMOt.  ainsi  préparée,  on  observera 
que  deux  quelconques  des  indéterminées  x .j' , z ne  peuvent  avoir 
de  commun  diviseur;  car  si  fl*  divisoit  x'  ct^* , par  exemple , il 
faudroit  qu’il  divisât  B z' , or  il  ne  peut  diviser  z* , puisque  les  trois 
nombres  x,y,z  n’ont  point  de  commun  diviseur  ; il  ne  peut  diviser 
non  plus  B , puisque  B n’a  aucun  facteur  quarré.  Donc  x et  y 
sont  premiers  entr’eux  ; par  la  même  raison  x et  z le  sont , ainsi 
que  ^ et  Z. 

Je  dis  de  plus , que  'A  et  B peuvent  être  supposés  positifs  ; 
car  on  ne  peut  faire  à l’égard  des  signes  des  termes  de  notre  équa- 
tion , que  les  trois  suppositions  suivantes  : 

X*—  uiy'  = + J3  Z* 
x'—Ay'=z  — Bz' 

X*  + A y*  Ar  B Z 

(J’omets  la  combinaison  x*-r^:/y  = parce  qu’on  volt  bien 

qu’elle  est  impossible.  ) 

De  ces  trois  combinaisons,  la  seconde  coincide  avec  la  troisième 
par  une  simple  transposition  ; or  si  on  multiplie  celle-ci  par  B , 
et  qu’on  fasse  Bzz=-z^^B'=^  ,on  aura 
z'—A'y'  — Bx\ 

Donc  l’équation  à résoudre  peut  toujours  être  ramenée  à la  forme 

X* — By'=Az' , 
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dans  laquelle  A B sont  des  nombres  positifs  et  dégagés  de  tout 
facteur  quarré. 


(17)  La  méthode  que  nous  allons  suivre  pour  la  résolution  do 
cette  équation  , est  celle  qu’a  donnée  Lagrange  dans  les  Mémoires 
de  Berlin  , année  1767  : elle  consiste  à opérer  par  des  transforma- 
tions la  diminution  successive  des  coefllciens  A ei  B , jusqu’à  ce 
que  l’nn  de  ces  coeiliciens  soit  égal  à l’unité , auquel  cas  la  solution 
se  déduit  immédiatement  des  formules  connues. 


En  effet , l’équation  ainsi  réduite  est  de  la  forme  x'—‘y'^Az' 
ou  x’ — B y'  = i*  ; mais  ces  deux  formes  n’en  font  qu’une  , et  ainsi 
il  sufEra  d’indiquer  la  solution  de  la  première  x' — y*  -^A  z'.  Pour 
cela  , décomposons  A en  deux  facteurs  «,  f ( lesquels  seront  tou- 
jours premiers  entr’eux  , puisque  A n’a  pas  de  diviseur  quarré  ) , 
et  imaginons  que  z soit  décomposé  aussi  en  deux  facteurs  />, 
de  sorte  que  l’on  ait  ^ f , z =-  p q , on  aura  l’équatioa 

à laquelle  on  satisfera  généralement, 
en  prenant  x-\-y  — a.p',x — y:=.Cq*^  ce  qui  donnera 


ap'yCq*  <tp'  — C<7* 

^ r ~T~'~ 


de  sorte  que  les  trois  indéterminées  x j , z seront  exprimées  an 
moyen  de  deux  autres  arbitraires  p e\.  q et  s’il  arrivoit  que  les 
valeurs  de  x et  de  y continssent  la  fraction  7 , on  roultiplieroit  à- 
la-fois  x,y^  * par  a. 

Telle  est  la  solution  générale  de  l’équation  x* — y'—Az'y 
laquelle  comprendra  autant  de  formules  particulières,  qu’il  y a de 
manières  de  décomposer  A en  deux  facteurs. 

Par  exemple , si  ..<^  = 30 , il  y a quatre  manières  de  décomposer 
5o  en  deux  facteurs  , savoir:  i.3o,  3.  i5  , 3. 10,  5.6,  et  de-li 
résulteront  ces  quatre  solutions  de  l’équation  a* — y'  = 3o  s* , 


1®.  x=  P*  +3oÿ*,  />* — 3oÿ*,  z = ipq 

3”.  X = 2/»*  + i5  9* , 3/)’ — i5y‘,  z-=ipq 

3®.  X =’6p' y \o q' , y = '6p' — ioy“,  z'^^ipq 
4®.  x = ^*+  6y*,  y = 5p' — 6y*  , z-=zipq. 


(18)  Venons  à l’équation  générale  x’ — By'  — Az'^  et  observons 
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d’abord  que  celle  équation  étant  la  même  que  x' — ^ z‘  , on 

j)cut , sans  diminuer  la  généralité  , supposer  que  lè  coefficient  du 
second  membre  est  le  plus  grand  des  deux.  En  cas  d’égalité  , la 
réduction  que  nous  allons  indiquer  auroit  toujours  son  effet. 

Soit  donc  proposée  l’équation  x’ — R y'  —ji  z'  dans  laquelle  on 
suppo.se  â-la-fois  B , ^ ei.  B positifs  et  dégagés  de  tout 

facteur  quarré. 

Nous  avons  déjà  prouvé  que  x et  y sont  premiers  entr’eux  j de- 
là il  suit  que  y et  ^ sont  également  premiers  entr’eux  , car  si  y*  et 
avoient  uft  commun  diviseur  9 , il  faudroit  que  fut  aussi  divi- 
sible par  fl  , et  ainsi  x’  et  y'  ne  seroient  pas  premiers  entr’eux. 

Mais  puisque  jy  et  ^ sont  premiers  entr’eux,  si  on  suppose 
que  l’équation  proposée  soit  résoluble , et  qu’ainsi  on  puisse  trouver 
des  valeurs  déterminées  de  x et  y , telles  que  x=-M,y  = N^ 
on  pourra  aussi  (n”.  i8)  ««niefaire  A l'équation  du  premier  degré 
M—nN—y'^, 

dans  laquelle  il/,  N,  yi  seroient  des  nombres  donnés,  premiers 
entr’eux  , et  n , y deux  indéterminées. 

Donc  en  général  , sans  connoître  ces  solutions  particulières 
x — M,y=N^  on  peut  supposer  x=-ny  — ■^y  ■>  « et  étant 
deux  indéterminées  , et  en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation 
proposée  , on  aura , après  avoir  divisé  par  ^ , 

) y'—  ^ nyy  + = **• 


Mais  puisque  jy  et  yi  sont  premiers  entr’eux  , cette  équation  no 


peut  subsister  , à moins  que 


ne  soit  égal  à un  entier.  Soit 


cet  entier  = é‘,  k'  étant  le  plus  grand  quarré  qui  peut  en  être 

diviseur  , on  aura  n' — B =■  yi  yi'  k' , et  l’équation  à résoudre 
deviendra 


yi' k' y'— -iny y y4 y’' r=z'. 

Nous  donnerons  ci-après  les  moyens  les  plus  simples  pour  déter- 


miner un  nombre  n , de  manière  que 


n'—B 

y4 


soit  un  entier.  11  suffit, 


pour  le  présent , d’observer  que  s’il  y a une  valeur  quelconque  de 
n qui  rende  «* — B divisible  par^,  cette  valeur  peut  être  aug- 
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mentée  ou  diminuée  d’un  multiple  quelconque  de  ^ , sans  que 
n*  — B cesse  d’ètre  divisible  par^  ,•  et  ainsi  on  peut  supposer  que 
la  valeur  dont  il  s’agit  est  comprise  entre  les  limites  o et  ^ , on 
même  entre  les  limites  plus  étroites — 7^  et  +7^. 

De -là  il  suit , qu’en  essayant  successivement  pour  n tous  les 
nombres  entiers  depuis  — 7^  jusqu’à  -p  7-^,  on  en  rencontrera 
nécessairement  un  ou  plusieurs , qui  rendront  n’ — B divisible  par 
^ , si  toutefois  l’équation  est  résoluble  ; et  dans  le  cas  où  aucun 
de  ces  nombres  ne  rendroil  n' — B divisible  par  ^4 , on  en  conclura 
avec  certitude  que  l’équation  proposée  n’est  pas  résoluble. 

(19)  Supposons  donc  qu’on  a trouvé  une  ou  plusieurs  valeurs 
de  n qui  aient  la  condition  requise  , il  faudra,  d’après  chacune  de 
ces  valeurs  , continuer  le  calcul  de  la  manière  suivante. 

Reprenons  l’équation  k' y' — 2 n , si  on  la 

multiplie  par  k' , et  qu’on  fasse  pour  abréger , 
k' y — ny'  —x,  kz—z\ 

la  transformée  sera 

x'x'-By'y'=^'z'z'. 

Cette  transformée  seroit  résolue,  si  on  connoissoit  la  solution  de 
l’équation  proposée,  puisque  les  TaUuts  de  x' , y\  z'  se  con- 
cluent facilement  de  celles  de  x , y , z ; réciproquement  la  pro- 
posée sera  résolue , si  on  trouve  la  solution  de  sa  transformée. 
Car  des  valeurs  connues  de  x'  ^y'  ^ z on  peut  également  conclure 
celles  de  x ^ y , z ; et  il  importe  peu  que  celles-ci  soient  sous  une 
forme  entière  ou  fractionnaire,  puisqu’une  s’agit  que  de  la  résolution 
en  nombres  rationnels  , et  qu’après  avoir  trouvé  des  valeurs  quel- 
conques fractionnaires  de  x ,y  , a , on  peut  les  réduire  au  même 
dénominateur  , et  supprimer  le  dénominateur  commun. 

Puisqu’on  peut  supposer  le  nombre  n<.j^ , il  est  clair  que 

ÿ 

ï et  en  meme  temps  positif  -,  car  n 

ne  peut  être  •<  t/  , puisqu’autrement  n' — B seroit  <.B  , et  ne 
pourroit  être  dinsible  par  Donc  l’équation  proposée  sera  rame- 
née à une  équation  toute  semblable , dans  laquelle  le  coeülcient 
qui  tient  lieu  de  ^ est  moindre  que  7 


4o 
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(20)  Si  on  a encore  B , on  pourra  semblablement  de  l’équa- 
üon  x'‘ — By''  = ^'  z"  déduire  une  seconde  transformée 
' x"'—By"'  = A"z'’\ 

dans  laquelle  sera  et  toujours  positif.  Il  n’y  aura  point 

de  nouvelle  condition  à remplir  pour  obtenir  cette  seconde  trans- 
formée , car  ayant  déjà  trouvé 


n'—B 


si  on  fait  n = {i.  n' , et  qu’on  prenne  l’indéterminée  /j.  de 

7j'*_  2^ 

mamère  que  n'  soit  < il  est  facile  de  voir  que  — — sera 


un  entier  positif  moindre  que  ; on  fera  en  conséquence 
rl'—B  — ^'A"k'\ 

A"  étant  plus  petit  que  renfermant  ancun  facteur 

quarré. 

S’il  arrive  que  A"  soit  encore  plus  grand  que  B , on  continuera 
ce  système  de  transformées , où  .S  est  constant , jnsqu’à  ce  qu’on 
en  trouve  une 

a:*— .B>*=  C«* 

dans  laquelle  C sera  positif  et  < B. 


(21)  Mais  après  avoir  fait  passer  dans  le  second  membre  le  terme 
qui  a le  plus  grand  coefficient , ce  qui  donne 
x'—Cz‘=By‘, 

on  peut  procéder  semblablement  à la  réduction  du  coefficient  B 
par  un  second  système  de  transformées 
x''  — Cz''  = B'y'‘ 
a'''—Cz“z=By"‘ 

&c, 

dans  lesquelles  les  coefficiens  B',  B",  &c.  seront  positifs , et  dimi- 
nueront suivant  une  raison  au  moins  quadruple , et  ainsi  on  par- 
viendra bientôt  à une  transformée 

X* — Cz'  = Dy'  f 

dans  laquelle  le  coefficient  D sera  moindre  que  C, 

Or  la  suite  des  nombres  positifs  et  clécroissans  A ^ B , C,  D , &c. 
ne  sauroit  aller  à l’infini  j elle  se  terminera  nécessairement  par 

l’unité  f 
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Punlté  , et  lorsqu’on  sera  arrivé  à ce  terme  , la  résolution  de  la 
dernière  transformée  , qui  est  donnée  immédiatement,  fera  con- 
noitre  celle  de  toutes  les  précédentes , et  par  conséquent  celle  de 
l’équation  proposée. 

Cette  méthode  n’est  pas  donnée  ici  comme  la  plus  simple  ni  la 
plus  courte , pour  arriver  à la  résolution  effective  de  l’équation 
proposée  : mais  la  marche  qu’elle  prescrit  pour  opérer  la  diminu- 
tion successive  des  coefficiens,  est  très-lumineuse,  et  nous  en  dédui- 
rons bientôt  un  théorème  général  sur  la  possibilité  des  équations 
indéterminées  dn  second  degré. 


(sa)  Il  est  bon  de  prévenir  une  diOIculté  qui  auroit  lieu , si  deux 
coefEciens  étoient  égaux. 

fl*  — B 

Soit  donc  u4.^B  } dans  ce  cas , pour  faire  en  sorte  que - — 


soit  un  entier , il  semble  qu’on  doit  faire  n = o , et  alors  on  auroit 
k'  =■  — 1 , ou  = — 1 , ce  qui  ne  s’accorde  pas  avec  la  sup- 
position qu’on  fait  toujours  que  A'  est  positif.  Mais  cette  düHculté 
est  facile  à résoudre  , car  si  au  lieu  de  prendre  n = o,  on  prend 

n-=  A ^ on  aura  ” -i*  Çe  qui  seroit  la  valeur  de 


A' k'.  On  voit  donc  que  l’équation  x* — A y'=  A z'  aura  pour 
transformée  *'* — A y*  ■=■  A'  z’^'  dans  laquelle  A'  sera  A tX. 
positif.  On  feroit  de  même , si  dans  le  cours  de  l’opération , on 
irouvoit  C—  .ff  , ou  Z?  = C,  &c. 

Cette  remarque  fait  voir  , que  dans  le  cas  A =■  B tx.  antres 
semblables  , la  méthode  n’en  est  pas  moins  applicable  , et  qu’ainsi 
elle  a toute  la  généralité  nécessmre.  Au  reste  , le  cas  dont  il  s’agit 
est  susceptible  d’être  traité  d’une  manière  plus  simple  et  plus  directe; 
car  si  on  a l’équation  x' — Ay'-=z  A z'  ^ on  voit  d’abord  que  x doit 
être  divisible  par  ^ , et  ainsi  on  peut  faire  x = ce  qui  donnera 


z'  — A M*. 

Dans  celte  équation,  z ex.  A sont  premiers  entr’eux  (.sans  quoi 
J'  et  s ne  le  seroient  pas)  ; ainsi  on  peut  iupposer  y z=inz  + A y\ 
ce  qui  donnera 

- a*  -1-  a n Z / +A  Y y = «*• 


F 
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Celle-ci  ne  peut  subsister , à moins  que 


n’+  t 
yi 


ne  soit  un  entier , 


j’appelle  cet  entier  k' , A*  étant  le  plus  grand  quarré  qui  en  est 
diviseur,  et  j’aurai 

+ anzy -b  ^yy=«*. 

Multipliant  de  part  et  d’autre  par  k',  et  faisant  k'^'z-\-ny'=z'y 
ku  =«' , on  aura 

et  ainsi  l’équation  proposée  z'  + y'  — u'  sera  ramenée  à 
une  équation  de  même  forme  dans  laquelle  ui'  est  positif  et 


< 7 Continuant  ainsi  de  transformée  en  transformée , les 

nombres  positifs  et  décroissans  y &c.  auront  nécessai- 

rement pour  terme  l’unité,  et  alors  la  dernière  équation  étant  réso- 
luble immédiatement , on  en  déduira  la  solution  de  toutes  les 
précédentes.  U n’y  aura  dans  ce  cas  d’autre  condition  pour  la 

possibilité  de  l’équation , que  la  première  ” -^^  = e,car  les  autres 
sont  une  suite  de  celle-là. 

Dans  la  solution  générale  , au  contraire  , outre  la  première 

71*  R 

condition — — =«,  il  faut  qu’à  mesure  qu’on  passe  d’un  système 

-/2 

de  transformées  à un  autre  système , on  puisse  satisfaire  aux  diverses 

n'*  — C /i'*— Z?  ... 

conditions  — = — =e  , — — — = e,  et  ainsi  des  autres.  C est  ce 

n c 

qu’on  examinera  plus  particulièrement  dans  le  suivant. 
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5.  IV.  Théorème  pour  juger  de  la  possibilité  ou  de 
r impossibilité  de  toute  équation  indéterminée  du  second 
degré. 


(î3)  On  a fait  voir  dans  le  paragraphe  précédent , que  toute 
équation  indéterminée  du  second  degré  peut  se  réduire  à la  forme 


dans  laquelle  yi  eX.  B sont  des  nombres  entiers  positifs , dégagés 
de  tout  facteur  quarré  , et  où  l’on  a en  même  tems  B. 

Cela  posé  , pour  procéder  à la  résolution  , il  faut  d’abord  déter> 


miner  un  nombre  « non  plus  grand  que  \ ^ ^ tel  que 


A 


soit 


un  entier.  Ce  nombre  étant  trouvé  , on  forme  la  suite  d’équations  ; 


«•— iS=^  A'  k‘ 
«'•— S = A"  k” 
a"'  — B = A"  A"'  k'^ 
&c. 


a =1^  A'  ± «t  <;  Ÿ A' 
&cT“ 


Dans  la  première  A'k^  est  le  quotient  de  «* — B divisé  par  A 
i'  est  le  plus  grand  quarré  qui  divise  A'  h' , en  sorte  que  A'  ne 
renferme  plus  que  des  facteurs  simples,  ainsi  que  A et  B,  et 
c’est  ce  qu’on  observera  dans  les  autres  valeurs  semblables.  A'  étant 
déterminé,  on  a «'par  l’équation  <î~ttA'-:±.  «,  ayantsoin  de  prendre 
l’indéterminée  f* , de  manière  que  «'  soit  <,\A',  (le  signe  <; 
n’excluant  pas  l’égalité).  «'  étant  connu  , «'* — B est  nécessaire- 
ment divisible  par  A';  on  désigne  le  quotient  par  A"k'‘^  et  on 
continue  de  même  à former  les  autres  équations. 

Au  moyen  de  ces  opérations,  la  suite  A ^ A',  A",  &c.  dont 
chaque  terme  est  positif  et  moindre  que  le  quart  duTirécédent , 
décroîtra  d’une  manière  rapide , jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un 
terme  ou  C moindre  que  B-y  et  l’équation  proposée  aura  pour 

F 2 
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transformées  successives  les  équations  suivantes  ( où  pour  plus  de 
simplicité  je  laisse  les  indéterminées  sans  accens): 

x'  — By'=Az' 


x'—By'  = Cz\ 

équations  tellement  liées  entr’elles , que  si  on  connoît  la  solution 
d’une  seule,  on  aura  immédiatement  celle  de  toutes  les  autres, 
et  par  conséquent  celle  de  l’équation  proposée. 

Dans  ce  premier  système  de  transformées  , il  n’y  a aucune  con- 


dition à remplir , si  ce  n’est  la  première 


«*  — Jî 


e. 


Mais  puisque  C est  < 5 , la  dernière  transformée  étant  mise 

sous  la  forme  ■ — 

*•  — Cz'  = B y' , 

il  faudra  , pour  qu’elle  soit  résoluble  , qu’on  puisse  trouver  un 
nombre  9 tel  que  5* — C soit  divisible  par  B ; cette  condition  étant 
remplie  , on  procédera  à la  diminution  de  B par  un  second  système 
de  transformées , 

*•—  C='  = B'  y' 

Cz'  = B"y' 


X'—  Cz'  = D y‘ 

dans  lequel  la  suite  B,  B\  B". . . sera  prolongée  jusqu’à  ce  qu’on 
parvienne  à un  terme  Z?  < C. 

On  continuera  ainsi  la  suite  des  nombres  entiers  décroissans 
, B ,C , D , &c.  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  terme  égal  à 
l’unité  , et  alors  la  question  sera  résolue. 


(a4)  II  est  aise  de  voir  qu  on  ne  sera  arreté  nulle  part  dans  le 
de  cette  opération  , lorsqu'à  l’égard  d’une  transformée  quel- 

A 


cours 
conque  , 


x'—Fy'^Gz' 


on  pourra  satisfaire  aux  deux  conditions 
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Or  il  snfllt  que  ces  deux  conditions  soient  remplies  dans  l’équation 
proposée  x* — B y' = z'  , et  dans  sa  première  transformée 

*• — By'  — A'z',  et  nous  allons  prouver  qu’elles  le  seront  dans 
toutes  les  autres  ; de  sorte  qu’alors  l’équation  proposée  sera  néces- 
sairement résoluble. 

Supposant  donc  qne  les  deux  conditions  mentionnées  ont  lieu 
dans  les  deux  premières  équations 

x‘—By'=Az^ 

X* — By'-=^A'z'  ; 

c’est-à-dire  qu’il  y a des  entiers  « , f f'  tels  que 

a‘—B  «'*— R r—A  t'—A' 

A ’ A'  ’ " B ’ B 

sont  des  entiers,  il  faut  prouver  que  les  conditions  semblables  ont 
lieu  dans  la  transformée  suivante 

x‘—  By‘  = A'  z‘. 

a' tt* B 

Or  comme  on  a déjà  — — = A'  l’’,  il  sufiSt  de  faire  voir  qu’il 

C"  C‘—A" 

existe  un  entier  C'  tel  que =e. 

Soit  î l’un  des  nombres  premiers  qui  divisent  ^ , on  a déjà  , par 

les  comlitions  données  ; 

C — A t'  — A' 

— = e , ; =e. 


Cherchons  d’après  cela  un  nombre  a tel  qne 


*-'—A" 


e. 


Si  A ' 


est  divisible  par  9 , il  n’y  a aucune  difiHcnlté  ; soit  donc  A’’  non 
divisible  par  9 , je  distingue  deux  cas , selon  que  9 divise  ou  ne 
divise  pas  A', 

1®.  Si  9 divise  A\  il  divisera  « et  «'  en  vertu  des  équations 
a'  — B = AA'Jh‘  , = 


D’ailleurs  on  a 

at'  — B 


'A"k'k'=z 


(^^A'dzi^y—B 


A' 


— n' A' 7 fi  ».  y Ah', 


donc 


Ai'—A’k'k' 


est  un  entier  3 ajoutant 


e-k'—Ak' 


qui  en  est 
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un , on  aura 


■ = e.  Mais  k'  est  premier  à ZI , et  par 


conséquent  à 9 , puisque  si  k'  et  B avoient  un  commun  diviseur , 
il  faudroit , d’après  l’équation  <t'* — B — yi'  k'' ^ que  B eût  nn 
facteur  quarré , ce  qui  est  contre  la  supposition  ; donc  on  peut 

y yl"  k'  k' 

faire  kC—nk' — m9,  et  ainsi  on  aura  = e,  ou 

9 

. . n'—yi" 

simplement  ^ = e. 

2®.  Si  9 ne  divise  pas  yi' , ni  par  conséquent  f' , de  l’équation 

e'C—y4'  J,  ^ ^A‘'k'k'ae~-y4' A’’k'k' 

= e on  déduira  d abord = e , 

s “ 

yi"k'‘ C^‘— <t‘ 

OU  — J = e.  Ensuite  , puisque  f*  Z'  et  9 sont  premiers 

9 

entr’eux  , on  pourra  faire  »'  =:  » c'  Z'  — m 9 , ce  qui  donnera 
n'  — y4- 
9 

D’après  celte  démonstration  , qui  a lieu  pour  tous  les  facteurs 

C"C'—yi" 

premiers  de  J5 , on  volt  que  non-seulement  l’équation — = e 

est  possible , mais  qu’il  est  facile  de  trouver  apr/ort  la  valeur  de  C". 
Donc  toutes  les  équations  — By'=y4  ' z* , x' — By'—yi  ’z\  &c. 
où  B est  le  même  , n'offriront  aucun  signe  d’impossibilité. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  la  même  chose  a lieu  dans 
le  second  système  de  transformées  où , en  conservant  une  même 
valeur  de  C , on  fait  parcourir  à i3  la  suite  décroissante  B',  B\  &c. 

(25)  Les  deux  dernières  équations  du  premier  système  étant 
»•— zry  = 

X*  — By=y^^‘^x'  — Cz* 

(où  n et  n — i sont  des  indices  et  non  des  exposans)  , on  peut 
supposer  que  ces  équations  satisfont  déjà  aux  conditions 
y— B r— a.''-^B  ^ 

3^  = ^,  — g— = «,  ^ = 

et  il  s’agit  de  prouver  que  dans  la  transformée  suivante  , 
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*•  — ^*^*  = fi'**  (qui  appartient  au  second  système  ) , on  peut 
satisfaire  aux  deux  conditions 


e*— 

B 


4*— B' 


— e. 


Or  la  première  est  immédiatement  remplie  par  l’équation 

f'* 

— = Bf'  t '\\  reste  donc  à faire  voir  qu’on  peut  toujours 

4*—  B' 

satisfaire  à la  seconde  — — — = e. 

Désignons  par  9 l’un  des  nombres  premiers  qui  divisent  et 


4*  — B' 


: e.  Si  B'  est  divisible 


cherchons  le  nombre  4 tel  que  — 

par  9,  on  aura  4 = 0,  ou  un  multiple  de  9.  Si  iî'n’esl  pas  divi- 
sible par  9 , il  y aura  deux  cas  à considérer. 

1®.  Si  9 est  diviseur  de  B,  il  le  sera  de  a et  de  f',  en  vertu  des 
équations  «*  — B = ué' ""i  é* , Cc'  — -=^  BB p ; 011  pourra 

donc  établir  cette  suite  d’entiers  qui  dérivent  les  uns  des  autres 
par  des  substitutions  ou  opérations  très-simples  : 


C—A'-' 


= e 


h'C'y4'—k*  A' 

> tk  a ~~  ® 


t'CA'+B 

* SS 


(C'c'—BB'Dk’C  + B BB'pk'C—B  Bpk'C—x 

êl  99  9 


B' B' P k'C— B' 


= e. 


Soit  donc  -\=:  B' fkC J et  on  aura 


4*— B' 


= e. 


2®.  Si  9 ne  divise  pas  B , il  ne  divisera  ni  « , ni  C',  on  aura  donc 
successivement 


*— B 


= * 


.*/•  B'— P B B' 


9 


^pB’—ecf 

9 


Mais  «y  et  9 étant  premiers  entr’enx  , on  peut  supposer 
= 4 “ f — m 9 , ce  qui  donnera  — ■ — : 


e. 


Le  même  raisonnement  ayant  lieu  par  rapport  à tous  les  diviseurs 
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premiers  de  yC , il  s’ensuit  qu’on  pourra  toujours  satisfaire 
. 4*— 

a requation  — — — = c. 


(26)  Donc  l’équallon  *’  — By'  = \A z*  sera  résoluble,  si  l’on 
peut  saûsfaire  aux  deux  conditions 


— e,  — ^=e,etsi, 


B 


de  plus,  dans  la  première  transformée  x'—  By'  ~ z',  on  peut 

g'c' 

satisfaire  à la  troisième  condition — = e. 

Cette  dernière  condition  seroit  superflue  , comme  on  va  bientôt 
le  démontrer  , si  les  deux  nombres  et  B étoient  premiers  entre 
eux  ; mais  la  proposition  générale  est  susceptible  d’être  présentée 
d’une  manière  à-la-fois  plus  simple  et  plus  élégante. 

Observons  d’abord  que  toute  équatiou  indéterminée  du  second 
degré  peut  être  ramenée  à la  forme  ax*+  b y'  = c z'  dans  laquelle 
)es  coefiieiens  a,  b,  c sont  positifs,  n’ont  deux  à deux  aucun 
diviseur  commun  , et  de  plus  sont  dégagés  de  tout  facteur  quarré. 
Ce  qui  regarde  les  signes  est  manifeste  , puisque  toute  équation 
formée  avec  trois  quantités  , exige  qu'une  de  ces  quantités  soit 
égale  à la  somme  des  deux  autres.  Ensuite  si  a centenoit  un  facteur 
quarré  9*,  on  feroita=  i'a  , x=9x',  et  le  terme  ax‘  se  clian- 
geroit  en  a'  x'‘ , où  a'  n’a  plus  de  facteur  quarré.  Enfin  , si  deux 
des  trois  coefiieiens  a,b,c , par  exemple , a et  b,  avoient  un  divi- 
seur commun  9 , on  feroit  a = a'i,b  = b'i,  c 9 = c , z = z'9  , 
et  l’équation  ax‘+by'  — cz',  seroit  changée  en  une  autre 
a x'+  b' y'  = c z'  dans  laquelle  o'  et  b'  n’ont  plus  de  commun 
diviseur. 

Cela  posé,  la  nouvelle  équation  ax'+  by'  = cz'  étant  mise  sous 


la  forme  ^ = a c , peut  être  assimilée  à la  for- 

mule x' — By’=  ^z',el\a  comparaison  donnera  B = bcj  ./4  = ac, 
On  aura  donc  d’abord  les  deux  conditions  à remplir 


a’ — bc 
a c 


e 


> 


C’  — ac 
b O 


e. 


Suit 
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Soit  a — c/ij  C = cr , ces  conditions  deviendront 

■a 


en' — b cr’ 

= e , 


e. 


b 

C C — 

Pour  exprimer  la  troisième  ^ = e , observons  qu’on  a 

<t* — B = A A'  ou  c — 6 = a A'  t* , et  comme  a k*  n’a  point 

de  diviseur  commun  avec  è c , la  dernière  condition  sera  remplie 
si  l’on  a 

ak^CC—ci^'Jrb 


bc 


e. 


Or  pour  que  le  numérateur  de  cette  quantité  soit  divisible  par  b , 
il  suffit  que  a k' C €“ — cju’lesoit,  ou  bien  mettant  cr'au  lieu  de 
a en  vertu  de  la  seconde  condition  , il  faudra  que  k'  C'r'  — ft*  soit 
divisible  par  b , ce  qui  est  toujours  possible  , en  déterminant  C' 


d’après  l’équation 


koC'-- 


— e.  De-lè  on  voit  que  lorsque  A et 


B n’ont  pas  de  commun  diviseur  (ou  lorsque  c = i ) , la  troisième 

condition  est  remplie  par  une  suite  des  deux  autres. 

Mais  s’ils  ont  un  commun  diviseur  c , il  restera  encore  à satis- 

..  V..  ak'tCfJrb  . , ox*+i 

faire  a la  condition • ou  simplement = e. 

c c 

Voici  donc  un  théorème  général,  d’après  lequel  on  pourra  décider 
immédiatement , et  sans  aucune  transformation , si  une  équation 
indéterminée  du  second  degré  est  résoluble  ou  ne  l’est  pas. 


Théorème. 

(27)  Etant  proposée  l’équation  ax*  + by'=cz*  dans  laquelle  les 
coefficiens  a , b,  c , pris  individuellement , ou  deux  à deux , n’ont 
ni  diviseur  qnarré , ni  diviseur  commun,  je  dis  que  cette  équation 
sera  résoluble  , si  on  peut  trouver  trob  entiers  a , /x , r tels  que 
les  trois  quantités 

O A* +5  Cf»* — b c»*  — a 

c ^ a ^ b 

soient  des  entiers  : elle  sera  au  contraire  insoluble  , 'si  ces  trois 
conditions  ne  peuvent  être  remplies  à-la-fois. 
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Remarque  I,  Ces  conditions  se  réduisent  à deux , si  l’un  des 
trois  nombres  a , b , c est  égal  à l’unité  , et  elles  se  réduisent  à 
une  seule  , comme  dans  le  n”.  33  , si  deux  de  ces  nombres  sont 
égaux  à l’unité. 


Remarque  II.  On  peut  toujours  arranger  les  trois  termes  de 
l’équation  proposée  , de  manière  que  a , b ,c  soient  positifs  ; mais 
celte  condition  n’est  pas  de  rigueur  , elle  théorème  seroil  encore 
vrai , quand  même  quelqu’un  de  ces  termes  seroit  négatif. 

Il  ne  faudroit  pas  cependant  conclure  de-là  qu’une  équation 
telle  que  x‘  + 5^*  + 6 a*  = o est  possible  , par  cela  seul  qu’on  peut 

A*+ 5 + 6 


satisfaire  aux  conditions  - 


= e 


: c,  il  faudroit  con- 


clure seulement  qu’elle  peut  se  ramener  à la  forme  a s*=o.. 

En  général , toute  équation  résoluble  pourra- , parla  méthode  du 
J.  précédent  , se  ramener  à la  forme  x'+y' — z*  = o , mais  il  siillit 
de  la  ramener  à la  forme  — z’=o,  dont  la  solution  se 

trouve  immédiatement. 


5.  V.  DÈrEL  opp EM  EKT  de  la  racine  d’un  nombre 
non  quarré  en  fraction  continue. 


(38)  Le  principe  exposé  n®.  1 , pour  développer  une  quantité  quel- 
conque xen  fraction  continue  , s’applique  avec  beaucoup  de  facilité 
aux  racines  quarrées  des  nombres,  et  en  général  aux  quantités  delà 

forme  ,A,Be\.C  étant  des  nombres  entiers.  Mais  pour 

qu’on  voie  plus  clairement  la  marche  de  l’opération  , nous  pren- 
drons d’abord  un  exemple  particulier. 

Soit  .rï  = ig.  on  aura  ar  ou  i/ig  = 4 +•  de  là  x'=—r— ;• 

K O T ^,g_4 

Ou,  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  v^i9+à, 
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l/ IQ  "f“  4 

x'  = : l’entier  le  plus  grand  compris  dans  celte  quantité 

O 

est  2 , ainsi  on  aura  x'  = 3 + ^ Cette  dernière  partie  étant 

O 

, 1 . ,,  3 t/lQ  + 2 . 

nommée  — , on  en  tire  x = — = ^ ; rentier  com- 

X V/19  — 2 5 

pris  est  1 et  le  reste  — - qu’il  faut  renverser  de  même  pour 

avoir  la  valeur  de  x"',  ainsi  de  suite.  Voici  donc  l’opération  pout 
développer  y/’ig  en  fraction  continue  : 

+ * ■ — 2 

V/ ig  — 4 3 3 

^ — t/i9  V^‘9~  ^ ' 

t^ig — 2 5 5 

x"'  = ^ _ V^>9  + ^ _ 3 + V^*9  — 5 

V'ig  — 3 3 2 


x"^  = 


.T’’  = 


X"  = ■ 


2 _ y/>9  + 3 _ t/19  — U 

V/19  — 3 5 “'■5 

y/i9  * _ 2 t/i9  — ^ 
5 

v/19  — 4 


V/19  — 2 3 

3 V/'9  + 4 


= 8 + 


V/ig— 4 1 

1 1/  iq  + i „ 

x'"  = -7 r = = 2 &c. 

v/ig— 4 3 


Arrivés  à ce  terme , on  tombe  sur  une  valeur  de  x^"  égale  à celle 
de  x' , d’où  il  suit  que  les  quotiens  déjà  trouvés  2 , 1 , 3,  1 , 2 , 8 
reviendront  dans  le  même  ordre  , et  qu’ainsi  le  développement  de 
t/ig  en  fraction  continue  donnera  les  quotiens 
i(.2,i,3,  1,  2,8  I 2,  1,3,  1,2,8  ■ 2,  1,3, 1,2, 8*  &c* 
où  l’on  voit  que  la  période  2 , 1 , 3 , 1 , 2,8  revient  toujours  dans 
le  même  ordre  , et  se  répète  à l’infini. 

(29)  Soit  maintenant  un  nombre  quelconque , o*  le  plus  grand 
quarré  compris , et  6 le  reste  , en  sorte  qu’on  ait  = o*  + é , 

G 2 
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lê  développement  de  en  fraction  continue  donnera  d’abord 

^ — a 


I \/  ^ + a 


— &c. 


* ^ ud  — a b 

Supposons  qu’en  prolongeant  indéfiniment  l’opération  , on  par- 
vienne au  quotient-complet  *<">  ou  ^ i /“  l’entier 

compris  dans^ , le  reste  sera — j ce  reste  étant  nomma 

—,  on  aura  y = ■ v ^ , et  puisque  d’ailleurs  l’analogie 

jr  y^  + 1 — fi/y  ^ 

des  formes  exige  qu’on  ait  y = tirera de-là  l’équa- 

tion suivante  pour  déterminer  i'  et  D'  : 

J»  — y^  + r 
y^+i—iJiD  ~~  ù ' 

Cette  équation  , où  il  faut  égaler  séparément  la  partie  rationnelle- 
à la  partie  rationnelle  et  la  partie  irrationnelle  à la  partie  irration- 
nelle , donnera 

r = ptD—i 

u^—ir 


B' = 


D 


Telle  est  la  loi  très-simple  par  laquelle  d’un  quotient-complet 
quelconque  — » °°  déduira  le  quotient  - complet  suivant 

\/  ,j4  *1“ 

— — —, J et  il  n’est  pas  à craindre  que  les  nombres  /'  et  2?'  soient 

fractionnaires  , car  si  on  substitue  la  valeur  de  1'  dans  celle  de  B', 

fil — li'D.  Or  ayant 

le  quotient-complet 


on  aura  D'=— Or  ayant 


B 


^ — 2'*  = jD'Z7,  si  on  désigne  par 
1 


B 


B° 


qui  précède 
donc 


D 


, on  aura  semblablement  A — B=^B  D', 


B'  = B°-^  7f*J  — fi'  B. 


s 
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D’où  l’on  voit  que  puisque  les  nombres  D et  I sont  entiers  dans 

+ a 


les  deux  premiers  quotlens-complets  ^ ^ , 


, ils 


1 b 

le  seront  nécessairement  dans  tons  les  autres  à l’infini. 

La  valeur  qu’on  vient  de  trouver  pour  jy  , peut  aussi  se  mettre 
sous  la  forme  ly  = ly  n ( /—  J')  ; ainsi  des  deux  quoüens- 
complets  consécutifs 

y/^+/ 

D 


/*  + 


on  déduira  le  quotient- complet  suivant  > 8u  naoyen  de» 

formules  1'  =■  y.  D — / , ly  —D’-^  y ( I — T)  y ce  qui  réduit  la  loi 
de  continuation  à un  grand  degré  de  simplicité. 


(3o)  Supposons  maintenant  que  — , - soient  deux  fractions 

. . , ^ + / , 
consecutives  convergentes  vers  y^;  soit  - — le  qjnotient 

complet  qui  répond  à la  fraction  - , on  anra  ^ toivant  le  princfpe 
connu  ) 


y/A  = . 


— P ■\rpl-\-  P°D 


d’où  l’on  tire  les  deux  équations 

pl  + p'  D =q^4 
qI+q°D=p 

lesquelles  donnent 

(P9°'—P°‘i)  1=^9°^— P p‘ 

(P9°—P°9)  D—pp—^qq. 

Or ,par la  propriété  des  fractions  continues  (n®.  6)  on  a pq^—p^q—  + i , 
si  ^ est  > et  pq" — p^fj— — I 5 si  ^ est  < , d’où  l’on 
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voit  qne  pq° — p’' q a toujours  le  même  signe  que  pp—jiqq^ 
et  qu’ainsi  D est  toujours  positif.  Ces  valeurs  prouvent  encore 
immédiatement  que  D et  I sont  toujours  des  entiers  ; je  dis  de 
plus  que  I est  toujours  positif}  car  d’un  côté  l’équation  qI-\-q°D=p 


donne  — 

y 


et  puisque  q°  est  < y , il  faut  qu’on 


aitZ>>i J,  ou  Z?>  v/^  — 1 ; d’un  autre  côté,  on  a 

V -'f  + J 

— > ft , donc  D < \/u4  + I.  Or  ces  deux  conditions  se- 


roient  Incompatibles , si  I étoit  négatif 

Cela  posé  , il  est  facile  de  trouver  les  limites  que  les  nombres  I 
et  D ne  peuvent  surpasser;  l’équation  ^ — I'-=DD^  donna 
/•<  V/-^>  ainsi  I ne  sauroit  excéder  l’entier  a compris  dans  ^ , 
et  puisqu’on  a d’aiU*»»»  f T—~iîZJ  , il  s’ensuit  que  20  est  la 
limite  de  Z? , et  en  même  temps  celle  du  quotient  /a. 

Mais  puisque  la  fraction  continue  qui  représente  la  valeur  d’une 
quantité  irrationnelle  doit  s’étendre  à l’infini , et  qu’il  ne  peut  y 
avoir  qu’un  certain  nombre  de  valeurs  dilTérentes  tant  pour  I que 
pour  D,  il  est  nécessaire  que  la  même  valeur  de  I se  rencontre 
une  inEuilc  de  fols  avec  la  même  valeur  de  D ; or  dès  que  l’on 


retrouve  pour  le  quotient-complet 


\/^  + I 

D 


une  valeur  déjà  trou- 


vée , il  est  clair  que  les  quotiens  ou  termes  de  la  fraction  continue 
doivent  être  les  mêmes  et  dans  le  meme  ordre  que  ceux  qu’on  a 
déjà  obtenus;  donc  la  fraction  continue  qui  exprime  yi  sera 
composée  ( au  moins  après  quelques  termes  ) d’une  période  cons- 
tante qui  se  répétera  à l’infini , comme  on  l’a  déjà  vu  dans  un  cas 
particulier , n“,  28, 


(3i)  R s’agit  présentement  de  déterminer  le  point  précis  où 
commence  la  période.  Nous  supposerons  que  celle  période  est 
fi". . . . «,  et  nous  désignerons  à l’ordinaire  la  suite  des 
quotiens,  et  celle  des  fractions  convergentes  qui  leur  répondent 
jusqu’au  commencement  de  la  seconde  période  , comme  il  suit  : 
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Qaotîens  a , « > > >■  , i“  > j*' , f*" “ » M 

Fract.  ^ 1_  a P°  P ^ PI 

conyerg.t  o ' i q°  ' g g°i  ’ g> 

Soient  enmême  lems  les  valeurs  correspondantes  du  quotient-complet 

y/j4  \/Â+a  s/M+r  \/J+I  + \/J+T 

I b 0“  ' D ü'i  ' U 


on  anra  d’abord,  par  ce  qui  a été  démontré,  ^ — l'=DD', 
et  ^ — J°=/JZ3°i  , ce  qui  donne  ly  i = D\  on  aura  aussi 

Jz=\D’ — P et  J—uD°i  — i*i  , d’où  l’on  tire  ^ * — “• 


Mais  d’un  autre  côté  , l'équation  q I q°  D —p  , donne 
/=^ — ^ et  puisque  - est  une  valeur  approchée  de 

on  doit  avoir  - = o -f-  une  fraction  - , d’où  résulte 


a—I-. 


g 

q°  D — r 


donc  à cause  de  q''  -<.q  , on  aura  a — I <^D  ; on  aura  sembla- 
blement a — /“•</?■’,  a — P \ C.iJ*  I i .^nc  à plus  forte  raison 

P — 1 

P — P 1 <Z?°.  Mais  on  a trouvé  — — = à l’entier  x — « , 


donc  il  faut  que  cet  entier  soit  zéro  j donc  on  aura  P = P i 
et  X = ». 

On  démontrera  de  même  que  le  quotient  qui  précède  x est  égal  à 
celui  qui  précède  <* , et  ainsi  de  suite  jusqu’au  quotient  a de  sorte 
que  le  quotient  <»  est  celui  qui  revient  le  premier , et  qui  doit 
commencer  la  période. 


(32)  Cela  posé  , on  peut  représenter  ainsi  la  série  des  quotiens 
et  celle  des  fractions  convergentes  qui  leur  répondent  dans  le  dé- 
veloppement de 


Quotiens 

_ I a 

Fract.  converg.  -j  


^ 

£ P 
g g 


^ y (T** 

E±  /)!  pi 

g ï gi  g \ 
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Dans  cette  disposition,  - est  la  fraction  convergente  qui  répond 

au  dernier  quotient  de  la  première  période  « , C...  x , /t  j soit  * 
le  quotient- complet  correspondant,  on  aura  z — ft  = \/^ — a, 
on  z = i^  — 0-1-  v/-^  » et  il  en  résultera , suivant  le  principe  ordi- 
naire , 

— P±JlPI  — + p(t^  — a)  + P" . 

ce  qui  fournit  les  deux  équations 

p(tA.  — a)  ■^p’zs^Aq 
g (fi  — a)  + Ç°=p- 

La  seconde  équation  donne  fi  — a+  ^ d’où  il  suit  que 

g g 

fi-^  a est  le  plus  grand  entier  compris  dans - ; cet  entier  est  égal 

à a , ainsi  on  a m — s.  a , «a  (»  =•  » o.  En  même  temps  , puisque 
— agi  il  s’ensuit  que  la  série  des  quoliens  « , C, ...  fi  , ^ 

qui  précèdent  f*  est  symmétrique  (n®.  n ) , car  ^ est  l’une 
des  fractions  convergentes  vers  \/A  — a , quantité  égale  à la 

fi-action  continue  - i > et  cette  fraction  convergente  est 

“+C+&C. 

précédée  de  — — } donc  puisqu'on  a q"=p  — aq ■,  il  faut  que 

lapériode«,f  fi  soit  identique  avec  son  inverse  a , 9. . . f,«. 
Et  de  toutes  ces  remarques,  il  suit  que  les  quotiens  provenans  du 
développement  de  procèdent  suivant  cette  loi  : 

a;cLfCjy..,  y...  j/,C,  tt^aa;&c. 

loi  qui  deyiendroit  encore  plus  régulière , si  le  premier  quotient 
étoit  2 a ou  zéro  j c’est-à-dire  s’il  s’agissoit  dp  développement  de 
y/A±a. 

H est  important  d'observer , que  tonte  fraction  convergente  - , 

qui  répond  au  quotient  3 a dans  une  période  quelconque  , est  te.lîe 
qu’on  a p' — A g'—dci . Car  lorsque  le  quotient  ft  = 2a,  l’équation 
P + J=D fi,  on  I et  i"  ne  peuvent  excéder  a (n“.  3o) , don- 
nera nécessairement  I = P = a , etZ?  = i,  donc  l’équation 

(P9°—P°Q) 
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(pç*  — p’Ç)  D=p‘ — ^ y*,  devient p' — = , savoir  + i , 

si  - est  >■  et  — i dans  le  cas  contraire. 

9 

Puisque  le  quotient  2 a se  trouve  nécessairement  dans  le  déve- 
loppement de  , il  s’ensuit  donc  que  l’équation  x* — ±i 
est  toujours  résoluble  (au  moins  avec  le  signe  +) , quel  que  soit 
le  nombre  , pourvu  qu’il  ne  soit  pas  un  quarré  parfait  j et 
on  voit  en  même  temps  qu’il  y aura  une  infinité  de  solutions  de 
cette  équation  , puisque  le  quotient  2 a se  répète  une  inünité  de 
fois  dans  les  périodes  successives. 

Au  reste  , si  le  nombre  des  termes  de  la  période  »,  C. ..  C,  «,2a 
est  pair,  toutes  les  fractions  qui  répondent  au  quotient  2 a dans 
les  diverses  périodes  , seront  plus  grandes  que  ^ , et  ainsi  dans 
ce  cas  , ces  fractions  ne  satisferont  qu’à  l’équation  x^—y^y’^  + i. 
Mais  si  le  nombre  de  lermcs  de  la  période  est  impair  , alors  la 
première  fraction  qui  répond  au  quotient  2 a sera  plus  petite  que 
\/y^ , la  seconde  plus  grande  , et  ainsi  alternativement  ; de  sorte 
que  dans  ce  cas  , l’équation  x* — yi y*=-  — i sera  résoluble  aussi 
bien  que  l’équation  x* — yi  y'—  + 1 , la  première  par  les  fractions 
convergentes  de  rang  impair , U seconde  par  celles  de  rang  pair. 
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§.  VI.  RÈsoLVTiorr  en  nombres  entiers  de  V équation 
indéterminée  x’  — Ay’  = iD,  D étant  < A. 

C34)  IS'ons  avons  fait  voir  dans  le  paragraphe  précédent,  que 
l’équation  x*  — — + i est  toujours  résoluble  d’une  infinité  de 

manières , quel  que  soit  pourvû  qu’il  ne  soit  pas  un  quarré 
parfait.  Quant  à l’équation  x*  — ^4  y'  — i , elle  n’est  résoluble 
que  dans  cerlain.s  cas  particuliers;  et  comme  la  solution , lorsqu’elle 
v.»t  possible  , doit  se  trouver  parmi  les  fractions  convergentes  vers 
la  condition  nécessaire  et  en  même  temps  suffisante  pour 
la  possibilité  de  celte  sOTfltîdîi , est"  que  la  période  de  quotiens 
donnée  par  le  développement  de  soit  composée  d’un  nombre 
de  termes  impair.  _ < 

Les  solutions  de  l’une  et  l’autre  équations  se  tirent  immédiate-  '* 
ment  des  fractions  convergentes  vers  y/ y4  ■,  savoir  de  celles  qui 
répondent  au  quotient  aa  («  étant  l’entier  compris  dans 
et  il  y en  a une  irdinité  , puisque  ce  quotient , ainsi  que  les  périodes 
qui  le  comprennent , se  répète  une  infinité  de  fois.  Le  numérateur 
de  chaque  fraction  est  une  valeur  de  x , et  son  dénominateur, 
la  valeur  correspondante  de  y. 

Nous  ferons  voir  ci- après  comment  on  trouve  a -priori  l’expres- 
sion générale  des  diverses  fractions  qui  répondent  à un  même 
quotient  placé  de  la  même  manière  dans  les  périodes  successives. 
Dans  le  cas  présent  , il  suffit  de  faire  connoîlre  le  résultat  qui 
d’ailleurs  sc  vérifie  immédiatement. 

Soit  - la  première  et  la  plus  simple  des  fractions  convergentes 

qui  répondent  à un  même  quotient  a a ; si  l’on  a /)* — ^ q'=-\- 1, 
ou  si  le  nombre  des  termes  de  la  période  est  pair , l’équation 
X* — y'  = -P  1 sera  , comme  nous  l’avons  déjà  dit , la  seule 
résoluble.  Pour  avoir  alors  la  solution  générale , il  suffit  d’élever 
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J)  q t/-<^  à une  puissance  quelconque  m , et  d’égaler  le  résultat 
à X + y En  effet , si  l’on  a 

(p-\-  q = •*■  + ^ t/^  f 
X et  J'  étant  rationnels , on  aura  en  même  temps 

(p—qV^)"=  x—jr\/^. 

Multipliant  ces  deux  équations  , le  produit  sera 

s*  — ^y'=  (p'  — ^q')’"=  i“=l. 

Donc  en  effet  les  valeurs  trouvées  pour  x et  y satisferont  à l’équa- 
tion X* — y*  = i , quel  que  soit  l’exposant  m.  On  peut  aussi  avoir 
séparément  les  valeurs  de  x et  j’’  par  les  formules 

Y P + y y/'^  + f p—q  r 

X = 

Cp+  qV-^  )"—  (p—qV^y^ 

y — y-. 

lesquelles  donneront  toujours  des  nombres  entiers  pour  x et  jr. 


(35)  En  second  lieu  , si  on  a p* — ^ 7*  = — t , ou  si  le  nombre 
des  termes  de  la  période  est  impair , alors  il  est  visible  qu’on 
peut  satisfaire  à-la-fois  aux  deux  équations  x*  — i, 

X* — ^y'-=  — 1 , savoir,  à la  première,  parles  puissances  paires 
de  P -f  y V ^ > et  à la  seconde  , par  les  puissances  impaires  de  co 
même  binôme.  Car  si  l’on  fait  (p  y ^ ji — x y , on  aura 
X* — ^y'=( — I /*=+  «,  et  si  l’on  fait  (p-]rq\/ui)'^'^'=x-\-y\/yi , 
on  aura  x»— i ;•*+'=— i. 

Far  exemple,  lorsque  .<^=i3,  ontrouve^=-j-  ,et  p*— i3y’= — i. 

Donc  en  faisant  ('i8+  5 v/i3/*  = x -f- 1 3,  on  satisfera  à l’équa- 
tion x* — i3^*=  1 , et  en  faisant  (iS-l-S  v/i3^**^'=x -l-^t/i3  , 
on  satisfera  à l’équation  x* — \Zy'  = — i. 

Les  moindres  nombres  qui  satisfont  à l’équation  x’ — i3_y*  = t , 
sont  donc  x=64g,^=i8o,  car  on  a ("  i8-l-5t/  i3^’=:64g-l-  i8o\/i3. 

Quelquefois  les  nombres  les  plus  simples  qui  satisfont  à une 
équation  donnée  x’ — Ay'  = -±z  i sont  beaucoup  plus  considérables. 
Par  exemple , la  solution  la  plus  simple  de  l’équation  x’ — ai 
est 


X = 378  354  373  65o 
y =.  ig  i6a  705  353, 


H 3 
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et  la  solution  la  plus  simple  de  l’équation  ** — 56687  = i , est 

-T  — 166  100  725  267  977  3i8  398  207  998  462  201  324  702  oi4  6t3  5o3 
J' 698  253  616  4i6  770  487  167  775  g4o  222  021  002  3gi  oo3  072. 

D’où  l’on  voit  combien  il  est  nécessaire  d’avoir,  pour  la  recherche 
de  ces  nombres , une  méthode  sûre  et  infaillible , telle  que  celle 
que  nous  avons  exposée;  car  on  se  tromperoit  beaucoup  , si  après 
avoir  essayé  inutilement  la  résolution  pardes  nombres  médiocrement 
grands , on  coucluoit  qu’elle  n’est  possible  en  aucuns  nombres. 

(36)  Fermât  est  le  premier  qui  ait  paru  connoître  la  résolution 
de  l’équation  x’  — ^ = 1 , du  moins  il  proposa  ce  problème 

comme  par  défi  aux  Géomètres  anglois  , et  mylord  Brownker  en 
donna  une  solution  qu’on  trouve  dans  les  (Huvres  de  Wallis,  et 
qui  est  rapportée  à-peu-près  textuellement  dans  le  second  volume 
de  l’algèbre  d’Euler.  Mais  d’un  côté  , Fermât  n’a  rien  publié  sur 
sa  propre  solution  , et  de  l’autre  , la  méthode  des  Géomètres  an- 
glois , quoique  fort  ingénieuse  , n’établit  cependant  pas  d’une 
manière  certaine  , que  le  problème  soit  toujours  possible.  Il  restoit 
donc  à démontrer,  que  l’équation  x' — yiy'—  1 est  toujours  réso- 
luble en  nombres  entiers , et  c’est  ce  que  Lagrange  a fait  d’une 
manière  aussi  élégante  que  solide  dans  les  Mélanges  de  Turin  , 
tome  IV,  et  ensuite  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  ann.  1767  ; cette 
démonstration,  ainsi  que  la  méthode  de  solution  qui  l’accompagne  , 
doivent  être  regardées  comme  l’un  des  plus  grands  pas  qui  aient 
été  faits  jusqu’à  présent  dans  l’analyse  indéterminée.  En  effet  , 
l’équation  *• — i n’est  pas  seulement  intéressante  en  elle- 
même  ; elle  est  encore  nécessaire  dans  la  résolution  de  toutes  les 
équations  indéterminées  du  second  degré  , où  elle  sert  à trouver 
une  infinité  de  solutions  quand  on  en  connoît  une  seule. 

L’importance  de  cette  équation  a engagé  Euler  à donner , dans 
l’ouvrage  cité , une  petite  table  des  valeurs  les  plus  simples  de  x 
■ et  y pour  tous  les  nombres  ^ depuis  1 jusqu’à  100.  Lagrange  y 
a joint , dans  ses  additions , les  quotiens  des  fractions  continues 
d’où  ces  valeurs  peuvent  être  tirées. 

Ayant  eu  occasion  autrefois  de  m’occuper  de  cet  objet , même 

• 
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avant  d’avoir  connoissance  des  travaux  d’Euler  et  de  Lagranii^e 
qui  y ont  rapport , j’avois  calculé  une  table  des  plus  simples  frac- 
tions ^ qui  satisfont  à l’équation  m’  — >Yn’  = dbi  , pour  tout 

nombre  rron  quarré  ^ depuis  2 jusqu’à  ioo3.  Celte  table  pouvant 
faire  plaisir  aux  amateurs  de  l’analyse  indéterminée,  je  l’ai  joinle  à 
ce  Traité.  Elle  servira  à résoudre  presque  sans  calcul  toutes  les 
équations  x“ — ^ y‘  = d=D,  dans  lesquelles  D est  •<  y'ud  , tl 
< 1 oo4. 

L’inspection  seule  des  chifiTres  qui  terminent  les  nombres  m et  « 
fera  voir  s’ils  satisfont  à l’équation  m‘  — n*  = + 1 , ou  à 
l’équation  m'  — ^ n'  — — i.  Quand  ils  satisfont  à celle  dernière, 
il  faut  faire  fm  + n\/^)'  =p  u4  , afin  d’avoir  les  moindres 

nombres  p el  q qui  satisfont  à l’équation  x*  — 4*  1 : on  a 

alors  p — 1 m' — i , q=  am  n. 


(37)  Venons  maintenant  à la  résolution  de  l’équation  proposée 
**  — =zt.D.  On  a vu  (n®.  10)  que  lorsque  ZJ  est  < y 

X 

comme  nous  le  supposons  , la  fraction  - doit  être  l’une  des  frne- 

lions  convergentes  vers  Il  faudra  deac  développer  \/ yt  en 

fraction  continue , el  calculer  les  valeurs  successives  des  quoiîens-* 


complets 


+ i 
D 


} si  parmi  ces  quotiens-complets  , il  s’en  trouve 


un  dont  le  dénominateur  D soit  égal  au  second  membre  de  l’équa- 
tion proposée  , on  en  déduira  une  solution  , soit  de  l’équation 
**  — y'  — ■¥  D y soit  de  l’équation  a*  — u4y'  = — Z?  ; il  faudra 


pour  cela  calculer  la  fraction  convergente  ^ qui  répond  au  quo- 
tient-complet dont  il  s’agit  ; si  cette  fraction  est  de  rang  impair 
(7  étant  censée  la  première)  , elle  sera  plus  grande  que  , 
et  ainsi  on  aura  p’  — ^q'  = + ZJ  ,•  si  elle  est  de  rang  pair , on  aura 
p‘—Aq'  — —D. 

H peut  se  trouver  plusieurs  fois  le  même  nombre  T)  dans  la  même 
période , et  il  se  rencontrera  toujours  an  moins  deux  fois  , puisque 
la  période  est  syuuuétrique  ( excepté  lorsque  le  quotient  auquel 
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répond  - est  le  terme  moyen  de  la  période , abstraction  faite  de 

son  dernier  terme  la).  On  aura  alors  autant  de  solutions  soit  de 
l 'équation  x“  — y'  —D,  soit  de  l’équation  x'  — ^ » les- 
quelles auront  lieu  également  dans  toutes  les  autres  périodes. 

Si  on  ne  rencontre  point  le  nombre  D parmi  les  dénominateurs 
des  quotiens-complets  dans  la  première  période , on  sera  assuré 
que  l’équation  x' — yi  y'^-=-k-D  et  l’équation  x* — A y'  -^  — D ^ ue 
peuvent  se  résoudre  ni  l’une  ni  l’autre  en  nombres  entiers. 

(38)  Mais  si  on  a une  on  plusieurs  solutions  données  par  la  pre- 
mière période  des  quotiens , comme  on  vient  de  l’expliquer , on 
pourra  déduire  immédiatement  de  chacune  de  oes  premières  solu- 
tions , une  formule  générale  qui  contienne  une  infinité  d’autres 
solutions  dépendantes  de  celte  premüra  base.  Soit  ^ la  fraction 

convergente  qui  donne  />*  — A q‘=D  y soient  en  même  tems  tet  u 
des  nombres  quelconques  qui  satisfont  à l’équation  /* — A t^=  i j 
si  on  multiplie  ces  deux  équations  entr’elles  , le  produit  pourra  être 
mis  sous  la  forme 

( pizi=.Aqu)' — A (pui^qt  )'=.D  ; 
de  sorte  que  l’équation  x* — Ay' = D sera  résolue  généralement 
par  les  formules 

X = ptdt.Aqu 
y=  pudtzqti 

et  quant  aux  valeurs  de  t et  z/ , nous  avons  déjà  fait  voir  que  si  m et  n 
sont  les  moindres  nombres  qui  satisfont  à l’équation  m' — A /t*=  1 1 
et  qu’on  prenne  pour  k un  entier  quelconque , on  aura 
(m-k-n  ^A  t + « ^A. 

On  voit  donc  qu’en  partant  de  différentes  solutions  primitives  com- 
prises dans  la  première  période,  on  aura  autant  de  formules  géné- 
rales qui  renfermeront  chacune  une  infinité  de  solutions  de  l’équa- 
tion proposée. 

D’ailleurs  les  valeurs  que  nous  venons  de  donner  pour  x et  y 
ont  également  lieu  , soit  que  D soit  positif,  soit  qu’il  soit  négatif; 
elles  supposent  seulement  que  a le  même  signe  dans  l’équation 
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particulière p' — ^y'srZ^.que  dan.'  l’équation  générale  .x* — y/y'=D-, 
elles  supposent  aussi  qu’on  a m'  — v//i“=  + i. 

Si  on  avoit  n*= — i , alors  les  formules 

X = pt-àx^ q U 
y = P U -àzql 

douneroient  à-la-fois  la  solation  de  l’équation  ar’ — yi y'r^  -\-D  et 
celle  de  l’équation  x’ — A y'  = — Z?,  l’une  en  faisant  ( m\-ny/  A)'-^ 
A , l’autre  en  faisant  A =<-!-« y/ A. 


(3o)  Si  on  connoît , soit  par  la  table  dont  nous  avons  parlé , soit 
par  tout  autre  mo}'en  , la  fraction  la  plus  simple  qui  satisfait  à 

l’équation  m* — An'  = zi=.  \ , le  simple  développement  de  en 

fraction  continue,  donnera  la  période  des  quotiens  qui  résulte- 
roient  du  développement  de  A.  Or  sans  connoître  les  quoliens- 

, ^ A Ar  I . ^ , 

complets qui  repondent  a ces  quotiens  entiers  , ni  par 


conséquent  leurs  dénominateurs , on  peut  néanmoins  distinguer  faci- 
lement ceux  qui  répondent  à une  valeur  donnée  de  Z?.  Cesquotien» 

• "X  Cl 

sont  à fort  peu  près  égaux  à — ,4i«laiU.l’enticr  compris  dans  A. 


En  effet,  puisqu’on  a (n*.  3o)  I — 


P — 9 O 
9 


il  en  résulte 


— ,donc  l’entier  compris  dans 
9 Cf 

la 


est  à-peu-près  égal  à l’entier  compris  dans 


(4o)  Par  exemple,  ayant  à résoudre  l’équation  x* — 6i_y*=  5, 

2ü7i8 

on  développera  en  fraction  continue  la  fraction  dont  les 

deux  termes  satisfont  à l’équation  m* — 6i  n*  = — i j on  trouvera 
les  quotiens  et  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : 


Quotiens  7 , 
Fr.  conr.  -, 

O 


1,4,  3 , 
7 8 ^ 

1’  1’  6 ’ 


» , 

135 


2 , 3 , 1 , 3 , 4 , 

i()4  45.3  1070  i533  563q 

31  ’ 58  ’ 187  ’ iy5  ’ 732  ’ 


24o79 

3u83 


f97j£ 

38o5 
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3*7 

L’eniîer  compris  dans  j/  6i  est  7 , et  = 3 + , je  cherche  donc 
3 parmi  lesquoiiensj  je  trouve  les  deux  fractions  correspondantes 
, dont  la  première  donne  p' — 617*=  — 5 , et  la  seconde 

2 1 00 

p'  — 6iy’=  5.  Donc  l’équation  proposée  x*— 6 i_y*= 5 sera  résolue 
au  moyen  des  formules 

X = 453fdb3538« 
y = 453  « ± 58 1 


i 61  = ( 79718  + 38o5  j/6i )'* } 

et  elle  le  sera  également  par  les  formules  suivantes  calculées  d’après 

, P . i64 

la  première  traction  convergente : 

x=  i64  t db  1381  U 
y — i64  ttzfc  31  i 

r + f397i8  + 38o5  t/6i^**+'. 

On  résoudroit  de  la  même  manière  l’équation  x* — 61  y'= — 5,  et 


on  voit  pourquoi  les  deux  valeurs  trouvées  pour  -,  quoique  don- 

Ç 

nant  deux  valeurs  de  D de  signes  difierens  , servent  néanmoins  à 
résoudre  la  même  équation  j c’est  parce  que  la  valeur  de  — est 

telle  que  m' — 61  n*  = — i , car  dans  tous  les  cas  semblables  une 
solution  de  l’équation  x'  — 6iy'  = D,  en  donne  toujours  une  de 
l’équation  x'  — 6i^*‘= — D,  et  réciproquement. 


(4 1)  Nous  remarquerons  que  si  D , quoique  toujours  plus  petit 
que  J avoit  un  facteur  quarré  6‘ , en  sorte  qu’on  eût  77  = 
alors  , outre  les  solutions  trouvées  par  la  méthode  précédente , et 
dans  lesquelles  * et  sont  toujours  premiers  entr’eux , il  ponr- 
roit  y en  avoir  d’autres  dans  lesquelles  x et  auroient  pour  divi- 
seur commun  9.  En  effet , si  d’une  autre  part  on  trouve  possible 
la  solution  de  l’équation  x'“ — ^y'‘x=  ZJ' , il  est  clair  qu’on  en 
tirera  x — 9x' , y = iy'.  Et  ainsi  il  pourra  y avoir  autant  de  nou- 
velles formules  de  solation , qu’il  y a de  manières  de  diviser  D 
par  un  quarré. 

5.  VII. 
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§.  VII.  Théorèmes  sur  la  possibilité  de  l'équation 
x’ — Ay ’= — 1 , 2 — 2 , a étant  un  nombre  premier. 

(42  ) S I R est  un  nombre  premier  de  la  forme  4 n + i , l’équation 
X*  — ay*  = — 1 sera  toujours  possible  en  nombres  entiers. 

Soient  p ti  q les  nombres  les  plus  simples  (autres  que  i et  o) 
qui  satisfont  à l’équation  p'  — aq'=  i j q doit  être  pair,  car  s’il 
étoit  impair , y*  seroit  de  la  forme  8n+i,etay*+i  de  la  forme 
4n4-a  qui  ne  peut  convenir  à aucun  quarré.  Puisque  q est  pair, 
faisons  q-=.i  mn  y m et  n étant  premiers  entre  eux  , on  aura 
/?* — i =iam'n'  ; mais  p étant  impair,  et  par  conséquent  />* — i 
divisible  par  8 , il  faut  encore  que  l'un  des  deux  nombres  m et  n 
soit  pair  et  l’autre  impair.  Supposons  n impair , alors  l’équation 
(p  + ’i)  (p — \)  = iam'  n' , dans  laquelle  p-^\  et  p — i ne  peu- 
vent avoir  que  3 pour  commun  diviseur , se  décomposera  néces- 
sairement de  l’une  de  ces  quatre  manières  : 

;,+  i=2om‘  ^=7an'  p+  i=an‘ 

p— i=an*  ' ^ i=2an*  p — i=2/n*  p — i=2am* 

La  seconde  et  la  quatrième  combinaison  donneroient  i = w*  — an' 
ou  i—n' — am' , et  ainsi  p et  q ne  seroient  pas  les  nombres  les 
plus  simples  qui  satisfont  à l’équation  p' — aq'=i  , contre  la  sup- 
position, Restent  donc  la  première  et  la  troisième  qui  donnent 
— 1 = n'  — am'  ou  — i = m*  — an'.  Dans  l’un  ou  l’autre  cas  , 
l’équation  — ay'=  — i est  résolue  , et  ainsi  la  proposition  est 
démontrée  ; cependant  puisque  m est  pair  et  n impair , il  est  facile 
de  voir  que  l’équation  n' — am'  = — i ne  sauroit  subsister;  il  n’y 
a donc  que  l’équation  m'—an‘= — i qui  puisse  avoir  lieu  , et  qui 
existe  nécessairement. 

Corollaire.  R résulte  de  ce  théorème , que  lorsque  a est  un 
nombre  premier  de  la  forme  4n  + i , tout  nombre  iV^qui  est  de  la 

I 
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former:* — aj’  est  en  même  temps  <lc  la  forme  a y'  — x'.  Car 
puisqu’on  peut  alors  supposer  — i = m*  — an',  on  aura 
N=(x' — aj')  (an' — m’)=  a(my  nx)‘ — (mx  -(■  any)', 

(43)  Si  a est  un  nombre  premier  de  la  forme  8 n 4-  3 , V équation 
x’  — a y*  = — 2 sera  toujours  possible  en  nombres  entiers. 

Soient  P ei  q les  moindres  nombres  qui  satisfont  à l’équation 
p' — aq‘-=i-,  si  on  suppose  d’abord  q impair,  et  qu’on  fasse 
q — mn,  m et  « étant  premiers  entr’eux  , l’équation  p' — \~aq' 
ne  pourra  se  décomposer  que  de  l’une  de  ces  deux  manières  : 


La  seconde  combinaison  donneroit  2 =m*  — an'  , équation  impos- 
sible , car  puisque  m et  n sont  impairs  , la  quantité  m* — an'  est 
de  la  forme  8i  + i — (Wn  + 5)  ('S/i+  i)  , qui  se  réduit  à la 
forme  8n — 2 et  ne  peut  être  égale  à 2.  Donc  la  première  combi- 
naison seule  est  possible  , et  si  elle  a lieu , on  aura  n' — am'  — — 2. 

En  second  lieu  , si  q est  pair,  et  qu’on  fasse  q = 2mn  , on  aura 
p' — i=4<2/«’n’,  et  comme — 1 est  de  la  forme  8 A , on  volt 
encore  que  l’un  des  nombres  m et  n doit  être  pair  et  l’autre  impair  j 
soit  n celui-ci,  et  l’équation  précédente  où/)-f-i  et  p — i n’ont 
que  2 pour  diviseur  commun  , ne  pourra  se  décomposer  que  de 
l’une  de  ces  quatre  manières  : 


p -f  1 = 2 0 m’  1 

i(.) 

p + i = 2m’ 

} (2) 

p — 1 = 2 «*  . 

p — 1 = 2 an' 

p + i = 2 a n'  ] 

}(3) 

p 1 = 2 n’ 

}(4) 

p — 1 = 2 m' 

p — i = 2 a m* 

y 

La  première  combinaison  donne 

n* — am'  = — 1 

, ce  qui  n'est  pas 

possible  , car  puisque  n est  impair  et  m pair  , le  premier  membre 
est  toujours  de  la  forme  4 n 1. 

La  seconde  combinaison  donne  1 =m'  — an’,  et  ainsi  p et  y ne 
seroient  pas  les  nombres  les  plus  simples  qui  satisfont  à l’équation 
p'  — a 7"  = 1 , ce  qui  est  contre  la  supposition. 
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La  troisième  combinaison  donne  — i = /ra*  — an',  équation  im- 
possible, parce  que  le  second  membre  est  de  la  forme  4 A — (8n  + '6) 
fSA  4-  ou  4 » 4-  1. 

Enfin,  la  quatrième  donneroit  i — n' — am' , ce  qui  ne  peut 
encore  s’accorder  avec  la  supposition  faite  que  p cl  q sont  les 
nombres  les  plus  simples  qui  satisfont  à l’équation  p' — aq'=  i. 

Donc  il  n’y  a de  possible  , parmi  toutes  ces  combinaisons  , que 
la  première  du  premier  cas , laquelle  donne  n’ — am‘=  — a , tandis 
qu’on  a 7p  = n'+  a m' , et  q = m n.  Cette  combinaison  a donc  lieu 
nécessairement,  et  ainsi  l’équation  x'  — aj‘  = — a,  est  toujours 
résoluble. 

Remarquez  qu’étant  donnés  les  deux  nombres  n et  m qui  satis- 
font à l’équation  n' — arn'  = — a , on  en  tircroit  p et  q par  l’équa- 
tion (n  + m\/a)'=2p  + iq\/'a , et  réciproquement  étant  donnés 
p et  q,  on  en  tirera  « et  m par  l’équation  v/fa/?+  2q^a)=n-\-  my'a, 

OU  par  les  valeurs  n — \/(p  — j^,  m = y/  )•  On  peut  re- 

marquer encore  que  dans  le  développement  de  \/^a  en  fraction 
continue,  la  fraction  convergente  — répondra  au  quotient  moyen 

de  la  première  période , et  ce  quotient  sera  égal  au  plus  grand 
entier  impair  compris  dans  ^ a.  Voyez  n".  3g. 


(44)  Si  a est  un  nombre  premier  de  la  forme  8n — i,  V équation 
x’ — ay*=a  sera  toujours  résoluble  en  nombres  entiers. 

Soient  toujours petq  les  moindres  nombres  qui  satisfont  à l’équa- 
tion p'  — aq'  —\  , on  peut  faire  q = mn  ou  q -=2  m'n  , selon 
que  q est  impair  ou  pair , ce  qui  donnera  les  quatre  décompositions 
suivantes  de  l’équation  p' — i =.aq'  : 


}(■)  !(’) 

1 p — 1 = a n’  1 

+ (3)  1(4). 

— i=2n*  1^  p—i~2an'\^ 


p i = a m' 

p 1 = 71* 

p + i = 2 a m‘ 
P 


La  première  donneroit  2=am'  — n' , équation  qui  ne  peut 
subsister , parce  que  m et  n étant  impairs  , le  second  membre  est 

l3 
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de  la  forme  (^t — \)  (ih+\) — laquelle  se  réduit  à 

8e — 3 , et  ne  peut  être  égale  à 2. 

La  troisième  donneroit  1 = a m'*  — n‘ , équation  qui  ne  peut 
avoir  lieu  non  plus  ; car  si  m'  est  pair  et  n impair , le  second 
membre  est  de  la  forme  4 >t*  — 1 ; si  m'  est  impair  et  n pair , il  est 
encore  de  la  forme  H — > » et  enfin  si  m'  et  n sont  tous  deux 
impairs  ( cas  qui  d’ailleurs  ne  peut  avoir  lieu  ) , le  second  membre 
seroit  pair. 

La  quatrième  combinaison  donneroit  1 = m'*  — an' , ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu , puisque  p et  y sont  supposés  les  moindres  nombres 
qui  satisfont  à l’équation  x'  — = 

Donc  enfin  la  seconde  combinaison  est  la  seule  possible  et  néces- 
saire ; elle  donne  3 = m’  — on*,  et  ainsi  l’équation  proposée 
x'  — ajr'  = 2 est  toujours  résoluble. 

On  a en  même  temps  3j3=m*rl- on*  , ÿ =mn  , ce  qui  donne 
+ ^ (m\-n\/a']r  i d’où  l’on  voit  que  les  valeurs  de  m 

et  n étant  connues  , on  en  conclut  celles  de  et  y , et  réciproque- 

ment étant  donnés /»  et  y , on  en  conclura  m et  n soit  par  l’équation 
^(ip-\-2q^ a)=.m->rny/a  , soit  par  les  formules  m = ^(p-\-\ 

On  peut  remarquer  encore  que  la  fraction  — répondra  au  quo- 
tient moyen  dans  la  première  période  qui  résulte  du  développement 
de  \/a  en  fraction  continue. 
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5.  VIII.  Réduction  de  la  formule  Ly’ M y z -f- N 
« l'expression  la  plus  simple. 

(45)  Dans  celte  formule , on  suppose  que  les  coeflîciens  A,  .1/,  iV 
sont  des  nombres  donnés  (tels  cependant  qu’ils  ne  puissent  être 
divisés  tous  trois  par  un  même  nombre  ) ; les  quantités  et  r , au 
contraire  , sont  des  indéterminées  auxquelles  on  peut  attribuer 
toutes  les  valeurs  possibles  en  nombres  entiers  positifs  et  négatifs  , 
avec  celte  seule  restriction  que  y et  s soient  premiers  cnlr’eux. 
Il  y aura  donc  toujours  une  infinité  de  nombres  représentés  par 
la  meme  formule  Ly'  + JHyz  + ^z‘;  mais  en  général  , celle  for- 
mule est  susceptible  de  diil'érentes  formes  qui  toutes  renferment 
les  mêmes  nombres  , et  il  s’agit  maintenant  de  déterminer  l’expres- 
sion la  plus  simple  de  toutes  ces  formes. 

Nous  considérerons  d’abord  le  cas  où  Jfl  est  un  nombre  pair, 
parce  que  c’est  celui  qui  présente  le  plus  d’applications  , nous 
indiquerons  ensuite  les  résultats  analogues  qui  ont  lieu  lorsque  JH 
est  impair. 

Soit  donc  proposée  la  formule  p^‘  + 7 çj'  z + rz’  , dans  laquelle 
P , q , r sont  des  nombres  donnés  j si  on  veut  transformer  cette 
formule  en  une  semblable  qui  n’en  diffère  que  par  les  coefflciens  , 
il  faudra  supposer 

y — fy  + m z' 

- =«■/ + 

y'  et  z'  étant  de  nouvelles  indéterminées.  Cela  posé  , la  substitu- 
tion de  CCS  valeurs  donne  la  transformée p'y'  -î-  3 q'yz'-^t-rz'' , dont 
les  coelbciens  sont 

/>'=  pf'  + i9fg  + rg' 

q'  — pf  m-f-q  (f n + g m)  + r g rt 

r'  = P m'  -f-  7 q ni  n + r n‘. 

Or  pour  que  les  quantités  figiUi^n,  ne  restreignent  pas  l’étendue 
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des  indéterminées^  et  z , dans  la  formule  proposée  , il  faut  que  le» 

valeurs  de^' et  exprimées  en ^ et  x , savoir 

fn  — mg  fn—mg 

soient  des  entiers  , indépendamment  de  toute  valeur  particulière 

de_y  et  de  X ; il  faut  donc  pour  cela  qu’on  ait  fn — mg=±\,  De-là 

on  voit  qu’on  peut  prendre  arbitrairement  deux  coefllciens  tels  que 

f g 1 pourvu  qu’ils  soient  premiers  entr’eux  , ensuite  on  prendra 

TH  f 

pour  — la  fraction  convergente  qui  précède  — dans  le  développe- 
n g 

ment  de  celle-ci  en  fraction  continue  ; par  ce  moyen  , la  condition 
fn  — mg=zizi  sera  remplie  , et  on  aura  la  certitude  que  tout 
nombre  compris  dans  la  formule  j'  + ayj  x -(- rx* , l’est  egale- 
ment dans  sa  transformée  jp'j^'*-b3glj''x'-i-r'x'‘,  et  réciproquement. 
D’ailleurs  ayant  supposé  ^ et  x premiers  enlr’eux  , il  faudra  que 
y et  x'  le  soient  aussi  , car  si  y et  x'  avoient  un  commun  divi- 
seur 9 , les  nombres  y z (d’après  les  valeurs  y=fy+  mz\ 
z=gy'-{-nz')  seroieiit  aussi  divisibles  par  9j  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Nous  observerons  de  plus  , que  les  valeurs  trouvées  pour  p',  q\  r' 
donnent  />V — f/q'=(pr — ^IÇ)  (fn  — mg)’=pr — yy;  d’où  il 
suit  que  la  quantité  pr  — qq  cl  son  analogue  pV — q’q’  da/is  la 
tran'iformde , sont  égales  et  de  même  signe. 

Celte  quantité  pr — q'  est  celle  qui  détermine  la  nature  de  la 
formule  p + rz' , eu  égard  aux  deux  facteurs  «j-l-fx, 

yy  + lz  dont  on  peut  imaginer  qu’elle  est  composée.  Si  ces  facteurs 
sont  imaginaires , la  quantité  pr — y’  sera  positive  : s’ils  sont  ou 
égaux,  ou  rallonn<*»,s  , la  quantité  pr — y"  sera  égale  à zéro,  ou 
à un  quarré  négatif  : enfin  s’ils  sont  réels  , mais  irrationnels , la 
quantité  pr — y*  sera  égale  à un  nombre  négatif  et  non  quarré. 
C’est  ce  qui  se  voit , eu  mettant  la  formule  2yjy  ~+ r"-’ 

sous  la  forme 

- [r>'  + 7-  + -V' (y*— [py+7  s — (Ç'—P''J]’ 
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Nous  examinerons  séparément  ces  dilTérens  cas  ; mais  il  faut , avant 
tout,  résoudre  le  problème  général  qui  suit  (1). 

(46)  Étant  donnée  la  formule  /’/nt/jce  p y*  + 1!  q y 7.  + r 

dans  laquelle  le  coefficient  moyen  2 q excède  l’un  ou  l’autre  des 
coejficiens  extrêmes  p ci  r , ou  tous  les  deux , transformer  cette 
formule  en  une  formule  semblable  où  le  coeficient  moyen  soit 
moindre  que  chacun  des  extrêmes , ou  au  moins  n’cxcèdc  pas  le 
plus  petit  des  deux. 

Supposons  P , et  dans  le  cas  où  l’on  auroit  à-la-fois  2 y>p, 
et  iq'y>r , soit  P le  moindre  des  deux  nombres  p et  r,  abstraction 
f8ile  de  leurs  signes  ; nous  ferons  y = y' — m z , m étant  un  coeffi- 
cient indéterminé  , et  la  substitution  donnera  celte  transformée 

pyy — ('^ — 2 + fy»  — tqmyr) 

Or  on  peut  prendre  l’indéterminée  m,  de  manière  que  2 p m — iq 
soit  plus  petit  que  p , ou  égal  à p ; il  faut  pour  cela  que  m soit  l’en- 
tier le  plus  proche  en  plus  ou  en  moins  de  la  fraction  donnée 

q 

Cela  posé  , faisant  p m — q = q\  p m' — 2 7 m + r = r' , la  trans- 
formée sera 

pyy—  ’ 9'y^.±siff , 

et  l’on  aurapr' — q'q’—p'^  — q’i  st3y’<iP)  le  signe  ■<  n’exclunnt 
pas  l’égalité. 

Puisqu’on  a à-la-fois  iq'y>p  et  iq'rcip,  il  s’ensuit  qn’on  aura 
q'<.  q , ce  qui  est  l’objet  principal  de  cette  première  opération. 
Maintenant  si  dans  cette  transformée  le  coefficient  27',  quoique 
< p est  encore  > / , on  procédera  semblablement , et  on  obtien- 
dra une  nouvelle  transformée  dans  laquelle  le  coefficient  moyen 
que  j’appelle  27"  sera  <27'.  Or  une  suite  de  nombres  entiers 
décroissans  7 , 7',  7",  7'",  &c.  ne  sauroit  aller  à l’infini  : ainsi  en 
continuant  les  mêmes  opérations  , on  parviendra  nécessairement 
à une  transformée  dans  laquelle  il  n’y  aura  plus  lieu  à réduction 
ultérieure,  et  qui  sera  par  conséquent  telle,  que  le  coefficient 


(1)  La  solution  de  cc  problème,  Tun  des  plus  importuns  de  TanalysR  indclcr- 
roiuce,  est  due  à Lagrange.  Voyez  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1773* 
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moyen  ne  surpasse  aucun  des  exlrèmes.  Cette  transformée  salis* 
fera  au  problème  proposé  ; ses  indéterminées  seront  encore 
des  nombres  premiers  entr’eux  , et  la  quantité  analogue  à p r — q' 
sera  de  même  valeur  et  de  même  signe  que  dans  la  formule 
proposée;  car  ces  deux  conditions  sont  toujours  observées  dans 
le  passage  d’une  transformée  à l’autre , comme  nous  l’avons  dé- 
montré. 


Soit  prise  pour  exemple  la  formule  35^*  + +|2  lo  z*; 

86 

comme  l’entier  le  plus  proche  de  - = ^ est  2 , on  fera  — 2 z , 

ce  qui  donnera  la  transformée 

Zhy'y  — i4o^'z  + i4oz*  = 35^'y  + 32^^  + 6z* 

,-p  172  — 344 


+ 210. 

Dans  celle  - ci  , 1®  ooeffioient  moyen  52  étant  plus  grand  que  l’ex- 
trême 6,  il  faut  procéder  de  la  même  manière  à une  nouvelle 
transformation.  Prenant  donc  l’entier  le  plus  proche  de  -ÿ  qui  est  3, 
on  fera  x — z' — 3y',  et  la  seconde  transformée  sera 

6z'z'— 3Gz'y'  + 54  y'y  = G zz'—  4 z'y'—  jy'y[ 

+ 32  — 9O 

+ 35. 


Cette  dernière  a les  conditions  requises , puisque  le  cbelHcient 
moyen  4 est  moindre  que  chacun  des  extrêmes  6 et  7.  En  même 
temps,  on  voit  que  la  quantité  pr — y*  est — 46  dans  la  formule 
proposée  comme  dans  sa  dernière  transformée  ; et  quant  à la  rela- 
tion des  premières  variables  y et  z , avec  les  nouvelles  y'  et  z' , 
on  trouve  qu’elle  est  donnée  par  les  équations 


z = z’-5y'. 

Examinons  maintenant  les  trois  cas  généraux  dont  nous  avons  fait 
mention  ci-dessus  (n®,  45  ). 


(47)  Soit  i®.  pr — q'  égal  à un  nombre  négatif  — ^ , nous  pour- 
rons supposer  que  la  formule  py'  + 7qyz  + rz‘  est  réduite  à la 
forme  la  plus  simple , en  sorte  que  2 q n’excède  ni  p ni  r,-  mais  alors 

je 
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je  dis  que  les  nombres  p et  r sont  de  signes  di£férens  ; car  s’ils 
avoient  le  même  signe  , pr  seroit  positif  et  >4  y*,  donc/jr  — q' 
seroit'positif  et  >3y’,  quantité  qui  ne  pourroit  être  égale  à — 
Nous  pouvons  donc  supposer  que  la  formule  dont  il  s’agit  est 
1 byz — cz*,  où  l’on  aura  a et  e positifs  , et  ac-^b'  = ^. 
, Mais  d’ailleurs  on  a toujours  a é o et  e , et  par  conséquent 

ac+b'  > 5b' , donc  on  a 5i‘  , ou  3 < en  même  temps 

les  limites  de  ac  sont  ac<C.^ , ac^j^. 


Remarque.  Il  peut  arriver  que  diflërentes  formules , telles  que 
ay'-\-ibyz — c z'  répondent  à une  même  valeur  de  et  satis- 
fassent à la  condition  ib<.a  et  c,  sans  cependant  dilférer  essen- 
tiellement entr’elles.  Par  exemple  , les  deux  formules  y'  — y z' 
et  2y‘  + 7yz — 3z*  donnent  également  ac-\-b'=j , et  ib<ia  et  c ; 
cependantsi  l’onfait^=2t — 5u,z=Su — r,laformule  iy'+7yz — ’âz' 
deviendra  t' — 7^*;  et  réciproquement , si  dans  celte  dernière  on 
fait  t=5y  + 5z,  m=j' + elle  se  réduit  à la  première  oy'  + 7yz — 3z*. 

D’où  l’on  voit  que  ces  deux  formules  ne  sont  réellement  que  deux 
expressions  dilFérentes  d’une  seule  et  même  formule , et  qu’il  n’est 
aucun  nombre  contenu  dans  l’une  qui  n«  soit  également  contenu 
dans  l’autre  avec  la  même  valeur  et  le  même  signe. 

Le  nombre  ^ étant  donné , il  est  facile  de  trouver  toutes  les 
formules  ay'-^-îbyz — cz'  qui  satisfont  aux  conditions  b'  -^ac—^ , 
2é<a  et  cj  et  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  formules  est 
nécessairement  limité , puisqu’on  doit  avoir  a et  c positifs , et 


à distinguer  celles  qui  ne  diffèrent  point  essentiellement  entre 
elles , afin  qu’on  soit  en  état  de  réduire  la  totalité  au  plus  petit 
nombre  possible.  Nous  nous  occuperons  de  cette  recherche  dans  le 
§.  XIII. 

2®.  Si  en  supposant  toujours  pr — q'  — — ^4,  est  un  quarré 
parfait,  alors  la  formule  proposée  py'  + iqyz  + rz'  sera  décom- 
posable  en  deux  facteurs  rationnels  (^y  + Cz)  (yy-r^z)  j si  de 
plus  on  a pr — ces  deux  facteurs  seront  égaux.  Ces  cas 

K 
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n’ont  pas  besoin  d’un  plus  grand  déreloppemeni , et  on  voit  facile- 
ment quelle  seroit  alors  l’expression  la  plus  simple  de  la  formule 
proposée. 

Soit  donc  3°.  pr  — à un  nombre  positif  et  supposons 
de  nouveau  que  la  formule  py'  + 2 qy  z + r z*  soit  réduite 
à son  expression  la  plus  simple , de  sorte  que  3 7 ne  surpasse  ni 

P ni  r.  Alors  on  aura  pr~:^ikq'  et  Zq'<.u4  , ou  7 — } en 

3 

même  temps  on  voit  que  pr  sera,  toujours  compris  entre  ^ et  -y 

Etant  donné  le  nombre  , il  est  facile  de  trouver  toutes  les 
formules  py'"  + '2qyz  + rz'  qui  satisfont  aux  conditions  pr — q'—u4, 
et  iq<ip  et  r.  On  peut  démontrer  de  plus  , que  toutes  ces  formules 
sont  essentiellement  différentes  les  unes  des  autres  , et  ne  peuvent 
se  réduire  à un  moindre  nombre.  Ce  sera  l’objet  des  deux  pro- 
positions suivantes. 

(48)  T II  É O R è M E.  Si  la  formule  indélermince  py*  + 2qyz  + r7* 
est  telle  que  a q ne  surpasse  ni  p ni  r ; si  en  même  temps  pr — q* 
est  égal  à un  nombre  positif  A , je  dis  que  les  deux  plus  petits 
nombres  compris  dans  cette  formule  sont  p et  r. 

On  observera  d’abord  que  la  formule  py*  + 7qyz-\-rz'  ^ con- 
sidérée analj'liquement , est  la  même  que py‘ — iqyzyrz',  parce 
qu’on  peut  faire  à volonté  les  indéterminées  y et  z positives  ou  néga- 
tives. Or  toutes  choses  d’ailleurs  égales , la  formule /jy*  + 27yz  + /-z* 
dont  nous  supposerons  les  trois  termes  positifs  , est  plus  grande  que 
la  formule  py' — 37^^:  + rz’ j ainsi  ce  n’est  qu’à  l’égard  de  cette  der- 
nière que  le  minimum  peut  avoir  lieu. 

Soit  donc  P =p  y' — 2qyz  + rz' , et  soit  y >z.  Mettons  y — i 
à la  place  de  y , et  supposons  que  P devienne  P\  nous  aurons 
P'  = P — 7py  + p + 2qz 
ou  P'=  P—2q(y—z)—y(p  — 7q)—p(y—l). 

Or  à cause  de p>  2 q ety>  z , il  est  manifeste  que  /''est  moindre 
que  P , quand  même  le  signe  > comprendroit  l’égalité , comme 
on  le  suppose  toujours. 

On  pourroit  objecter  que  quoiqu’on  ait  P'— P — Q.,  Q étant 


Digitized  by  Google 


P R E M I È R E P A R T I E.  ;5 

nne  quantité  positive,  cependant  si  Q est  lui- même  plus  grand 
que  P , alors  P'  pourroit  avoir  une  valeur  négative  plus  grande 
que  P.  Mais  cette  objection  tombe  d’elle-mêtne , en  observant  qu’il 
n’y  a aucune  valeur  de  et  de  z qui  puisse  rendre  la  formule 
py' — + négative,  attendu  que  ses  facteurs  sont  imagi- 
naires. 

Il  soit  de-là  que , quelles  que  soient  les  valeurs  de  ^ et  z qui 
donnent  le  résultat  P , on  trouvera  un  résultat  moindre  en  dimi- 
nuant d’une  unité  la  plus  grande  des  deux  quantités  y et  z , ou 
Pnne  des  deux  , si  elles  sont  égales  ; car  la  conclusion  qu’on  a tirée 
Buroit  également  lieu , si  on  avoit  y — z.  Mais  en  continuant  ainsi 
à diminuer  les  indéterminées  y'  et  z , on  parviendra  nécessairement 
aux  valeurs  y' = i,  z = i;  donc  la  quantité  P=p  — tq  + r qui 
répond  aux  valeurs^  = i , z = i , est  plus  petite  que  toutes  celles 
qui  répondent  à des  valeurs  plus  grandes  de  ces  variables. 

D’un  autre  côté  , puisque  yqest<C.p  etr,  la  quantité/» — iq  + e 
est  plus  grande , ou  au  moins  égale  à la  plus  grande  des  quantités 
P et  r.  Donc  ces  deux  nombres  p et  r sont  les  plus  petits  qui  soient 
compris  dans  la  formule  proposée,  et  après  ceux-ci  le  plus  petit 
est  P — ay+r. 

(4g)  ThèORÉke.  Si  deux  formules  indéterminées 
p'y*  + 2q'y  z + r'z‘,  sont  telles  V une  et  l’autre,  que  le  coefficient  du 
terme  moyen  ne  surpasse  aucun  des  coefficiens  extrêmes  ; si  en 
même  temps  les  quantités  p r — q* , p'r'— q'*  sont  égales  à un  même 
nombre  positif  A , jé  dis  que  ces  deux  formules  sont  essentielle- 
ment différentes  l’une  de  l’autre  , et  qu’elles  ne  peuvent  se  réduire 
à une  même  formule. 

Car  s’il  étolt  pos.ùble  de  transformer  l’une  de  ces  formules  dans 
l’autre , il  faudroit  que  l’une  des  deux  renfermât  au  moins  un  nombre 
moindre  que  ses  coefficiens  extrêmes , ce  qui  est  contre  le  théo- 
rème précédent. 

( 5o  ) Jusqu’à  présent  , nous  n’avons  considéré  la  formule 
Ly'  + AlyzyNz’  que  dans  le  cas  où  le  coefficient  moyen  A/ est 
pair.  Supposons  maintenant  que  ce  coefficient  soit  impair , on  trou- 

Ka 


Digitized  by  Google 


76  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Tcra  , par  des  considérations  semblables  , les  résultats  suivans  qu’il 
nous  sufbt  d’indiquer. 

1®.  Toute  formule  indéterminée  Ly'-\-My  s+JVz*  dans  laquelle 
on  a.  M>  7 L , peut  se  réduire  à une  formule  semblable  dans 
laquelle  le  coefficient  moyen  sera  moindre  que  7 L , et  où  la  quan- 
tité analogue  à 4 LN — M'  sera  de  même  valeur  et  de  même  signe. 
II  faut  pour  cela  faire  y = y — m z , et  prendre  pour  m l’entier 


le  plus  approché  de  ♦ 

3®.  Donc  par  une  ou  plusieurs  transformations  de  cette  sorte , on 
changera  la  formule  pro{K>sée  en  une  formule  semblable  , dans 
laquelle  le  coefficient  du  terme  moyen  ne  surpassera  aucun  des 
extrêmes,  et  où  la  quantité  iLN — M‘  sera  de  même  valeur 
et  de  même  signe  que  dans  la  proposée. 

3®.  lorsque  iLN — M'  est  égal  à un  nombre  négatif — B,  la 
transformée  qui  satisfait  aux  conditions  précédentes  est  de  la  forme 
a y'  + byz  — c z* , dans  laquelle  oaa  B + i a c,b<C.a  el  c,  et 


par  conséquent  i < t/ 


B 

J' 


Etant  donné  le  nombre  B,  on  peut  trouver  aisément  toutes  le* 
formules  ay‘  + byz — cz'  qui  satisfont  aux  conditions  b^+iac=B, 
è<Caetc.  Mais  plusieurs  de  ces  formules  peuvent  être  identiques 
ou  transformables  les  unes  dans  les  autres  j c’est  ce  qu’on  exami- 
nera dans  le  XIII. 

4°.  Lorsque  4 L N — M'  est  égal  à un  nombre  positif  B , la 
transformée  ay’  + byz+cz'  qui  satisfait  aux’  conditions  précitées 


iac — b’  = B , 6<ia  et  c , et  par  conséquent  6<  , est  telle 

O 


que  O et  e sont  les  deux  plus  petits  nombres  qui  y soient  compris. 

Donc  toutes  les  formules  de  cette  sorte  qui  répondent  à Un  même 
nombre  donné  B , sont  essentiellement  différentes  les  unes  des 
autres  , et  ne  peuvent  se  réduire  à un  plus  petit  nombre. 
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§.  IX.  Dl  r ELOP P E3I EN  T de  la  racine  d'une  équalion 
du  second  degré  en  fraction  continue. 


(5i)  SotT =0  une  équation  proposée,  dont  les  coeffi- 
ciens  sont  entiers  et  les  racines  réelles  ; on  propose  de  développer 
en  fraction  continue  l’une  de  ces  racines , que  pour  plus  de  simpli- 
cité on  regardera  comme  positive  ( si  elle  étoit  négative  , on 
mettroit  — x à la  place  de  or , et  on  feroit  précéder  le  résultat  da 
signe  — 

Ayant  commencé  l’opération  d’après  la  méthode  générale , sup- 
posons qu’on  soit  parvenu  aux  deux  fractions  convergentes  consé- 
, P*  . 1 . 

cutiyes^,  ^ > et  soit  z le  quotient*  complet  qui  répond  à la  der-* 

P“+P°  ' O I - 

niere  , on  aura  x = ^ , et  par  conséquent  z = , .Subs- 

+ ^ p — qx 

titnant  au  lieu  de  x sa  valeur  x — — ^ ^ 

. 3/ 

_ _ —g g"—  ■j/p"  + 7 V (à'—  V'’) . 
gg+'^fp—gv'  ’ 

quantité  qui , en  rendant  le  dénominateur  rationnel , devient 

__'-i(pg'‘—p’'g)  v'((f—\nO—fpp'—\g(pg°+p'g)—hqq* 
fp'  ■'r  gp  q h q^ 

Si  pour  abréger  , on  représente  cette  valeur  par  la  formule 
•)  les  quantités  D ^ seront  exprimées  comme 

irg’-4/A; 


X = ■ 


il  suit  : 


D 


(P9°—P°g)^  — —fpp'—ig(pg'-'rp'q)—hqq’ 

(p  g°—p°g)  O — fp'-^gpg+it  g'  » 

où  l’on  voit  qu’à  cause  de  p q" — p"q  = d=  i , le  nombre  D sera 
toujours  un  entier  j quant  an  nombre  1 , il  sera  entier , si  g est 
pair  ; mais  il  contiendra  toujours  la  fraction  8i  g est  impair. 
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(5?)  Quelque  loin  qu’on  ait  poussé  le  développement  de  x en 
fraction  continue , on  voit  que  le  quotient  - complet  z s’exprime 
facilement  au  moyen  des  deux  dernières  fractions  convergentes 

— , , ce  qui  pourroit  servir  à continuer  le  développement  encore 

plus  loin.  Mais  indépendamment  des  fractions  convergentes,  on 
peut  avoir  la  loi  de  progression  des  quotiens-complets  ; en  effet, 
soient 

+ f l/^  + J \/^+r 

Z?’  ’ D * ly 

trois  de  ces  quotiens  consécutifs  j et  soient  — , - , ^les  fractions 

9'  9 9 

convergentes  qui  leur  correspondent  ; si  on  fait  pour  abréger 
P q" — p'q  = r , on  aura , comme  nous  venons  de  le  trouver , 

il  =^~fPP'‘—is(p9°-^P’9>  — ^9  9' 
iD  = fp'-^gpg-^  h ?*• 

Passant  de-!â  aux  valeurs  suivantes , et  observant  qu’alors  i change 
de  signe,  parce  qu’on  a p'q — P9=  — (P9^ — P°9)  t ces  formules 
deviendront 

— J r = —fr'p—\g(p'q-Vpq')—hq'q 
— iiy—  fpp^8pq'->rhq'q. 

Or  si  on  appelle  à l’ordinaire  /u  le  quotient  qui  répond  à la  fraction 
- , on  aura  p'=  pp+p" ,q'=  pq-’rq" , valeurs  qui  étant  substituées 
lans  la  première  équation , donneront 

iT=p(fp'-\-gpqJrhq')  +fpp^Jr-ig(P9''  ^p’q)  +*??*» 
ou  H'=piD  — il , de  sorte  qu’on  a sans  ambiguité 

l'  = pD  — I. 

Faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l’équation  en  Z7 , on  aura 
pareillement 

—D'i  = /*•  (fp'+gpq  + hq^)  ( lfpp°-¥gp°q+gPq°-\-  "ihqq") 

8P°9"-*rf>q°'i 

et  le  second  membre  se  réduisant  à.  p‘  Di — 2 pIi~—iD’j  on  aura 
encore  sans  ambiguité 

0"=  2 /«/  — 
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ou  /)'=  23’  -f  M )•  De-là  il  suit  qu’étant  donnés  deux  quotiena-, 
complets  consécutifs 

ir 


v/^  + i 
D 


= + 


le  suivant  " se  déterminera  très-simplement  par  les  valeurs 

Iz=f^D  — I 


Z3'=Z3 

ce  qui  est  la  même  loi  qu’on  a trouvée  (n“.  2g)  dans  le  dévelop- 
pement des  racines  quarrées. 


(53)  Si  on  élimine  des  deux  formules  précédentes , on  aura 
Z3'Z3+/'*  =33/3“  + i*j  mais  le  premier  membre  de  celle  équation 
renferme  les  mêmes  quantités  que  le  second,  avec  la  seule  diffé- 
rence qu’elles  sont  avancées  d’un  rang  de  plus  j il  s’ensuit  donc 
que  chaque  membre  est  une  quantité  constante.  Pour  déterminer 
cette  quantité  en  fonction  des  coeffîciens  de  l’équation  proposée  , 
soit  k l’entier  le  plus  grand  compris  dans  x , le  développement  de  la 
valeur  de  x commencera  ainsi: 


/ 


f 


= &c. 


\/A—'-g--fk  —ft—gk—h 
Donc  à l’égard  des  deux  premiers  quotlens  - complets , on  peut 
supposer  JT  —f , ü = — fk' — gk — A,  I='-;g-\-fk,  ce  qui  don- 
nera 23’23  + i' = 7/jT — fk  = ^.  Donc  quel  que  soit  le  rang  du 


quotient-complet  — ■ 


ü 


on  aura  généralement 


D°D  -f-  r — u4. 

Il  pourra  arriver  que  les  premières  valeurs  de  D soient  alternati- 
vement positives  et  négatives  ; car  quoique  x soit  toujours  com- 
pris entre  deux  fractions  convergentes  consécutives  — , -,  cepen- 
dant  si  les  deux  racines  de  l’équation  fx'-kgx-\-h  — o diffèrent 
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moins  enli 'elles  que  ne  difiërent  l’une  de  l'autre  ces  deux  fractions 
convergentes , il  est  facile  de  voir  que  les  deux  résultats 

fp' +gP<i  + h9' ■> 

obtenus  en  substituant , dans  le  premier  membre  de  l’équation 


— et  - à la  place  de  x , seront  nécessairement  de  même  signe  j 
9 9 

donc  alors  Z?”  et  D seront  de  signes  différens.  Mais  comme  l'ap- 
proximation augmente  rapidement  à l’aide  des  fractions  continues, 
cette  alternation  de  signes  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  un  petit 
nombre  des  premiers  termes  , et  bientôt  après  les  quantités  D 
seront  constamment  de  même  signe. 

A compter  de  cette  époque , où  la  série  des  quotiens- complet» 
prend  une  forme  plus  régulière , la  quantité  D Z?’  étant  toujours 
positive  , on  aura  à-la-fois  Les  valeurs  de  I 

et  de  D étant  ainsi  limitées , et  d’ailleurs  les  nombres  1 1 D 


étant  toujours  des  entiers,  le  quotient-complet 


D 


ne  peut 


avoir  qu’un  certain  nombre  de  valeurs  différentes.  Donc  après  un 
nombre  de  termes  plus  ou  moins  grand  , mais  qui  ne  peut  excéder 
^ yt,  on  retombera  nécessairement  sur  un  quotient-complet 

déjà  trouvé , après  quoi  le  reste  de  la  fraction  continue  ne  sera  plus 
composé  que  d’une  même  série  ou  période  de  quotiens  déjà  trouvés, 
laquelle  se  répétera  à l’infini. 


(54)  Cela  posé , il  y aura  une  infinité  de  fractions  convergente» 

^ ~ — J qui  dans  les  périodes  successives  répondront  à un 

(/qxqi 

même  quotient-complet  d’autant  plus  impor- 

tant de  rechercher  l’expression  générale  de  ces  fractions , qu’elles 
serviront  à donner  une  infinité  de  solutions  des  équations  de  la 
forme  f y^  + gy  s -t-  Az*  = =fc  D. 


Soit  donc  t*.'’ a la  période  de  quotiens  qui,  répétée 


une  infmité  de  fois,  forme  le  développement  de 


D ’ 


au  moyen 


de 
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Je  ces  quotiens , on  continuera  ainsi  le  calcul  des  fractions  con- 
vergentes vers  X : 

Quotiens. ..  /x,  n' ht  I*  t ' **- 

Fract.  conv.  — > ^ E-L  ?1 

qqq  9*  t q 1 ql 

Représentons  en  outre  par  ^ la  valeur  de  la  fraction  continue 
, I calculée  jusqu’au  terme  *#  inclusivement.  Cela  posé, 

^ ' M T “T  D 

h &C., 

de  même  qu’on  a , quel  que  soit  h , i de  même  , en 

q qh+q 

mettant  - au  lieu  de  /u , on  aura 

et  ^ 

pi  P pa+p*e 

yî  + y.  “ q^r^' 

ce  qui  donne  /} i =p , qi—qa-rq’C,  Ou  anroit  aussi,  en 
à la  place  de  f»,  ^ 


mettant 


X = 


_ p\/^+pI+p°D  _ y/^— 7g. 
, . q^yi  + ql+q^D  f 

q\  ■ 


Cette  équation  donneroit  les  mêmes  valeurs  de  / et  i?  qu’on  a 
trouvées  ci-dessus  ; on  en  tire  aussi  immédiatement 

D 


-=-^r7g+/;- 


7-= 


Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  p i et  y i , il  en  résultera 

, I =,  (._^/+ g.  4{-)  + 


L 
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On  aura  donc  semblablement , à cause  de  l’égalité  des  périodes  , 


Soit  pour  abréger  « — — .«^4'  = *)On  tirera 

de  ces  équations 

pi  = 2 9p  i — ip 
ç 7 = i ç ç 1 — t q. 

D’où  il  suit  que  les  numérateurs  p ,p  i,p  i,  &c.  forment  une  suite 
récurrente  dont  l’échelle  de  relation  est  2 » , — i : il  en  est  de  même 
de  la  jsérie  des  dénominateurs  q y q \ % qi  y &c.  Et  ce  résultat  est 

applicable  non-seulement  aux  trois  premiers  termes  ~ 5 

mais  à trois  autres  quelconques , pourvu  qu’ils  se  suivent  immé- 
diatement. 

Or  il  résulte  de  la  théorie  connue  de  ces  suites  ) que  si  l’on  fait 

fs  + 4 V -^T  = ♦ -J-  ’l'  ^ y 

n étant  ^ entier  quelconque , le  terme  général  demandé  — sera 
donné  par  les  formules 

= a'  ♦ -f  é'  Ÿ 

?n  =a"*  + , 

où  il  ne  reste  plus  à déterminer  que  les  coefBciens  o',  b\  a",  b". 
Pour  cela  , soit  n=o , et  conséquemment  ♦=!  , ÿ=o  , on  pourra 
supposer  p„=py  q ^ = q , et  ainsi  on  aura  a'=p  , a"=qj  soit 
ensuite  n = i , il  faudra  qu’on  ait 

/)  1 = ? -b  é'  4 

y 1 = y s + 6"  4 5 

de-là  et  des  valeurs  connues  de  i et  y i , ou  tire 
b'  = —\gp—hq 
*"= 

Donc  enfin  le  terme  général  ~ sera  déterminé  par  les  formules 

y» 

Pn=P*  — (jffP  ■^hq)'* 

y , = y*  + (igq-^fp)'*-. 
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Nom  alloQS  maintenant  faire  voir  qne , quoique  les  valeurs  de  p 
et  et  conséquent  celles  de  e et  paroissent  se  présenter 
sous  une  forme  fractionnaire , cependant  ces  quantités  ne  peuvent 
contenir  au  plus  que  la  fraction  7 , ce  qui  n’empêchera  pas  les 
valeurs  de/t.  et  ÿ»  d’être  toujours  des  entiers. 


(55)  Considérons  la  fraction  continue  qui  résulte  du  quotient- 
1 v'  + ^ 

complet  X = ^ , et  qui  est  composée , comme  nous  1 avons 

déjà  dit , de  la  période  ft". . . <•  répétée  une  infinité  de  fois; 

si  on  calcule  les  fractions  convergentes  vers  z , par  la  loi  ordinaire. 


Qttotiens H,  /*',  s»* 


<*>  f*  » M 


I,  &c. 


J 

Fract.  converg.  ~ » 


On  aura  1 après  la  première  période,  z = 


« z+ 

Cz  + r 


, onCz’  + r^*— «> 


= *•.  Substituant , au  lien  de  z , sa  valeur  , et  égalant 

«ntr’eux  les  termes  de  la  même  espèce,  on  aura  les  deux  équations 

4=-- 


u I r— « 


ei  «— r 


d’où  l’on  tire  ~ = , et  ** =f  \~pi — ) ~ ~q~’  Maintenant 

les  valeurs  de  e et  4 donnent 

Et  d’abord , à cause  de  — l'=DD’ , le  second  membre  se  réduit 

2«f  f*  . , . 

a «*  — ■ ^ • 1 — ensuite  si  on»substitue  les  valeurs  trouvées 


de  ^ et  , il  devient  <»* — a « C«*,  ou  «f’ — »'C==fci , 

de  sorte  qu’on  a 

S*  — ^4’==bi. 

L 2 
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Il  paroît , par  ce  résultat , que  les  quantités  9 et  4 sont  les  mêmes , 
soit  que  la  période  n , f*',  /j-".  ...  « commence  an  quotient  , ou 
à tout  autre  terme  f*',  &c. , pourvu  qu’elle  soit  composée  des 

mêmes  quotiens  disposés  dans  l’ordre  de  la  période  ; et  c’est  d’ailleurs 
ce  dont  il  est  facile  de  s’assurer , en  prenant  T et  17'  au  lieu  de 

et 

/ et  17,  et  calculant  une  valeur  de  - qui  réponde  aux  quotiens 


I4.\  n". . . . U , /i-,  car  il  en  résultera  absolument  les  mêmes  valeurs 
pour  les  nombres  9 et  4- 

Au  reste,  puisqu’on  a — — 1 = *^  , il  est  clair  que  le 

nombre  p est  entier,  ou  ne  contient  au  plus 'que  la  fraction  7 j 
quant  à l’autre  nombre  4 = ^ , je  dis  qu’il  est  toujours  un  entier. 


_ c . ..  7 

(56)  En  effet , si  — n’est  pas  un  entier , «oit  — son  expression 

à 

la  plus  simple,  en  sorte  qu’on  ait  D = 9J-}  nous  avons 

a"  f •> 

trouvé  — = — = on  pourra  donc  faire  anssi  a > , 17’=  a $. 
iJ  iJ  O 


^ CI  yl  a— r , a— . 

On  a d ailleurs  — = — = j donc doit  etre  un  enDer, 

D I -i  y ’ 


et  ainsi  on  peut  faire  1 = . Ces  valeurs  étant  substituées  dans 

3 

l’équation  17 Z7’+ 1’ = on  aura 

f 4 9 A 4-  If’l  J'*  = 4 ^ — kfh. 

Donc  si  le  nombre^’ — kfh  n’a  point  de  diviseur  quarré  , on  aura 

c 

nécessairement  <T=  i , et  ainsi  il  sera  démontré  que  — est  un 


entier;  mais  si  — kfh  a un  facteur  quarré  7'*,  l’équation  pré- 
cédente pourra  avoir  lieu , et  il  faut  examiner  les  conséquences 
ultérieures  qu’elle  fournit. 

Or  on  a — J°,  on  /’=m°17° — J = /»“A(T ; donc 

3 


J®  est  divisible  par  I.  On  a ensuite  D — D"”  + (T  — I ) , 

d’où  l’on  lire  D'“  —D — n°  (P  — J).  Le  second  membre  étant 
encore  divisible  par  I,  il  faut  que  le  premier  17’°  le  soit  aussi , de 
même  que  P°  dont  la  valeur  est  |n°°  17’°— i’.  De-là  on  voit  que  non- 
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seulement  les  trois  termes  du  quotient-complet  ^ sonl  di- 

visibles par  mais  qu’il  en  est  de  même  des  trois  termes  des 

, . ,,  v/-^+P  + - _ 

quotiens- complets  precedens  — j-- , — — , «c.  Remon- 

tant ainsi  jusqu’à  la  valeur  primitive  de  j:  , on  verra  que  «T  ne  peut 
être  qu’un  facteur  qui  affecte  inutilement  les  trois  termes  de  Kt 

• • — » 1 c 

quantité  j et  comme  on  peut  supposer  qu  un  tel  fac- 

teur n’existe  pas , ou  qu’on  s’en  est  débarrassé  par  la  division  , on 
aura  donc  nécessairement  t—  i } et  par  conséquent  ^ ou  4 
toujours  un  nombre  entier. 

(57)  Lorsque  ^ est  pair , le  nombre est  entier  ainsi  que /,  et 
alors  9 ne  peut  manquer  d’être  un  entier, puisqu’on  a 
Lorsque  y est  impair,  ^ et  I sont  des  fractions  qui  ont  pour  déno- 
minateurs 4 et  3 ; cependant  il  peut  arriver  même  dans  ce  cas  , que 
4 soit  pair , et  alors  9 sera  encore  un  entier , en  vertu  de  l’équation 
— ^4*  = ± 1. 

Enfin , si  on  a à- la-fois  g' et  4 impairs  , ÿ contiendra  la  fraction  f j 
et  en  faisant  \/ ^/a , on  aura  ^-t-4\/-^  =ï“-f74 

Je  dis  maintenant  qu’une  puissance  quelconque  entière  de 
î»+i4t/o  ne  peut  contenir  au  plus  que  la  fraction  En  effet , 
à cause  de  »’ — a 4’=  ± 4 i on  a 

fï«  + 74Va/=  i‘>*=F»  + T“4  (/a 

fr  » 4-  t4  Vo)  — + y/a. 

3 a 

D’où  l’on  voit  que  la  seconde  puissance  contient  la  fraction  j seuîo 
ment,  et  que  la  3"  ne  contient  aucune  fraction,  puisque  « étant 

impair, et doivent  se  réduire  à des  entiers.  Or 

3 3 

l’exposant  n , quel  qu’il  soit , sera  toujours  de  l’une  des  formes 
3à,  3à+i,  34-f-3j  donc  puisque  la  puissance  3*  ne  contient  pas 
de  fraction  , la  puissance  n ne  pourra  contenir  au  plus  que  la 
fraction;.  Cette  puissance  est  d’ailleurs  représentée  par*-t-'J't/.^^ 
ou  /ai  donc  les  nombres  3 * et  'i'  seront  toujours  entiers. 
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On  aura  d’ailleurs  entre  ces  entiers  la  relation  4** — kA  ÿ*=±4. 


(58)  Revenons  à la  considération  des  fractions  &c. 

y 

qui  dans  les  périodes  successives  répondent  à un  même  quotient- 
complet si  l'on  désigne  par  l’expression  générale 


de  ces  fractions  ^laquelle  étoit  ci-dessus  il  faudra  qu’on  ait 


P 

le  signe  + ayant  lien , si  la  fraction  est  de  rang  impair  parmi  les 

fractions  convergentes  , et  le  signe  — si  elle  est  de  rang  pair. 

Or  si  on  substitue  dans  le  premier  membre  les  valeurs  trouvées 
pour  P et  Q , savoir  : 

P=p*  — (igp  + hg)* 

Q — <i*+  y 

on  trouvera 

/'P‘+  gP  ç + A <?•  = (fp^+gp  q + hq^)  ; 

de  sorte  que  comm e on  a déjà  fp'-\-gpq-\-hq'  , il  faut  que 

*’ — se  réduise  à±i  , ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous 
avons  déjà  démontré  (n®.  55).  Cette  vérification  nous  fournit  de 
plus  une  remarque  très-importante,  savoir  qu’on  peut  changer  le 
signe  de  ÿ dans  les  valeurs  de  P et  Ç,  et  que  les  nouvelles  valeurs  qui 
en  résultent  satisfont  également  à l’équationyj’^  -hgPQ  -b  AQ*==tZ7j 
or  en  examinant  ces  secondes  valeurs 

P=p*  + (jgp  + hq)lr 
. Q = q*~  (igq  + fp)'fTy 

et  les  comparant  aux  premières  où  'l' a un  signe  contraire , on  trou- 
vera qu’elles  ne  sont  point  comprises  dans  celles-ci  , ou  du  moins 
qu’elles  ne  le  sont  qu’en  supposant  l’exposant  n négatif  ( c’est  ce 
qu’on  développera  davantage  ci- après).  11  faut  donc  nécessairement 
que  ces  nouvelles  valeurs  de  P et  résultent  du  développement 


de  l’autre  racine  de  la  même  équation y.T*'-l- g*  -b  A =o. 


(5g)  Il>6ufiit,  par  conséquent , pour  résoudre  l’équation  proposée 
+ » lorsque  Z?  n’excède  pas  — j^)r 
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de  déTelopper  en  fraction  continae  une  seule  racine  de  l’équation 
/**+^.t+A  = o,  et  la  solution  qu’on  obtiendra  par  le  moyen  des 

fractions  convergentes  qui  répondent  au  quotient-complet 

comprendra  également , par  un  simple  changement  de  signe  , la 
solution  qui  naitroit  du  développement  de  l’autre  racine.  Ces  deux 
solutions  seront  réunies  dans  les  formules  générales 
j'=p*ziz  (^ffp  + hç)'i' 

et  s’il  arrive  que  le  nombre  donné  D ne  se  trouve  nulle  part  parmi 
les  dénominateurs  des  quotiens-complets  dans  le  développement 
d’une  racine  , il  sera  inutile  de  chercher  ce  même  nombre  dans 
le  développement  de  l’autre  racine  , et  on  pourra  dès-lors  assurer 
que  l’équation  dont  il  s’agit  n’est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 

Pour  éviter  tout  embarras  à l’égard  des  signes  dans  l’application 
des  formules  précédentes , faisons  pç° — p°q=i , » pouvant  être  -p  i 
ou  — 1 selon  les  dilférens  cas,  on  aura  d’abord 

fp'  + gpg  + hç'  = iD. 

Il  faudra  ensuite  faire  attention  an  nombre  de  termes  de  la  période 
t*  ) H' «tsice  nombre  est  pair  , les  diverses  fractions  con- 

vergentes  - , — , — , &c.  seront  placées  de  la  meme  maniéré  , 

q çi  çi  ’ 

c’est-à-dire  qu’elles  seront  tontes  de  rang  pair  , ou  tontes  de  rang 

impair  , et  ainsi  l’équation  /y*  + g jy  z + h z‘  = iD  sera  résolue 

par  les  formules 

a~P*=^({gP  + fiq)'f' 

z — q*zfi(^S(q+fpJ'lr' 

OÙ  l’on  a ^ip-t-4v'^T=  * + 

Dans  ce  cas  , l’équation  fy'  -p  g_y  z + /iz'  — — / 77  ne  pourra  être 
résolue  en  nombres  entiers , au  moins  d’après  la  fraction  conver- 
p 

gente 

9 

Si  au  contraire  le  nombre  des  termes  de  la  période  est  impair , 
alors  on  pourra  , par  les  mêmes  formules  , résoudre  à-la-fois  l’équa- 
tion /y*-pgyx-p/u’=-ptZ7  et  l’équation  fy  ■\-gyz-\-hz'= — iD , 
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savoir  , la  première , en  faisant  n = 3 , et  la  seconde  , en  faisant 

n = a + 1 . 

(6o)  Le  cas  de  7?=  i devant  recevoir  un  grand  nombre  d’appli- 
cations , il  sera  bon  de  l’examiner  en  particulier.  On  aura  alors 

? — 1-  J=ïg-+/-  i or  ig  +J-  est  une  valeur  fort  approchée  de 

^ ^ ^ . • n ■ 

\/^  ou  de  5 soit  donc , si  g est  impair , m I entier 

impair  le  plus  grand  contenu  dans  \/ (g’ — j si  g est  pair, 
7/j  l’entier  pair  le  plus  grand  contenu  dans  ce  même  radical , on 

aura  dans  les  deux  cas  (parce  que  ~ est  plus  petit  que  l’unité  ) 

3 

Le  quotient-complet  — deviendra  en  meme  temps 

et  ainsi  l’entier  compris  t^—m.  C’est  la  valeur  du  quotient  qui  dans 
les  périodes  successives  répond  à la  valeur  D—\. 

a 

Soit  toujours  (t , f*’,  ...  « , la  période  des  qùotiens , et  - la 

fraction  qui  en  résulte  , nous  avons  trouve  ci-dcssus  ■ — a— 

donc  lorsque  D~  \ et/=  — , on  a C' ■z=. a.  — mC  = a — h D’où 

l’on  voit  que  les  qùotiens  « forment  une  suite  symmé- 

trique  (n'^.  3a  ) , et  ainsi  la  période  qui  se  répète  à l’infini  est 
de  la  forme  m,  s»',  • • /“"»  m'.  Enfin  on  aura  dans  le  mçmç  cas 

(Gi)  Quel  que  soit  le  nombre  D , si  g est  pair,  les  formules 
générales  peuvent  être  simplifiées  et  débarrassées  de  fractions.  Soit 
alors  l'équation  à résoudre  ay'  + a b y s-fcz’=±Z),  ce  qui  don- 
nera f=a  , g=2b,  h—c  , A—bb — ac;  soit  toujours f".  • • “ 
la  période  qui  répétée  une  infinité  de  fois,  forme  le  développement 

du  quotient-complet  - ,•  si  parle  moyen  de  cette  période, 

flt 

on  calcule  la  fraction  - comme  il  suit  : 

C 

Qùotiens 
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Quoliens /i , fi'  ^ n" « 

^ * f*  a.’  a 

Fract,  converg.  

01  % % 


on  aura  p = * ^ ^ ^ /,  4 = ^ , lesquelles  valeurs  seront 

toujours  des  entiers.  Faisant  ensuite 


+ 4 V -^T  =*  + '*' 

jr  (bp-\-cq)'* 

z = q*^  (bq->r  ap)'f  ^ 

on  aura  ojr*+ a 4j'z+c**=:i:ZJ,  et  quant  à Eaxnbignité  du  signe* 
elle  sera  déterminée  par  la  formule 


ay*Jr  a « + cz*=  (p* — (p<f—p'q)D , 
où  l’on  sait  que  e‘— 4*»  ainsique  pq‘ — p'y,  ne  peuvent  être 
que  + 1 ou  —1. 

Les  nombres  s et  4 trouvés , comme  on  nent  de  le  dire  , par  le 
calcul  d’une  période , seront  toujours  les  plus  simples  qui  satisfont 
à l’équation  f* — ^ 4*==*=i  5 car  s’ils  ne  l’étoient  pas  , il  faudroit 
supposer  , ou  que  la  période  dont  il  s’agit  est  composée  de  plusieurs 
périodes  plus  courtes  , ou  qu’il  y a des  solutions  de  l’équation  pro- 
posée non  comprises  parmi  les  fractions  convergentes.  Or  le  premier 
cas  n’a  pas  lieu  par  hypothèse  , et  le  second  est  impossible , comme 
il  sera  prouvé  dans  le  jj.  Xll.  Donc  les  nombres  ♦ et  ÿ ne  dépendent 
que  du  seul  nombre  ...Y,  et  ils  se  trouverontimmédiatement  par  la 
Table  XII,  lorsque  n’excédera  pas  ioo3. 

Il  est  inutile  d’ajouter  que  si  le  même  nombre  D se  rencontre 
plusieurs  fois  dans  le  cours  d’une  même  période , on  pourra  pro- 
duire un  pareil  nombre  de  solutions  dilTérentes  de  l’équaüon  pro- 
posée. 


M 
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§.  X.  CovPARAisoy  des  fractions  continues  résultantes  du 
développement  des  deux  racines  d'une  même  équation  du 
second  degré. 


(63)  Nous  avons  déjà  observé  (n*.  58)  que  les  deux  racines 
d’une  même  équation  du  second  degré  , f x*-\rgx-\-h-=o  , réduites 
en  fraction  continue , concourent  également  à la  résolution  de 
Béquation  fy*+gyz-^hx'  — -:àzü , en  sorte  que  les  ménte»  valeur» 
de  D doivent  se  rencontrer  nécessairement  dans  les  deux  suites 
de  quotiens-complets  qui  résultent  du  développement  de  ces  deux 
racines.  Nous  allons  maintenant  mettre  cette  propriété  dans  tout 
son  jour , et  nous  démontrerons  d’une  manière  générale , que  si  la 
suite  des  quoliens- complets  , lorsqu’elle  est  devenue  régunére  , 
procède  ainsi  dans  le  développement  d’une  racine  : 


Z)’ 

v/^  + / 

D 

ly 

&c. 


= /“  + 
= m'+ 


le  développement  de  la  seconde  racine  fournira , an  moins  après 
l’anomalie  des  premiers  termes  , cette  autre  suite  dans  l’ordre 
inverse  : 


D 

+ / 


= f*  + 


= M“  + 


laquelle  retombera  nécessairement  sur  le  premier  terme 
et  recommencera  ainsi  à l’infini. 


7^  > 
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PREMIÈRE  PARTIE. 
Considérons  de  nouveau  le  développement  de  la  racine 


*1’ 


/ 


en  fraction  continue  , et  soient  — , - j ^ trois  fractions  conver- 

y 7 

gentes  consécutives  prises  dans  la  première  période  des  quotiens  (i)i 
après  que  toute  irrégularité  a cessé  , et  lorsqu’on  s’est  assuré  que 
cette  même  période  doit  so  répéter  à l’infini.  Nous  représenterons 

à l’ordinaire  les  trois  quotiens- complets  correspondans  par 

1/^  + 7 + 

— ^ — ) et  les  entiers  qui  y sont  compns  par 

<**>  M , h’  Quant  à la  période  de  quotiens  , elle  sera  s» , t*,  K'.  • • i>** 
si  on  la  fait  commencer  au  terme  f»î  elle  seroit  également 
h , h' • . . , si  on  la  faisoit  commencer  au  terme  /«'  et  ainsi  à 

volonté  J en  général , la  période  dont  il  s’agit  peut  commencer  par 
tel  terme  qu’on  voudra,  mais  il  faut  qu’elle  soit  composée  des 
mêmes  termes  , rangés  dans  le  même  ordre. 

Cela  posé , noua  avons  vu  (n“.  54)  , que  si  on  cherche  les  diverses 

fractions  convergentes  &c.  qui  dans  les  périodes  snc- 

q q\  qi  ‘ ‘ 

cessives  occupent  la  môme  place , ou  répondent  au  même  quotient- 

complet  ) l’expression  générale  de  ces  fractions  — est 

^ 7» 

donnée  par  les  formules 

P » =P  ♦ — (\gp  + A 7;  Ÿ 

7»  ==7*  + + (û) 

ou  1 on  a 

*■¥■*>/ A— AT ^ et*'— ..,7^*=  (T— A-\.'T=(dt:.\T- 
Il  suffit  donc  de  donner  à n les  valeurs  successives  o , i , 2 , 3 , &c. , 
et  de  substituer  les  valeurs  de  • et  qui  en  résultent , pour  avoir 
successivement  toutes  les  fractions  convergentes  dont  il  s’agit 

/>  p\  pi 

“ » — ) — J &c.  n reste  à voir  maintenant  ce  qui  arriveroit , si 
7 71  73  ^ ’ 

on  donnoit  à n des  valeurs  négatives  — i , — 2 , — 3 , &c. 

(1)  Celte  période  pourroit  contenir  moins  de  trois  termes,  m, iis  alors  on  rcuniroil 
plusieurs  périodes,  afin  de  ne  pas  donner  lieu  à exception  pour  ce  cas  particulier. 

Ma 
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(63)  Or  j’observe  qu’on  a 

donc  la  snpposition  de  n négalif  revient  simplement  à changer  "* 
de  signe , et  à multiplier  les  valeurs  de  « et  par  un  même  faC' 
leur  cette  quantité  ambiguë  dti  venant  de  ip* — ^4*  qui 


en  e£fet  peut  être  +i , on  — i.  Mais  comme  la  fraction  — n’est 

?» 

pas  différente  de  — — , on  peut  faire  abstraction  du  facteur  fri:  i/, 
?» 

et  ainsi  les  valenrs  négatives  de  n répondront  à de  nouvelles  valeurs 


de  — données  par  les  formules 
?» 

p,=p«+  ('{g'p  + Ay;^ 

?,=ÿ*— ('ig-?  + /p;Ÿ.  (A) 

On  ponrroit  croire  d’abord  que  ces  formules  ne  diffèrent  des  pre- 
mières que  par  la  forme  , et  qu’elles  conduisent  réellement  aux 


mêmes  valenrs  de  — ; mais  il  faudrait  pour  cela  que  deux  frac- 

?, 

lions  telles  que 

/)*—  ('rep-i-  AçJ'f  p*'+  Cr^p  + AçJ 

9*  + ’ 9*'—(îg9+fp)~^ 

pussent  être  égales  : or  c’est  ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lien  , 
car  en  les  réduisant  au  même  dénominateur , on  trouve  que  la 
différence  des  numérateurs  est  (fp'+gpq  + hq') 
quantité  qui  ne  peut  jamais  être  nulle. 

Donc  il  est  certain  que  les  formules  (A)  donnent  des  valeurs 

de  — différentes  de  celles  qne  donnent  les  formules  (à).  Mais  en 

faisant , soit  dans  les  formules  (A)  , soit  dans  les  formules  {ci) , 
JS,  —y  , y,  = * , les  valeurs  générales  de  y et  de  s satisfont  à 
l’équation  fy'-^  gy  x-\-h  z'=:izD  ; d’un  autre  côté  , D étant  sup- 
posé plus  petit  que  , on  peut  démontrer  que  tonte  fraction 


qui  satisfait  à cette  équation  est  comprise  parmi  les  fractions 


convergentes  vers  une  racine  de  l’équation  fx'+gx-\rh  = o.  Donc 
si  les  formules  (A)  donnent  des  fractions  — non  comprises  parmi 
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les  Tractions  convergentes  vers  la  racine  x — 


f 


93 

i il  Tant  que 


ces  mêmes  fractions  — soient  comprises  parmi  les  fractions  con- 

__  / * er 

vergentes  vers  l’autre  racine  *'= -j. — 

On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  , que  parmi  les  fractions  convcr> 
gentes  qui  repondent  an  quolient-comptet ^ , - est  sup- 

posée la  plus  simple , ou  celle  qui  est  comprise  dans  la  première 
période.  Si  on  fait  n = — i dans  les  formules  (a)  , ou  n = 1 dans 
les  formules  (b)  , la  fraction  qui  en  résulte  pourra  tomber  dans  les 
parties  irrégulières  du  développement  de  l’une  ou  de  l’antre  racine  , 
ou  même  ne  se  trouver  dans  aucune , par  des  raisons  qui  seront 
exposées  ailleurs  ; mais  si  on  fait  i dans  les  formules  (b)  , alors 
la  fraction  qui  en  résnltera  sera  certainement  l’nne  des  fractions 

convergentes  vers  la  racine  *=  — . — y — 

(64)  Soit  donc , en  supposant  n>  1 , ('e + 4 J'=* +’*'  et 

P = p*+  + 

Q=ÿ’*—  (kgq  + fp)-*, 

P 

on  aura  — pour  l’une  des  fractions  convergentes  vers  la  racine 
j.'_  — Mais  si  on  fait  semblablement 


f 

= agp'+hq')1r 

Q»  = _y'*+  ({gq'  + fp')f 
P‘  = —p'*—  (igp‘  + hg-)V 
Q’=—g^*+  (\gq’+fp°)t, 

F"  P' 

il  est  clair  que  ***^°°^  pareillement  des  fractions  con- 

vergentes vers  la  même  racine.  Il  s’agit  maintenant  de  faire  voir 

po  P p> 

que  les  trois  fractions  convergentes  — , — , ^ , se  suivent  im- 
médiatement dans  l’ordre  où  elles  sont  écrites. 


\ 
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. Et  d’abord  les  valeurs  précédentes  donnent  P Q 

(p'q—pq)  r**— , et  (P'Q—PQ')=  — (PQ’>—P'>Q)-, 
conditions  toutes  deux  nécessaires  pour  l’objet  que  nous  avons  en 
vue , mais  elles  ne  sont  pas  encore  suffisantes. 

On  peut , pour  fixer  les  idées  , supposer  que  la  valeur  de  n est 

P 

un  peu  grande , en  sorte  que  la  fraction  convergente  — réponde 

à une  période  assez  éloignée  du  commencement  de  la  suite.  Comme 
toutes  les  périodes  sont  égales , il  importe  peu  quelle  est  celle 
qu’on  considère  j et  la  forme  qu’on  trouvera  pour  une  période 
éloignée , conviendra  également  à toutes  les  autres  périodes.  Or 
lorsque  n est  un  peu  grand  , les  nombres  ♦ et  ÿ sont  très-consi- 
dérables , et  comme  on  a toujours  ** — (±^)''  —±\ , il 
s’ensuit  qu’on  a alors  ù très-peu-près  substituant  cette 

valeur  dans  celle  de  P,  on  a#ra  P^'ir  (p  ^ ^ + 

— 'fC  kg)  ( P — q ^ ) t ^ désignant  la  première  racine 


V^-kg 


dont  - est  une  valeur  approchée. 


/ y 

On  trouvera  de  semblables  valeurs  pour  P“  et  P' , et  si  pour 
abréger  on  appelle  R le  facteur  constant  '*■  ( kg)  > on  aura 

po  = — R(p'—q'x) 

P = P(p  — q x) 

P'  = — R (p’—q'x). 

Soit  Z le  quotient-complet  qui  répond  à la  fraction  convergente  - 

dans  le  développement  de  la  valeur  de  x , on  aura  x = , 

qz  + (f 

ou  s = — — — } or  r doit  être  positif  et  plus  grand  que  l’unité  j 

P ^ ^ 

donc  — (p° — q^x)  est  plus  grand  que  p — qx  et  de  même  signe  j 
par  la  même  raison,  (p — qx)  est  de  même  signe,  et  plus  grand 
que  — (p' — q'x)i  donc  les  trois  nombres  P®,  P,  P'  sont  de  même 
signe,  et  ils  ae  suivent  par  ordre  de  grandeur,  en  sorte  qu’on  a 
P°<P,  Pci  P'.  On  démontrerait  la  même  chose  des  trois  nom- 
bres Q",  Q,  Q'  i et  cela  posé  , si  les  deux  fractions  convergentes 
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go’  Q 


, ne  se  suivent  pas  immédiatement , on  ne  peut  du  moins 

P— P* 

concevoir  d’intermédiaire  entr’elles  que  la  fraction  — — 5 car 

V — y 

comme  on  a déjà  P — P®Q  = ±i  , et  qu’en  représentant  par 

^ r ■ . , . , P ... 

— la  fraction  convergente  qui  précédé  — , on  doit  avoir  aussi 

P N — MQ  = ±1,  il  s’ensuit  qu’on  a M=kP-±P^,  el  N=k 
i étant  un  nombre  indéterminé.  Or  la  condition  que  M soit  com- 
prise entre  P et  P®,  donne  it  = i , M=P — P",  N=Q — Ç®.  Ainsi 

P , , P’ 

on  est  assuré  que  la  fraction  convergente  ™ est  précédée  de 

P— P° 

ou  qu’au  moins  elle  Pesl  de  ^ 

(65)  L’incertitude  à cet  égard  va  bientôt  être  fixée , en  déter- 

P 

ounaol  le  quotient-complet  qoi  répond  à la  fraction  Soit  r ce 

P’  . P 

quotient-complet  dans  l’hypothèse  que  — précède  alors  la 

P Z ->r  P^ 

valeur  entière  de  la  fraction  continue  scroit  7-. — j soii^y  le 


cm 


+ Q‘ 

. P — P“  P 

quotient  - complet  dans  l’hypotbese  que  précède^, 

auroit  la  valeur  de  la  fraction  continue 

Pj+P  — P”_  —P(y+\)  ¥P° 
~Qy+Q—(r 

Or  il  est  clair  que  cette  seconde  hypothèse  est  renfermée  dans  la 
première,  en  supposant  z = — y — i ; donc  si  en  partant  de  la 
première  hypothèse  , on  trouve  une  valeur  posflive  de  a , ce  sera 

P®  P 

une  preuve  que  cette  hypothèse  est  légitime , et  qu’en  effet  — , ~ 

sont  des  fractions  convergentes  consécutives.  Si  au  contraire  le 
calcul  donne  pour  z une  valeur  négative  , on  en  conclura  que  là 
seconde  hypothèse  est  la  véritable. 

Or  je  dis  que  la  valeur  de  z est  non-seulement  positive , mais 

qu’elle  est  en  général  ^ } î*  de  plus  que  l’entier  com- 
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pris  dans  cette  quantité  est  f*.  Si  ce  dernier  point  est  Vrai,  il 
faudra  donc  qu’on  ait  P'  — + Q — t‘-Q  '‘r  Q® j et  c est 
en  effet  ce  qui  se  vérifie  immédiatement  par  les  valeurs  de  P , Q , 
P%  Q">  , puisqu’on  a toujours  p =hp+p’,  et  q'  = t^q+q’- 

Au  reste  , la  seconde  partie  peut  se  prouver  généralement  ainsi. 

t/^  + 1 

On  a d’abord  1=  f*  Z?—/,  ce  qui  donne — =/x  + ; 


f — J ç P 

d’ailleurs  la  valeur  de  q'  trouvée  n®.  54,  donne —=*  ^ 

et  comme  ^ est  déjà  une  valeur  fort  approchée  de f~*  * 

atres-peu-pres— ^ , a ut  on 

qae  égale  à très-peu-près  à est  toujours  plus 

petite  que  l'unité , et  ainsi  on  a , suivant  la  notation  accoutumée, 

/^  + i' 

. , . ..  + /' 
Venons  à la  première  partie  de  notre  assertion.  5i 2^ est 


le  quotient -complet  qui  répond  à la  fraction  convergente  — , et 

po 

que  celle-ci  soit  précédée  de  — , il  faudra  donc  que  la  seconde 

racine  de  l’équation  /x*  + g-x-|-A  = o,  ait  pour  valeur 
, P + l')  + P^D 

* ~ Q(^u4->rl')  + Q^D' 

Mettant  au  lien  de  T sa  valeur  i^D  — i,  et  observant  qu’on  a 
fü  P4- P"  =.  P\  fi  Q+  Q”  = Q'y  cette  équation  deviendra 
, P(\/^—I)  + P'D 

* ~ Q — + Q'D' 

Si  on  y substitue  ensuite  les  valeurs  de  P,  Q,  P' y Ç',  et  que  dans 
le  résultat  on  mette  au  lieu  de  p'  et  q’  leurs  valeurs  trouvées  n*.  5 i , 


on  aura  , , / „ ^ 

, *(py/A-!r\gp-\-hq)  -\r'^  (\pp\/ -■^■Vhqy/ ^->r.^p} 

quantité 
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quantité  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

.x'  = + (pV^'^+igP  + f‘Ç) . 

de  sorte  qu’en,  supprimant  le  facteur  commun  aux  deux  termes , 
on  aura 

_pv^^+{gp  + /iç 

qV^—kS'i—fp' 

y/ A)  (\g-V^) 


Mais  à cause  de  A—  ^g‘ — //* , on  a A = 


/ 


et  ainsi/>v/^  + T5'P  + A5’=  ^ )i  donc 

enün  la  valeur  de  *'  se  réduit  à 

-VA-^g_ 

T / ^ 

ce  qui  est  la  seconde  racine  de  l’équation  fx'+gz+h  = o. 


(66)  Ce  résultat  justifie  pleinement  les  diverses  propositions  que 
nous  avons  avancées  , et  il  en  résulte , pour  principale  conséquence , 

que  — ■ ^ ^ est  lé  quotient-complet  qui  dans  le  développement 

P 

de  la  seconde  racine  x\  répond  à la  fraction  convergente  — . Par  la 

même  raison , le  quotient-complet  qui  répond  à la  fraction  suivante 

P'  \/A  -h  i 

— , est  — — — , celui  qui  vient  immédiatement  apres  est 


^ A A-  P 


, &c.  ; d’où  l’on  voit  que  les  dénonûnateurs  Z7 , D’ , 


Ü3  &c.  suivent  un  ordre  contraire  à celui  qu’ils  ont  dans  le  déve- 
loppement de  la  première  racine. 


Au  reste  l’existence  du  quotient-complet 


t/^  + r 
D 


suffit  pour 


prouver  celle  des  quotiens-complets  suivans  , qu’on  en  déduit  par 
l’opération  ordinaire  du  développement  en  fraction  continue.  En 

effet , on  a déjà  vu  que  l’entier  compris  dans  ^ /“  j 


N 
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de-là , et  des  relations  déjà  connnes  par  le  développement  de  la 

première  racine , on  tire  la  suite 

+ r \/A  — l 
D — '*  + D 
D + r 

— l U"  — 

rr  ^ S/.4+  r „ 

v'A—P  D‘ 

&c. 

Mais  la  suite  des  qnotiens  /*,  |u”,  /*•“,  &c.  retombera  néces- 
• sairement  sur  le  quotient  m ; ^t  ainsi  la  période  qui  règne  dans  le 
développement  de  la  seconde  racine , est  composée  des  mêmes 
termes  que  la  période  de  la  première  racine  , avec  cette  seule 
différence  que  les  termes  y sont  rangés  dans  un  ordre  inverse. 

S’il  arrivoit  que  la  périede  qui-  règne  dans  le  développement 
d’unè  racine  fût  de  la  forme  jx,  fj.',  //'.  ..fi",  #x',  c’est-à-dire 
fût  composée  d’une  partie  symmétrique , précédée  ou  suivie  d’un 
terme  isolé  k , alors  le  renversement  donneroit  toujours  la  même 
période  , laquelle  par  conséquent  seroit  commune  aux  deux  racines 
de  l’équation.  C’est  ce  qui  s’observe  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  et  alors  les  mêmes  quotiens- complets  se  trouvent  aussi  dans 
le  développement  des  deux  racines  , et  y suivent  le  même  ordre. 
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5.  XI.  E^solut ION  en  nombres  entiers  de  l'équation 
Ly'-t-Myz-i-N  z’=  ± H. 

(67)  Il  faut  distinguer  deux  cas , selon  que  ^ et  * sont  ou  ne 
sont  pas  premiers  entr’eux.  Pour  ramener  le  second  cas  au  premier, 
soit  9 la  plus  grande  commune  mesure  de  et  de  s,  et  aoity—9y\ 
z = Bz',  alors  le  premier  membre  étant  divisible  par  9‘,  il  faudr^ 
que  /fsoit  aussi  divisible  par  9*.  Soit  donc  H—  9‘  H',  on  aura 
Z.y • + Af/z' + ATz'*  = ± /T  , 

équation  dans  laquelle  y et  r'  sont  maintenant  premiers  entr’eux. 
Donc  autant  il  y aura  de  quarrés  9*  qui  peuvent  diviser  H , autant 
on  aura  à résoudre  d’équations  semblables  à la  précédente  dans 
lesquelles  les  indéterminées  seront  des  nombres  premiers  entr’enx. 

On  peut  supposer  que  cette  sorte  de  décomposition  a été  faite 
par  une  opération  préliminaire  , et  ainsi  nous  regarderons  l’équa- 
tion proposée  Ly'  + My  z + N z'  = zk:  H comme  l’une  de  celles 
où  il  faut  que  les  indéterminées  j' etz  soient  des  nombres  premiers 
entr’eux. 

Cela  posé  , nous  distinguerons  encore  le  cas  où  < et  //  sont  pre- 
miers entr’eux  , et  celui  où  ils  ont  un  commun  diviseur  9,  Dans 

fj  y* 

ce  dernier  cas , soit  z = 9z',  //=  9/T,  il  faudra  que  soit  un 

entier  j mais  commet  n’a  aucun  diviseur  commun  avec  «,  ni  par 
conséquent  avec  9 , cette  condition  exige  que  L soit  divisible  par  9. 
Soit  donc  9L\  et  l’équation  à résoudre  deviendra 
L'y^  + Myz'JrNz''-dczH', 

dans  laquelle  maintenant  on  peut  considérer  z'  et  üT  comme  pre- 
miers éntr’eux. 

Donc  autant  il  y aura  de  diviseurs  communs  entre  L tt  H 
( l’unité  comprise  ) , autant  il  y aura  d’équations  à résoudre  dans 
lesquelles  z'  et  H'  seront  premiers  entr’eux.  On  peut  supposer  do 
nouveau  que  l’équation  proposéé  est  ramenée  à cet  état , ou  qu’elle 

N 2 
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est  une  de  celles  dans  lesquelles  l’équation  primitive  a été  dé- 
composée. Ainsi  toute  la  difficulté  se  réduit  à résoudre  une  ou 
plusieurs  équations  , telles  que 

Ly'  + Mjz-\-Nz^=^H' , 

dans  laquelle  z et  y sont  premiers  entr’eux  , ainsi  que  z et  II. 
Or  celle  équation  présente  difiërens  cas  à examiner , selon  que 
le  nombre  klN — Jll  est  positif,  zéro  ou  négatif;  c’est-à-dire, 
selon  que  les  deux  facteurs  du  premier  membre  sont  imaginaires, 
égaux  ou  réels. 

• 

(68)  Soit  d’abord  il.  K — A/’ = à un  nombre  positif  B ; si  on 
multiplie  l’équation  proposée  par  iL , et  qu’on  fasse  7Ly  + 31z  — Xy 
on  aura  « 

= iLH 

(nous mettons  seulement  dans  le  second  membre,  parce  qu’on 
voit  bien  que  le  signe  — ne  pourroit  avoir  lien).  Or  a}'ant  à résoudre 
l’équation  a:”-f  Z^z*=C,  la  méthode  la  plus  simpfe  est  de  calculer 
successivement  les  différentes  valeurs  de  la  quantité  C — Bz',  en 

faisant  s=o,  1,2,3...  jusqu’à  zz=.y/-^.  Si  parmi  ces  valeurs 

il  se  trouve  un  quarré , et  qu’en  même  temps  la  racine  x de  ce 

31  zdc.  X , , • , 

quarre  rende  — — égal  a un  entier  , on  aura  une  solution  de 

l’équation  proposée.  Mais  si  ces  deux  conditions  ne  peuvent  être 
remplies  à-la-fois  , on  en  conclura  que  l’équation  proposée  n’est 
pas  résoluble  en  nombres  entiers. 

11  est  évident  que  dans  ce  premier  cas  il  ne  pourra  jamais  y 
avoir  qu’un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres  entier.s.  Ce  cas 
d’ailleurs  est  si  simple  , qu’il  n’exige  aucune  des  préparations  indi- 
quées dans  l’article  précédent , et  qu’on  peut  procéder  à la  résolu- 
tion , comme  il  vient  d’être  dit , sans  s’embarrasser  iiy , - et  H 
ont  ou  n’ont  pas  de  commun  diviseur. 

(6g)  Prenons  pour  exemple  l’équation  i5y’  + i^y^  + 37z‘=^73: 
si  on  multiplie  les  deux  membres  par  6o,  et  qu’on  fasse  5oy  + i3z=x, 
la  transformée  sera 

4-  yiz'=  i338o. 
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Je  calcule  donc  les  valeurs  de  la  quantité  i338o— 71  r*,  en  faisant 
successivement  s=zOj  1,7,  3 , &c.  , jusqu’à  ce  que  la  quantité 
dont  il  s’agit  cesse  d’être  positive  ; les  résultats  qu’on  obtient  faci- 
lement , au  moyen  de  leurs  diiférences  uniformément  croissantes , 
sont  : 

Valeurs  de.r*...  i338o,  i33og,  iSoqG,  17741,  17744,  iiGoS,  10874, 

Différences....  71,  ai3,  355,  497,  63g,  781,  973, 

Valeurs  de  JT*. . . ggoi  , 883G  , 7G79,  6780,  4789,  3i56,  i38i. 

Différences  ....  io65,  1707,  i34g,  14g!,  i633 , >775. 

Or  parmi  ces  résultats  , il  n’y  a que  8836  qui  soit  un  quarré  parfait , 
celui  de  94  , ainsi  les  seules  valeurs  de  z et  ar  a employer  sont 


i = 8 et  X = rt  g4  5 mais  de-là  résulte  y = 


=h94  — 344 
3o 


et  cette 


valeur  ne  se  réduit  pas  à un  nombre  entier;  ainsi  l’équation  proposée 
’n’est  pas  résoluble  en  nombres  entiers  ; on  peut  seulement  y satis- 
faire par  des  valeurs  rationnelles  telles  que  z = 8 = — Y,  et 

une  inlinité  d’autres. 

« 

(70)  Si  on  a iLIf — 3I'  = a , ou  si  les  facteurs  du  premier 
membre  de  l’équation  proposée  sont  égaux , il  faudra , pour  que 
cette  équation  soit  résoluble,  qu’elle  soit  de  la  forme  f my  + nz)’~h'^ 
et  alors  elle  se  réduit  à l’équation  du  premier  degré  my  + nz—zkzfi, 
laquelle  sera  toujours  possible,  si  m et  n sont  premiers  entr’eux. 

11  ne  reste  donc  plus  à examiner  que  le  cas  où  iLN — Al'  est 
égal  à un  nombre  négatif  — B.  Et  d’abord  si  le  nombre  B est  un 
quarré  parfait , les  facteurs  de  la  quantité  Ly'  + Alyz+N^'  seront 
rationnels  , et  l’équation  à résoudre  sera  de  la  forme 
(my-^n  z)  (f y + = zt  i/. 

Or  il  est  visible  , que  la  résolution  de  cette  équation  sc  réduit  à 
celle  des  deux  équations  déterminées 
171  y + n X = 9 

// 

/y = , 

fl  étant  un  facteur  quelconque  de  H.  On  prendra  donc  succeasi* 
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# 

vementpour  9 tous  les  diviseurs  de  , en  y comprenant  l'unité,  et 
on  résoudra  relativement  à chacun  d’eux , les  équations  détermi- 
nées qui  précédent.  On  pourra  obtenir,  par  ce  moyen,  plusieurs 
solutions  , si  toutefois  les  valeurs  de  jr  et  r qui  en  résultent  sont 
des  entiers  ; mais  dans  aucun  cas,  le  nonibre  de  ces  solutions  ns 
pourra  excéder  celui  des  diviseurs  du  nombre  //. 


-P 


(71)  Supposons  enfin  qu’on  ait  M' — 4 LN'=B , B n’étant  point 
uu  quarré  parfait.  Alors  l’équation  proposée 

Ljr'  + My  z + N z’  = ziz  II 


présentera  deux  cas  à examiner,  selon  que  II  est  B ou 

Soit  r.  /f  < ÿ j/  B ; dans  ce  cas  , il  suffit  de  développer  en 
fraction  continue  une  racine  de  l’équation 
Lx'-\- Mx  Jr 


• - 1 ■ 1 ^ + T . , 

et  SI  parmi  les  quoliens-complets  qui  résultent  de  celte 


opération  , on  en  trouve  un  dont  le  dénominateur /?  = //,  on  en 
conc^a  que  l’une  au  moins  des  deux  équations 

L Mjz+  Nz'  zzz  — II 


est  résoluble  , ou  même  toutes  les  deux , lorsque  les  conditions 
nécessaires  sont  remplies.  Nous  avons  donné  ces  conditions  dans 
le  paragraphe  IX  , ainsi  que  les  formules  qui  contiennent  les  valeurs 
complettes  de  et  s,  et  nous  avons  remarqué  que  ces  formules 
renferment  le  résultat  du  développement  des  deux  racines  de 
l’équatiqn  Lx‘  + Mx  + N=Of  de  sorte  qu’il  suffit  d’en  développer 
une. 

Le  nombre  H peut  se  trouver  pluâeurs  fois  parmi  les  valeurs  de 
D dans  le  cours  d’une  même  période , et  il  en  résulte  alors  autant 
de  solutions  dilTérentes  de  l’équation  proposée.  Mais  s’il  ne  se  trouve 
nulle  part  parmi  ces  valeurs j on  en  conclura  avec  certitude,  que 
l’équation  proposée  n’est  résoluble  ni  avec  le  second  membre  +/i , 
ni  avec  le  second  membre  — H. 

Ce  premier  cas  de  II<{ÿ'B  se  résout  donc  immédiatement,  et 


% 
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avec  beaucoup  de  facilité  par  le  seul  développement  d’une  racine 
de  l’équation  La'-^Mx-^N-=o  en  fraction  continue.  Il  faut  même 
observer  que  cette  solution  suppose  seulement  ^ et  * premiers 

entr’eux  (car-  étant  assimilé  à une  fraction  convergente-,  doit 

toujours  être  une  fraction  irréductible , puisqu’on  a pq^ — p’’q=±\ ), 
et  ainsi  elle  n’exige  pas  que  z et  H soient  premiers  entr’eux.  On 
peut  donc  , par  ce  moyen  , sc  dispenser  de  faire  la  décomposition 
relative  aux  facteurs  communs  de  L et  de  H,  dont  on  a,  fait 
mention  n°.  67  , et  on  aura , par  une  seule  opération  , la  résolution 
de  toutes  les  équations  de  cette  sorte.  Mais  il  faut , comme  nous 
l’avons  supposé  , que  H soit  <7  ; de  plus  , si  //  contient  un 

facteur  quarté  9‘,  il  faudra  , comme  nous  l’avons  déjà  indiqué  , 
faire  v = 9y,  z = 9z\  H=9'H',  et  résoudre,  parla  même  voie, 
chaque  équation  L y‘ + 3Î j' z' + X z"  = dz  IT  poar  chaque  facteur 
quarré  9‘  qui  peut  diviser  //. 

(72)  Soit  en  second  lieu  AT > 7 \/  B,  alors  on  supposera  que 
l’équation  est  préparée,  comme  on  l’a  dit  n".  67,  de  manière  que 
et  Z soient  premiers  entr’eux  , ainsi  que  z et  H.  On  pourra  faire 
alors  - . 

^=znz■^r  II  U, 

et  ajouter  même  la  condition  que  n ne  surpasse  pas  7 H;  car  l’éqna- 
tion  précédente  subsisteroit  en  mettant  n—aH  à.  la  place  de  /i, 
et  a + a.z  à la  place  de  a;  or  il  est  clair  qu’on  peut  prendre  «,  de 
manière  que  n — «tifsoit  compris  entre  +\H  et  — {H.  Substi- 
tuant donc  la  valeur  de  y dans  l’équation  proposée  , et  divisant 
le  résultat  par  //,  on  aura 

y -J2 ) ■*  + ('inL  + 31)  za+Z///a*  = rtr  1 j 

et  puisque  ztlH sont  premiers  entr’eux  , cette  équation  ne  peut 

. . . ia’+Af/H-iV'  ‘ ^ , 

avoir  lieu  , a moins  que ne  soit  un  entier.  On  don- 

nera donc  à a toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  depuis  — 7/Z 
jusqu’à  ■‘r  ^ H ; et  s’il  n’en  est  aucune  qui  rende  la  quantité 
/./»’  + JM  a divisible  par  AT,  on  prononcera  avec  certitude  que 


loi  THÉORIE  DES  NOMBRES, 
l’équation  proposée  n’est  pas  résoluble.  Si  au  contraire  on  trouve 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  n qui  remplissent  cette  condition  y 
il  faudra  prendre  successivement  ces  différentes  valeurs,  et  faire 
un  calcul  séparé  pour  chacune  , comme  si  l’équation  proposée  étoit 
transformée  en  autant  d’équations  différentes. 

Soit  pour  abréger  Z. /2’  + J/«  + iV=y//,  inL->rM=^g,LH=hy 
l'équation  à résoudre  pour  chaque  valeur  de  n sera 

f + gZ  « + 1 , 

ou  il  est  à remarquer  qu’on  a toujours  g'— if  h = — 4 LN=B, 

Nous  avons  donné  dans  le  paragraphe  I X une  méthode  pour 
résoudre  cette  équation  lorsqu’elle  est  possible  , et  les  mêmes 
remarques  que  nous  avons  faites  lorsque  D est  < 7 t/  J3  , sont 
également  applicables  dans  le  cas  présent  où  Z?  = 1 : ainsi  nous 
n’avons  rien  à ajouter  sur  cet  objet , d’autant  qu’on  voit  bien 
qu’a3'ant  trouvé  les  valeurs  générales  de  z cl  u , on  en  tire  immé- 
diatement celles  des  indéterminées  de  l’équation  proposée , espri- 
inées  pareillement  en  nombres  entiers. 

Exemple  I. 


(73)  Soit  proposé  de  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation 
2 .t’ — 23_y*  = io5. 

Cette  équation  se  rapporte  au  cas  précédent  ; elle  n’est  point 
susceptible  de  se  décomposer  en  plusieurs  autres , parce  que  io5  n’a 
point  de  diviseur  quarré,  ni  de  commun  diviseur  avec  le  coeffi- 
cient 2.  On  fera  donc  x=ny  — io5z,  et  on  déterminera  n<i  — 


de  manière  que 


2 rt’  — 23 

io5 


soit  un  entier.  Plusieurs  moyens  seront 


donnés  ci-après  pour  faciliter  de  semblables  recherches  ; obser- 
vons quant  à présent , que  comme  io5  est  le  produit  des  nombres 
premiers  3,  5,  7,  il  faut  chercher  séparément  trois  valeurs  de  n 


telles  que 


2/j‘— 23  2/1*  — 23 


‘ — 23 


soient  des  entiers.  Ces 


3 ’ 5 ’ 7 

valeurs  sont  respectivement  n = 3*±i,n  = 5fd=2,  n = 7>±i, 
les  nombres  a , C , y étant  à volonté.  Or  ces  formules  sont  faciles 
à concilier  entr’elles  , et  comme  il  sullil  de  considérer  les  valeurs 

de 
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de  n positives  et  moindres  que  ^ , la  dernière  formule  donnera 
r»  = 6 , 8 , i3,  i5 , 20  , 22  , 27,  29 , 34 , 36 , 4i , 43  , 48 , 5o. 
De-Iàil  fautécarter  tous  les  nombres  qui  ne  satisfont  pas  à la  seconde 
formule , on  qui  divisés  par  5 ne  laissent  pas  2 de  reste  ; ainsi  les 

i4  valeurs  précédentes  se  réduisent  à celles-ci  n = 8,  i3,  22, 
27, 43,  48.  Enfin  pour  satisfaire  à la  première  formule  , il  faut 
encore  supprimer  tous  les  nombres  divisibles  par  3 , ce  qui  ne 
laissera  subsister  que  ces  quatre  valeurs  n = S,  »3,  22,  43. 

Soit  donc  1°.  n = 8 , et  x = 8y  — io5  * , la  transformée  sera 
— 32^Z  + 2IOz’  = 1. 

Toutes  les  fois  qu’on  parvient  ainsi  à une  équation  de  la  forme 

+ = + * » 

on  est  assuré  que  la  solution  est  toujours  possible  , parce  qu’en 
faisant  — fz=u,  l’équation  devient  m*  — qui  est 

toujours  résoluble.  Dans  le  cas  présent , on  trouvera  par  les  formules 
du  n°.  61 , 

= ♦ =fc  16  Ÿ 

Z = ± 

r24335  + 3588  \/  46/  = ♦ + ÿ v/  46  ; 
d’où  résulte  pour  première  solution  de  la  proposée 
SF  = 8 ♦ ± 23  Ÿ 
y = ♦ ± 16  Ÿ. 


(74)  Soit  2*.  n=  i3  et  * = i3^ — io5z,  la  transformée  sera 
5 y' — 52yz  + 210  z*  = 1. 

Pour  résoudre  celle-ci , il  faut  développer  en  fraction  continue  une 
racine  de  l’équation  3x* — 62*  -H  210  =0.  Voici  l’opération  avec 
le  calcul  des  fractions  convergentes  prolongé  seulement  jusqu’à  ce 
qu’on  trouve  D=  i: 


X = 


y/  46-f-  26 
3 


= 10  -P 


i r 0 


P 46  -f  4 
10 

^46  + 6 

I 

&c. 


1 + 

12  + 


xo  : 1 

11  : X 


&c. 

O 


Digitized  by  Google 


io6  THÉ  O RIE  DES  NOMBRES. 

Cela  posé  , les  nombres  à substituer  dans  les  formules  du  n*.  6i 
sont  /j  = i i , y = 1 , a=3 , b = — a6  , c=aio , ^ = 46  ; d’ailleurs 
on  a déjà  trouvé  dans  le  premier  cas , que  les  moindres  nombres  qui 
satisfont  à l’équation  ç* — 464’=  ± i sont  9 = 24335,  4 = 3588  , 
lesquels  donnent  9* — 464’=+  i } et  comme  on  a en  même  temps 
P q" — p^q  = -f  I , l’équation  proposée  Zjy' — 52_j-  r + 2 1 o z*  = + 1 
sera  résoluble  ( elle  ne  le  seroit  pas  si  le  second  membre  éloit  — 1)  j 
faisant  donc  toujours 

f24335  + 3588t/46/  =♦  + 'f'  v/46, 
on  aura  par  les  substitutions  = 1 1 ♦ =t  76  , ^=♦±7^';  d’où 

résulte  pour  seconde  solution 

a:  = 38  ♦ db  253 
y = 1 1 • +1  76 

Remarquez  qu’on  auroit  pu  trouver  immédiatement  les  valeurs 
de  _y  et  de  Z par  l’opération  seule  du  développement  en  fraction 

• . 1 1 J • 1 ® • - 

continue  ; car  si  a la  place  du  quotient-complet j qui  ré- 

pond à la  fraction  convergente  ^ , on  met  sa  valeur  approchée 
— + 6 • et  si  ensuite , au  moyen  de  ce  quotient , considéré  comme 

. . . 1 1 

entier  , on  calcule  la  fraction  convergente  qui  suivroit  , on  trouve 
u(6  + |:)+io 

que  cette  fraction  est  , laquelle  se  réduit  à 

‘(«  + 7)+  ‘ 

^ ^ C’est  la  valeur  générale  de  ^ dans  laquelle  il  ne  reste 

*-i-7Ÿ  ® * • 

plus  qu’à  donner  à ÿ le  double  signe  =fc.  U seroit  facile  de  démon- 
trer que  ce  procédé  , qui  dispense  de  recourir  aux  formules  géné- 
rales , s’accorde  entièrement  avec  elles , et  peut  par  conséquent 
leur  être  substitué  , même  pour  une  valeur  quelconque  de  D. 

(76)  Soit3*.»  = 25»  et  * = 22y  — io5z,  la  transformée  sera 
gy_y— 88_yz  + 2ioz*=  1. 

On  développera  donc  une  racine  de  l’équationgz’ — 88z  + 2io=o, 
jusqu’à  ce  qu’on  trouve  un  quotient-complet  dont  le  dénominateur 
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«ojt  I , et  on  calculera  à mesure  les  fractions  conrergentes  comme 
il  suit  : 


V/46  + 44  , 

9 ■ 

1 

: 0 

V/46  + I 

5 + 

5 

: 1 

t/46+  4 
6 “ * 

6 

1 

|/46  + a 

— 1 + 
7 

11 

a 

✓46+5  , . 

3 + 

>7 

: 3 

✓46  + 4 

,0  =•  + 

63 

: Il 

✓46  + 6 

= 13  + 

1 

79 

: i4 

Cette  dernière  fraction  convergente  2^  satisfait  à l’équation  pro- 
posée,parce  qu’elle  estderangimpair,etqa’ainsi  on &pq' p^q=z-\- 1. 

Maintenant  , suivant  la  remarque  qui  a été  faite  dans  le  cas  pré- 
cédent , on  supposera  que  le  quotient  qui  répond  à la  dernière 


7Q  4^ 

fraction  convergente  est  G + — 

„ 79  (6+-^)  + 6a 

suivante’^= — = 

* >4(6+:^)+ Il 


, et  on  en  conclura  la  fraction 

79*+536'f'  „ , , , 

95 ’V  » résultera 


généralement  / = 79  ♦ =fc  536  Ÿ,*  = i4*±95Ÿ,et  ainsi  la  troi- 
sième solution  sera 


* = 268  ♦ 1817  Ÿ 

J'=  79*=t  536  ■v. 


(76)  Soit  4®.  «=  43  et  *=43^ — io5s,  la  transformée  sert 
55jrjr — i7ajr*  + 3io«*  = 1.  U faut  donc  développer  une  racine 
de  1 équation  35  »*  — 172  » + a 10  — o , jusqu’à  ce  qu’on  trouve  un 

O2 
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quotient-complet  lequel  D soit  égal  à T 

Popéralion  : 

1/  46-1-86 

1 : 0 

i/46 — 16 
-6  =*  + 

3 : 1 

V/46+  10 

3 : 1 

9 ^ 

V^46 — i 

5 -‘  + 

5 : a 

a 

8 : 3 

y/46  + 6 
I — = 2 + 

53  : 20 

5 

v/46  + 4 
r — = 1 4- 

ii4  : 43 

6 

v/46  4-  3 _ J 1 

167  : 63 

7 

i/46  +5_3 

381  : 106 

3 

V/46  + 4 _ ^ ^ 

1010  : 38i 

10 

V/46  + 6_^^4_ 
1 

/ 

1291  : 487 

Cette  onzième  fraction  convergente  satisfait  à l’équation  proposée 

35^*— 173^*  + 310**=  + 1 , puisqu’elle  est  de  rang  impair} 

« 

ensuite  on  aura  la  solution  complète , en  mettant  6 + — à la  place 
du  quotient  correspondant,  ce  qui  donnera 


y__ 

Z 


1291(6 + —)  + 1010  ^ 


391  ♦ + 8766  Ÿ 


46/(6  + -^)  + 38 1 

d’où  résultera  la  quatrième  solution 

X = 4378  ♦ ± 29693  f 
^=i3gi*=fc  8756’*'. 


487  * + 33o3 
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(77)  n est  bon  de  remarquer  qu’on  seroit  parvenu  plus  promi>- 
lement  et  plus  simplement  an  même  résultat , en  développant 
l’autre  racine  de  la  même  équation.  Voici  l’opération  : 
j/46— 86 


— ;45 
\/46+i6 
6 

\/46  4-  2 


= a + 
= 3 + 
= 1 + 


V/46  + 5 


= 3 + 


t/46  + 4 
10 

t/46  + 6 


1 + 


:I24- 


34  : i5 


43 


‘9- 


Y 

De-là  résulte  - : 


>9 

la  quatrième  solution 


43(64-^)  + 34 


(s  + ^)  + ‘5 


43*  + 202  4- 

: — - , et  on  a pour 

ig*  + 1 2(j  4 


X = i46  * ± 989  4' 


jr  = 43  *±  292 

Formules  qui  reviennent  au  même , et  qui  sont  plus  simples  que 
celles  qu’on  a trouvées  par  le  moyen  de  l’autre  racine.  Cette  iden- 
tité au  reste  se  démontre  , en  supposant  que  les  ♦ et  't'  de  cette 
formule  répondent  à une  valeur  de  n moindre  d’une  unité  que  les 
♦ et  de  l’autre  formule  5 de  sorte  qu’en  distinguant  ceux  - ci 
par  ♦'  et  ÿ',  on  pourvoit  faire  ♦ 4-  4-  46  = ( ^ iQ  ) 

r a 4335  3588 1/46;. 

Rassemblant  ces  dilTérens  résultats  , on  aura  tontes  les  solutions 
de  l’équation  proposée  2x*  — 23 = io5  contenues  dans  les  for- 
mules suivantes,  où  l’on  suppose  ('243354-5588  v/4G;’=  ♦4-'i' V 46 
*=8*=t:23'Ÿ'  , _y=*±i6'<' 

X = 38  ♦ ± 253  Ÿ , y = 1 1 4 ± 76  Ÿ 
X =268*  ± 1817  ^ = 79  ♦ 536 ’t' 

x = i46*±g89Ÿ  , ^ = 43  ♦ =t  292  ÿ . 
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La  même  équation , ou  une  équation  équivalente  (’;}* — 46y*=j  lo^ 
est  résolue  dans  les  Mémoires  de  Berlin  année  1767,  et  le  résultat 
donné  page  363  présente  huit  solutions. 

Ces  huit  solutions  se  réduisent  aux  quatre  précédentes } et  en 
général , le  calcul  peut  toujours  s’abréger  de  moitié  , en  observant , 
comme  nous  l’avons  fait , qu’il  est  inutile  de  développer  en  fraction 
continue  les  deux  racines  de  la  même  équation , et  que  le  déve- 
loppement d’une  seule  suffit  pour  avoir  le  résultat  des  deux. 

(78)  Prenons  encore  pour  exemple  l’équation 
67  J'* —-227^*+  i9ix‘  = 5, 

laquelle  étant  comparée  à la  formule  générale  ( n”.  5g)  donne 

/=67,  g'=— 227,  A=  191,  Z?  = 5,  /A  = -^,  et 

D < Donc  on  peut  résoudre  celte  équation  par  le  développe- 
ment d’une  racine  de  l’équation  67 **  — 22 7x4-  «g*  =0  en  frac- 
tion continue.  Voici  l’opération  prolongée  jusqu’à  ce  qu'on  ait 
trouvé  la  période  qui  se  répète  à l’infini  ; 


1 J 0 

67 

-46i-hV34.  . . 

-3. 

1 : 1 

i5ï+tI/34i_ 

0 » 1 ^ 

5 ^ 

i3 

9 : 5 

Il  : 6 

8^+ii/34i 
i3  " 

196  : 107 

Ai  + iy/Zii  .. 

307  : ii3  ♦ 

+ i V/34i  ^ ^ 

1 1 

610  : 333 

5t  + 71/34i 

3 + 

817  : 446  • 

4j  + T V^34i 

&c. 
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T • , 4t+7\/34i  , , ... 

Le  quotient  - complet étant  un  de  ceux  qui  ont  ete 

déjà  trouvés,  l’opération  est  terminée,  et  on  voit  qu’immédialement 
après  les  premiers  termes  i,  i,  4,  on  a la  période  i,  17,  i,  2,  i,  a, 
laquelle  se  répète  à l’infini. 

Si  on  cherche  maintenant  le  nombre  5 parmi  les  dénominateurs 
des  quotiens  - complets  , on  verra  que  la  troisième  fraction  con- 
vergente , la  septième  et  la  neuvième  , peuvent  satisfaire  à l’équa- 
tion proposée.  La  septième  et  la  neuvième  comprises  dans  une  même 
période , satisfont  en  effet , parce  qu’elles  sont  de  rang  impair  , 
et  que  dans  la  valeur  de  x le  radical  a été  pris  en  plus.  Quant 
à la  troisième  , elle  satisfait  aussi  ; mais  nous  en  ferons  abstraction , 
parce  qu’il  suffit  de  considérer  les  solutions  données  par  les  termes 
d’une  même  période  , et  que  toutes  les  autres  doivent  y être  conte-, 
nues.  Voyez  à ce  sujet  le  paragraphe  suivant. 

On  aura  donc,  par  la  septième  fraction  convergente,  77=207, 
ÿ ±=  1 13 , et  calculant  à l’ordinaire  la  valeur  de  la  période  comptée 
depuis  ce  terme  : 

Période 2,  1,  2,  1,  17,  i 

I 2 3 8 11  io5  2oG 

mverg.  - , -,  -,  , — — 

O 1 1 0 4 ' 71  70 

206  tt-p . C 

f»=7i,,=  -— 


Fract. 


on  trouve  - = 


75 


1387,  — donc 


on  aura 

(fIL+lÈ.  v/34iy=*  + iŸ/34i. 

Or  on  a en  même  temps  v*  — ^ •+*  = + i > ce  qui  prouve  que 
l’équation  proposée  est  résoluble  avec  le  second  membre  -P  5 ; 
mais  elle  ne  le  seroit  pas  avec  le  second  membre  — 5.  Cela  posé, 
en  substituant  les  valeurs  trouvées  dans  la  formule  du  n°.  69 , on 
aura  pour  première  solution  de  l’équation  proposée 
= 207  3823.7V’ 

X = ii3*±  2087.7V. 

Procédant  de  la  même  manière  à l’égard  de  la  neuvième  fraction 
convergente  , on  en  déduira  cette  seconde  solution  : 

^ = 817  • ri:  15087.7V 
X = 446  4 ± 8236.7V. 
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Ges  dernières  foniiules  sont  celles  qui  contiennent  la  solution  " 
que  nous  avons  remarquée  dans  la  partie  irrégulière  de  la  fraction 
continue.  En  effet  si  on  suppose  ti=  i , * = — i5,  on 

trouvera  y = i,  z=i.  De-là  on  peut  présumer  que  la  seconde 
solution  générale  est  susceptible  de  se  réduire  à une  forme  plus 
simple  , et  c’est  de  quoi  on  s’assurera  aisément , en  prenant  au  lieu 
de  ♦ et  Ÿ les  quantités  analogues  qui  répondent  à une  valeur  de 
« dillërente  d’une  unité.  Il  en  résultera 

z=  *±41.^^. 

(79)  On  voit , par  ce  qui  a été  démontré  dans  ce  paragraphe , que 
lorsque  les  équations  qui  en  font  l’objet  sont  possibles , leur  réso- 
lution est  donnée  par  un  ou  plusieurs  systèmes  de  formules  telles 
que 

y = a * b' 

Z = a"  * + b"  1' , 

les  nombres  a',  b',  a",  b"  étant  constans  , et  les  quantités  ♦ , 1r 
étant  tirées  de  l’équation 

Cp  + 4'  V T = * -f-  f 

dans  laquelle  n est  un  nombre  indéterminé , et  où  l’on  a toujours 
e’ — > et  par  conséquent  aussi  ** — Crfci^'  = -Pi 
ou  — 1. 

Dans  les  formules  générales,  on  peut  prendre  Ÿ négatif  ou  positif 
à volonté , et  ainsi  affecter  ÿ du  double  signe  ; ce  qui  revient 
à laisser  le  signe  de  ÿ déterminé,  mais  à prendre  pour  n des  valeurs 
quelconques  tant  positives  que  négatives.  En  effet  ona('t  + 4y'^J~‘ 
— Cp' — (r  — (^i)'  (* — et  ainsi  le 

changement  du  signe  de  n revient  au  meme  que  celui  du  signe 
de  't'  ; car  d’ailleurs  le  signe  de  j )'  qui  affecte  le  tout  est  indiffé- 
rent , puisque  par  la  nature  de  l’équation  proposée  on  peut  changer 
à'ia-fuis  le  signe  de  y et  celui  de 

Il  résulte  de  - là  que  les  diverses  valeurs  de  y et  z comprises 
dans  un  .système  de  formules  , tel  que  le  précédent , forment  deux 
suites  qui  s’étendent  à l’inBni , tant  dans  le  sens  positif  que  dans 

le 
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le  sens  négatif , et  dont  chaque  terme  répond  à une  ralenr  déter- 
minée de  n positive  ou  négative  , en  cette  sorte  : 


n 

Y 

X 


• • • • ficC*  ^^“3  f ^—“2  y ■ — 1 y 

>,  >, 

&c.  "y,  "y,  V. 


Of  I|  Scc* 

P » pt  I P’  » p3  * 

? » 7‘  > y’  > y3,  &c. 


Au  reste , la  manière  la  plus  simple  de  calculer  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  termes , est  de  faire  usage  de  la  loi  trouvée  u”.  54 , 
laquelle  donnera  pi  = afp\^p  (le  signe  ^ étant  le  contraire 
de  celui  de  f* — ^4’)-  Cette  formule  o\xp,  p\ , pi  désignent  en 
général  trois  termes  consécutifs , peut  servir  à prolonger  l’une  des 
séries , soit  à droite , soit  à gauche , et  la  même  loi  a lieu  dans 
l’autre  série. 


P 


4 
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ii4 


5.  XII.  Dèho»  ST  RATION  d’une  proposition  supposée 
dans  les  paragraphes  précédens.  ‘ 

(?o)  Nous  avons  supposé  jnsqa’ici  que  s^l  est  possible  de  satis- 
ftire  à l’équation  fy'+gyz-^hz'  = z^H,  où  l’on  suppose  et  x 

premiers  enlr’eux , — ^fh),  la  fraction  - est  tou- 

jours comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  une  racine 
de  l’équation /i*+g*+A  = o.  Cette  proposition  a beaucoup  d’ana- 
logie avec  celle  du  n°.  10,  mais  il  n’est  pas  moins  nécessaire  de 
démontrer  qu’elle  est  vraie  généralement , sauf  une  légère  excep- 
tion dont  nous  ferons  mention. 

Soit  y un  nombre  positif,  g"  et  A des  nombres  positifs  ou  négatifs 
à volonté } soit  - une  fraction  donnée  dont  les  termes  sont  pre- 
miers entr’eux , et  satisfont  à l’équation 

fp'-^gP‘l-'rhq'  = zizH, 

je  suppose  qu’on  développe  - en  fraction  continue , et  que  les  quo- 

tiens  qui  résultent  de  cette  opération  soient  a,  C \ , n.  Au 
moyen  de  ces  quoliens , on  calculera  à l’ordinaire  les  fractions 

convergentes  vers  ^ , et  en  désignant  par  ^ celle  qui  précède  im- 
médiatement - , nous  avons  déjà  vu  (n®.  9)  qu’on  peut  faire  à 
volonté  pq° — p"g=  + 1 , ou  pq° — p'q  — — >. 

_o  _ 

Cela  posé , considérons  les  mêmes  fractions  consécutives  — , - 

<1 

comme  appartenant  au  développement  de  x en  fraction  continue  j 
soit  Z le  quotient-complet  qui  répond  à la  dernière  , il  faudra  donc 

qu  on  ait  * = ou  z =- Maintenant  la  supposi- 

qz-rq’  p — qx 

tbn  faite  que^,  - sont  deux  fractions  consécutives  convergentes 
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Ters  X , sera  légitime  , si  la  valeur  de  z qu’on  vient  Je  trouver  est 
positive  et  plus  grande  que  l’unité  j car  (elle  est  la  condition  â laquelle 
doivent  être  soumis  tous  les  quoticns- complets  qui  résultent  du 
développement  d’une  quantité  quelconque  en  fraction  continue. 
Il  s’agit  donc  d’examiner  si  ccttc  condition  est  remplie. 

• 9'  P 9'  — P'9 

De  1 équation  precedente  on  tire  * + -i-  = — , or  en 

!■ 

faisant  toujours  'y4  = ^g' — fh  , on  b x = — substituant 

cette  valeur  à la  place  de  x , et  faisant  passer  le  radical  au  numéra- 
teur , on  aura 


X + 


. P9  —P  9 


9 2 fp' + gP  9 + f 

Dans  cette  équation , on  peut  prendre  à volonté  le  signe  ic 
parce  qn’on  est  maître  de  prendre  pour  x l’une  ou  l’autre  racine 
de  l’équation  fx‘+gx  + A = o , etia  valeur  de  z est  dilTérente  dans 
les  deux  cas  ; en  même  temps,  puisqu’on  a fp'+gpq  + hq''=:±^Jf, 
cette  équation  donnera 

9 ^99^ 

par  conséquent  on  aura 

^^^^(pr-P'9)  . 

De  ces  diverses  indéterminations  de  signes  il  n’y  a que  celle  de 
tt  qui  soit  arbitraire  , car  celle  de  //dépend  de  l’équation 

proposée  , et  celle  de  ± j est  également  fixée  par 

la  valeur  de  + g.  Mais  comme  il  importe  de  considérer  la 
9 

valeur  la  plus  grande  de  x , on  prendra  le  signe  de  pareil 
à celui  de  ^ , et  alors  le  second  membre  de  notre 

équation  sera  nécessairement  de  la  forme 

77  • 

P a 


’^<P9°—P‘9) 


Digitized  by  Google 


ii6  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Enfin  on  pourra  toopurs  supposer  cette  quantité  positive,  puis- 
qu’on peut  faire  à volonté  pq’ — p°q=.-\- 1 ou  — i ; donc  on  aura 
dans  tous  les  cas 

, H 


zJr~=- 


(8i)  Soit  i"’  fp*  -\r  gpq  + hq*=  + Hy  et  on  aura 


* + 


H 


Le  second  membre  est  plus  grand  que 


2 

H 


, et  par  conséquent 


>2  , puisqu’on  a ff<  ^ A ; d’ailleurs  q°  est  < y ; donc  la  valeur 
de  Z est  positive  et  plus  grande  que  l’unité.  Donc  la  fraction  donnée 

- qui  satisfait  à l’équation  fp*-¥gpq-¥hq'=i  +11  y est  toujours 

?une  des  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l’équation 
fx'+gx+h^o  y et  cette  conclusion  ne  souffre  aucune  exception 
tant  que  le  second  membre  H est  positif. 

(82)  Soit  2'^.  fp*  + gpq  + hq'  = — H y on  aura 

q° 


x + -^=- 


q H 

Or  on  voit  que  pour  peu  que  q*  soit  grand  par  rapport  à 

( et  il  ne  peut  jamds  être  moindre  ) la  valeur  de  x + — sera  â 

. , , ■ 2 2 {/A  q° 

tres-peu-pres  égale  a — — , de  sorte  qu’on  aurax=  — ^ 

quantité  positive  et  plus  grande  que  l’unité. 

f T£ 

Au  reste  , sans  négliger  le  terme  ‘I  facile  d’assigner 

la  limite  de  q , telle  que  * soit  encore  'positive  et  plus  grande  que 
l’unité.  Pour  cela  mettons  * sous  la  forme 

H H Jî'  ÿî'' 
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à cause  Je  ^ ^-<1  ou  tout  au  phas  =1.  Il  est  clair 

que  Z sera  positif  et  plus  grand  que  l'unité, si  la  quantité  ^ 

estplusgrande  que  1/-^ — — ■ Soit  donc  \/ ^ 1 

. ..  y , ^ 'i 

de- la  on  tire  en  qnarrant  et  réduisant 

q>  , V» 

i\/  A 

Donc  tant  qu’on  anra  q au-dessus  de  celte  limite , il  est  certain 
que  la  valeur  de  t sera  toujours  plus  grande  que  l’unité;  mais  si  on 
f-V  H 

a y <.- — — — , on  ne  peut  plus  affirmer  en  général  que  z soit  plus 

**  ^V' 

grande  que  l’unité. 

(83)  Quel  que  soit  y,  l’exception  n’aura  jamais  lieu  , lorsque  f 
étant,  comme  nous  le  supposons,  un  nombre  positif,  h est  un 
nombre  négatif)  càr  alors  l’équation  proposée  aura  la  forma 
fp'-^gp  q—^'q'  = — H y 
laquelle  est  la  même  que 

Cetté  équation  étant  ainsi  ramenée  au  premier  cas , il-s’ensnit  que 

" est  une  fraction  convergente  vers  une  racine  de  l’équation 
P 

h'x’ — oj  donc  (en  mettant  - à la  place  de  *)-  sera  une 
fraction  convergente  vers  une  racine  de  l’équation  fx’+gx — h':=^a. 


(84)  Si  on  a é résoudre  l’équation  fy'-\-gy  dans 

laquelle  y et  A sont  positifs , on  pourra  toujours  (n®.  5o)  trans- 
former cette  équation  en  une  autre  ày'*  ■\-by’ z' — cz''=  — H dans 
laquell  eaetc  seront  positifs,et  où  l’on  aura  ùù  -1-  4 ac  =gg—ifh=:4^. 
Cette  équation  sera  donc  dans  le  cas  du  n°.  précédent , et  si  d’ail- 
leurs on  a H<.\/ ji  y toutes  ses  solutions  seront  dpnnées  par  les 
fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l’équation  ax*^+bx — e=o. 

On  voit  par-là , que  l’exception  dont  nous  avons  fût  mention , et 
qui  d’ailleurs  n’a  lieu  que  très- rarement  et  pour  de" très-petites 
valeurs  de  />  et  y,  peut  être  entièrement  évitée  par  les  transfor- 
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mations  déjà  indiquées.  Il  est  donc  vrai  de  dire  généralement , qne 
lorsque //est  (gg — ^ffi)  > toutes  les  solutions  de  l’équation 

/r* -+*•=*  = =*= -H" 

sont  données  par  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de 
l’équation  fx'+gx  + h — o. 

\S5)  Il  ne  sera  pas  inutile , au  reste  , d’apporter  un  exemple 
sujet  à l’exception  mentionnée  , et  qui  nous  fournira  de  nouvelles 
remarques.  Soit  pour  cet  effet  l’équation 

[ iSoij'*  — Sggi^x  + aaii  x*  = — 5, 

dans  laquelle  ona^  = ;g*  — fh  = ^,H=3,  et  par  conséquent 
} on  satisfait  à cette  équation  en  faisant  ^=3i  et  x=28; 
cependant  la  fraction  fj-  n’est  point  comprise  parmi  les  fractions 
convergentes  vers  une  racine  de  l’équation 

1 8o  1 X*  — 3gg  i x + 2 2 ii  = o. 

En  effet , le  développement  de  la  plus  grande  racine  donne 

igg5'ï+ï  

te  = ■ - V-  - — = 1 + I ; O 

1001 

— in4i  + ïV37  ' “ ” 

==  n + I : 1 

21 


5t+t|/37 


8 + 

+ 


3 "■ 

&c. 

et  celui  de  la  plus  petite  racine  donne 

— H)95T+ît/37 


X = • 


— i8oi 


= 1 + 


lO  2 


9 


&c. 


-5f^lt/37 

f — 1 


3 

• + 7 y/37 

I.  I J 

• &c. 


==9  + 

t.  : 1 

— a + 

lo  : 9 

= 2 + ..  . 

. 21  >ig 

52  : 47 

• , , ‘ ■ 

&C. 
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On  ne  trouve  donc  ni  d’un  côté  ni  de  i’autre  la  fraction  conver- 
gente fj  ; c’est  au  reste  ce  qui  s’accorde  avec  la  formule  de  l’art.  82 , 


car  ici  28 , qui  est  la  valeur  de  q , est  plus  petit  que  q«i 


est 


i8o4 

t/37* 


(86)  Pour  éviter  cet  inconvénient , et  pour  faire  en  sorte  que 
la  solution  soit  donnée  par  les  fractions  convergentes , il  suflit  de 
réduire  la  quantité  iSoi^y*  — Sggt^s+asiiz*,  si  ce  n’est  à l’ex- 
pression la, plus  simple  , au  moins  à une  forme  où  les  termes 
extrêmes  soient  de  signes  contraires.  C’est  ce  qo’on  obtient  immé- 
diatement en  faisant 

J'  = Joy—  5i  Z 
z=  9 / — 46«'j 

car  alors  l’équation  proposée  se  réduit  à cette  forme  très-simple 

yy+y^'—  9 -'■='=  —3. 

Développant  donc  ime  racine  de  l’équation  9=0  en  fraction 

continue  , on  aura 


1 

. : 

^ 2i-»-iv/37_  J 

3 

2 : 

t + Îi/37_,  , 
3 

3 ; 

l 

..  5 : 

^ =t  + ^V/37_ 

3 ^ 

: . 3»  : 

&c.  &c. 


A l’inspection  des  quotiens-complets , on  voit  que  la  fractiqn  con- 
vergente  - peut  être  prise  pour  ^ , car  en  faisant  j/  = 2 , x'  =:  1 , 

on  a. yy  +yz' — gzV=  — 3 ;de-là  résulte ,y  = — 3i  et  z = — 28; 
c’est  la  solution  qu’il  s’agissoit  de  trouver  par  les  fractions  conver- 
gentes. 
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Au  reste  , la  solution  générale  de  l’équation  en  y'  et  déduite 
du  développement  qu’on  vient  de  faire  , est  comprise  dans  les  for- 
mules suivantes  : 

I®.  Si  l’on  fait  — on  aura 

J'' = 2 i6G 

x'=  Fz^  5Gi 

d’où  résulte 

y = — Zi  F^qSG 
z = — 28  ^qp86  G. 

2*.  Sil’oniàit  C6+  \/ F + G' , on  aura 
y=5Fztzi5G' 

F ziz  7 G', 

et  il  en  résultera 

y =z  — 21  F 207  G' 

Z = — ig  F'  187  G', 

(87)  Si  on  réfléchit  maintenant  sur  le  procédé  que  noos  venons 
de  suivre  dans  cet  exemple  , on  verra  qu’après  avoir  simplifié  la  ■ 
forme  de  l’équation  à résoudre  , les  solutions  les  plus  simples  ont 
dû  se  présenter  les  premières  parmi  les  fractions  convergentes,  et  de 
ces  premières  solutions  on  a conclu  par  les  formules  ordinaires  la 
solution  générale , qni  n’est  autre  chose  que  l'expression  des  di- 
verses fractions  convergentes  qui  satisfont  à la  question  , ces  frac- 
tions étant  prises  successivement  à la  même  place  dans  toutes  les 
périodes.  Or  l’expression  générale  ainsi  trouvée , par  quelque  moyen 
qu’on  y soit  parvenu , est  une  ; elle  seroit  la  même  au  fond , quand 
pour  la  trouver  on  seroit  parti  des  valeurs  particulières  de  p et  q 
dans  une  autre  période  que  la  prenùère.  Pour  nous  faire  mieux 
entendre,  prenons  l’équation T'*— 3 s’=i , à laquelle  on  satisfait 
par  les  valeurs  successives 

^_2  7 26  97  362 

Z 1 4 i5  56  209 

L’expression  générale  de  ces  valeurs , enj  partant  de  la  première 
solation  seroit  j'  = F,  x = G,  F et  G étant  déterminées  par 

l’équation 
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l’ëquatlon  (-2+  \/ 5)' — F + G \/ 5.  Mais  on  peut  part^  égale- 
ment de  la  valeur  particulière  , et  l’expression  générale  se  tire- 
roit  de  l’équation  _y  + zv/3=  ("26+ i5t/ 3^  G 3^,  laquelle 

donne 

= 26  /"zfc  45  G 
Z = i5  a6  G. 

Or  cette  expression  contient  non^seulement  les  nombres  supérieurs 
à 26  et  i5  , mais  tous  les  inférieurs  qui  peuvent  satisfaire  ; et  en 
efiét,  si  on  prend  F=  2 , G = i , et  qu’on  emploie  le  signe  infé- 
rieur , on  auraj'=52 — 45=7  » z=3o — 26=4 , c’est  la  solution 

qui  précède  de  même  en  faisant  «=2,  ou ^=7,  G=4,  et 
prenant  encore  le  signe  inférieur,  on  aura 

j'=i82  — 180=2,  z=io5— io4  = i. 

Donc  tontes  les  solutions,  en  grands  ou  en  petits  nombres , sont 
également  comprises  dans  l'expression  générale  , quelles  que  soient 
les  valeurs  particulières  qui  ont  servi  à composer  ces  formules. 

Cela  posé , il  n’est  nécessaire  , dans  aucun  cas , de  transformer 
l’équation  proposée  fy'  +gyz  + A x*  = // , et  on  peut  se  borner  à 

suivre  la  méthode  ordinaire  indiquée  dans  le-paragraphe  précédent  ; 
après  avoir  développé  en  fraction  continue , conformément  à cette 
méthode  , une  seule  racine  de  l’équation  fx'+gx+h=o  , et  avoir 
continué  le  développement , jusqu’à  ce  que  la  première  période  de 
qnotiens  soit  complète , la  considération  de  cette  première  période 
suffit  pour  avoir  l’expression  générale  des  diverses  fractions  con- 
vergentes qui  dans  les  périodes  successives  peuvent  satisfaire  i 
l’équation  proposée.  El  on  peut  être  assuré  que  les  formules  ainsi 
tronvées  contiennent  absolument  toutes  les  solutions , même  celles 
qui , à cause  de  l’irrégularité  de  la  fraction  continue  dans  ses  pre- 
miers termes , ne  se  trouvent  point  comprises  parmi  les  fractions 
convergentes. 

(88)  Ainsi,  pour  résoudre  l’équation  >8oiy* — 39gi_7'r+22i  i z* 
= — 3 , on  développera  simplement  une  racine  de  l’équation 
1801  Z* — 39912:+  2211  =0.  Voici  l’opération  continuée  jusqu’à 

Q 
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ce  que  le  retour  du  même  quotient -complet  manifeste  l’étendue 
de  la  période 


199-^4+7/37 

1801 

1 : 0 

-'9'*4+4/37_  , 

— 21 

1 : 1 

1 

10  ; 9 

37  + 7/37  . , 

3 ^ 

81  : 73 

ô 

91  : 82 

1 

172  : i55 

34+  : /37  _ 
3 

g5i  : 857 

&c. 

&c. 

On  voit  que  la  période  qui  se  répète  sans  cesse  est  i , i , 5 j et 
en  appliquant  les  formules  du  paragraphe  IX , on  trouvera  que  la 
solution  déduite  de  la  fraction  fj-  est,  en  supposant 
= /'>G/37, 

=8i  /’r,=  465G 
« = 73  4ig  G, 

et  la  solution  déduite  de  la  fraction  fj  sera  , en  supposant 
fG-h  v/37/*^'  = F' + Gy  57 , 

= 91  F^5j7  G' 

Z = 8a  F zfz  5ao  G'. 

Si  dans  cette  dernière  on  faiti^=6,  et  G'=i , on  aura,  en  prenant 
le  signe  supérieur  ,^= — 3i  , z—  — 28. 

Or  il  est  facile  de  s’assurer  que  ces  formules  s’accordent  avec 
celles  qu’on  a trouvées  n“.  86.  Il  suffit  pour  cela  de  mettre , au  lien 
de  i^et  G', leurs  valeurs  tirées  de  l’équation + G\^37=  (6:dzy^37) 
(F+G^/'â^J  , savoir  F=.8Fdcz3yG,  G'=GG=fc/<'. 
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j.XIII.  RkDVCTiON  ultérieure  des  formules  Ly’-4-Myz-4-Nz’ 
lorsque  M’  — 4LN  est  égal  à un  nombre  positif 


(89)  Supposons  d’abord  que  le  coefficient  M est  pair , et  soit  la 
formule  proposée  z-\-rz'  •,  nous  avons  vu  (n".  46)  que  si 

q' — P r est  égal  à un  nombre  positif  celle  formule  peul  tou- 
jours se  réduire  à la  forme  a y'  + a iy  x—cz‘ , dans  laquelle  a 
et  c sont  toujours  positifs , non  moindres  que  a 6 , et  où  l’on  a 
b'  + ac  ■=  ui.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  réduire  an  plus 
petit  nombre  possible  les  diverses  formules  ay*  + iby z — cz* 
qui  pour  un  nombre  donné  ^ satisfont  aux  conditions  précédentes. 
Faisons  voir  d’abord  comment  on  trouve  ces  formules. 

Soit  par  exemple  .//=  79  = é‘  + ac , on  donnera  à b les  valeurs 
successives  o , 1 , a , 3 , sans  aller  plus  loin  , parce  qne  b doit 
être  < \/^.  Chaque  valeur  de  b en  fera  connoître  une  de  ac=’j^ — é*, 
mais  celle-ci  ne  peut  être  utile  qu’autant  qu’elle  pourra  être  dé- 
composée en  deux  facteurs  qui  ne  soient  pas  moindres  que  a b. 
Voici  le  détail  du  calcul  où  l’on  a supposé  constamment  a < c ; , 


3“. 


4». 


b = o 

oc=79 
0 > 0 

a = i y c = 79 

6 = 1 

a = a , c = 39 

ac  = 78 

3 36 

a 

6 i3 

6 = a 

ac  — y5 
a > 4 

ï 

II 

Q 

6 = 3 

ac  = 70  a=7,  c=io 

a >•  6, 


Qa 
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De-là  on  voit  que  tonie  quantité  indéterminée  pj'*  + 2 r + r*‘, 
dans  laquelle  q' — pr^  79,  doit  se  réduire  à l’une  des  douze  formes 
suivantes  : 


y'  — 79  ** 

iy  z — Z^z' 
5y'  + Q^JT  — 26z* 
6^*  + -ï  — i3  c’ 
5y“  + 4y  Z — i5  z’ 
7y‘  + 6y  Z— 10  z‘ 


79  y'  — -' 

Sç)y‘  -i-  2y  Z— 7 z‘ 
26y‘  + 2y  Z — 3z’ 

l3^*  + 7yz  — 6 Z* 

i5y'  + 4y  Z — 5z* 
ioy‘  + 6yz  — 7z* 


De  ces  douze  formes  il  y en  a six  qui  ne  sont  antre  chose  que  les 
six  autres  prises  avec  des  signes  contraires  , car  d’ailleurs  la  forme 
ay'  + 26yz  — cz*  ne  difiere  pas  de  ay' — 2by  z — cz*,  puisqu’on 
peut  prendre  indifféremment  z positif  ou  négatif. 


(90)  Il  pourra  arriver  pour  certaines  valeurs  de^,  qu’une  formule 
ay'-4-2by Z — cz*  soit  identique  avec  son  inverse  cy'-{-  2 byz — az‘, 
et  c’est  ce  qui  aura  toujours  lieu , si  on  peut  satisfaire  à l’équation 
m* — An'z= — 1.  En  effet,  si  l’on  a m* — An'= — 1,  et  qu’on  fasse 
ay'-\-2byz — cz’=^=cz'*  + 2 i_y'z' — aÿ',  ces  deux  valeurs  de 
l’une  donnée  , l’autre  hypothétique  , étant  multipliées  par  a , on 
aura , après  avoir  fait  pour  abréger , ay~\-bz=x  ^ a y + 6 z'=  z'  ; 
a Z — X*  — A z' 

-aZ  = x''  — A z”. 

D’où , à cause  de  — 1 = m'  — An*,  on  tire 

x'*—Az''=(m'—An')  (x'—Az'). 

Four  satisfaire  à cette  équation , on  peut  la  décomposer  en  ces 
deux  autres  : 

x'^z')/A-=  (m  — A)  (x+z\/ A) 

*' — z'\/A=  (m-yn\/A)  (x — z^A)\ 
desquelles  résultent  ■ 

3^z=  mx  — n A Z 

z'=  m Z — n X z=  (m  — b n)z  — a ny. 

Donc  en  premier  lieu  z'  est  un  entier;  ensuite  si  à la  place  de  x 
et  *'  on  met  leurs  valeurs  ay-\-bz,  ay'-\-bz\  on  aura  après  les 
réductions  y'=  (m-\-bn)y — cnz.  Donc^'  est  aussi  un  entier , et 
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ainsi  la  formule  ay'  + ibyz — cz'  est  la  même  que  son  inverse 

ex'* + 3 byx! — ay'^. 

Lorsque  ^ ne  surpasse  pas  ioo3  , l’inspection  de  la  table  XII  fera 
voir  si  l’équation  m' — n'= — i est  possible  ; elle  le  sera  toujours 
(n®.  4a)  lorsque  ^ est  un  nombre  premier  4i+i  , et  en  général 
il  faut  que  tous  les  diviseurs  premiers  de  yi  ou  de  soient  de  In- 
forme 4it+  i;  mais  cette  condition  n’est  pas  suffisante,  puisqu’elle  est 
remplie  à l’égard  de  34,  i46,  3o5,  &c.  , sans  néanmoins  que 
l’équation  dont  il  s’agit  soit  possible. 

(gt)  Cela  posé  , voici  la  méthode  pour  découvrir  parmi  tontes 
les  formules  qui  résultent  d’un  même  nombre  yi  , celles  qui  sont 
identiques  à une  formule  donnée  o y*  •+•  a b y z — cz'. 

Si  la  formule  Z — ay'Jr'ibyz — cz*  est  identique  à une  antre 
formule  ay''  + ib'y'z' — c'z'*,  il  faudra  que  celle-ci  résulte  de  la  • 
première  par  quelque  transformation.  Or  la  transformation  la  plus 
générale  consiste  à faire  (n®.  45  ) 

y—py'+p°z' 

les  nombres  P , ?,p*,  ÿ°,  n’étaut  pas  entièrement  arbitraires  (i) , 
mais  devant  satisfaire  à la  condition  pq' — Supposons  donc 
que  la  substitution  de  ces  valeurs  donne  Z = ay'‘  -J-  3 b'y'z — c'z''^ 
nous  aurons 

o'=  ap'-\-ibp  q — Cÿ* 

, b'=app‘-\-b  (pq°+p’q)  — cq  q‘ 

— c'=sap°'-^ib  p°q° — cÿ’*. 

Maintenant  si  l’on  veut  que  o'  et  — c'  soient  réellement  de 
différens  signes,  afin  que  la  transformée  soit  semblable  d la  formule 
proposée  , il  faudra  qu’une  racine  de  l’équation  ax‘-{-^bx  — c — o 

tombe  entre  les  deux  fractions  —^1-;  d’ailleurs  comme  on  a 

9 . ? 

b'b'-\-ac'=bb-\-ac  = y4  y et  qu’ainsi  1 un  des  nombres  a'  et  c' 
est  nécessairement  il  faut  que  l’une  au  moins  des  deux 

fractions  précédentes  soit  comprise  parmi  les  fractions  convergentes 

(i)  Les  lettres  p et  q n'ont  aucun  rspport  avec  les  coefllcieiu  de  laforinc  pri- 
mitive que  nous  avions  représentée  par  2qy  2 rz', 

à 
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vers  la  racine  x,  (J.  XII.)  Soll^  celle  fraclion,  et  soit  prise  pour 

— la  fraclion  convergente  qui  précède  - , alors  les  quatre  nom- 
9°  ...  9 

Lies  P,  9 , p',  9°  seront  déterminés  par  deux  fractions  succes- 
sives résultantes  du  développement  de  la  racine  x en  fraction  conti- 
nue. Mais  j’observe  qu’il  n’est  pas  même  nécessaire  de  calculer  ces 
IVactions  pour  avoir  les  transformées  successivesa[;y'*  H- — c'z'‘. 

En  effet  soit  — le  quotient-complet  qui  répond  à la  fraction 

convergente  ^ , on  aura  comme  il  a été  trouvé  ci-dessus  (n®.  5i) 

ap'  + 'i  hp9  — cy*  D (p  y° — p^q) 

app’^b(p9^->rp'‘9)—cqq^—  — I(pq°—p’‘q) 
ap'-'Ar'ib p'q’ — cq’‘’=  — D“  (pq" — p’9)' 

Donc  la  transformée  Z sera  simplement 

9'—P°9)  2 ly^'—  D°z'')  ; 

et  ainsi , de  chaque  quotient-complet  on  déduit  immédiatement  et 
sans  calcul , la  transformée  correspondante.  Il  est  inutile  d’ajouter 
que  dans  la  preimère  transformée  pq^ — p°q  aura  pour  valeur  — 1 , 
dans  la  seconde  -f- 1 , et  ainsi  alternativement. 

(qî)  Cherchons  , par  exemple , les  transformées  dont  est  sus- 
ceptible la  formule  Z — y' — 79  s*,  il  faudra  faire  la  même  opé- 
ration que  pour  changer  en  fraction  continue  une  racine  de  l’éqùa- 
lion  x' — 79  = O : voici  celte  opération  et  les  transformées  qui  en 
résultent  : 


X—  ^^79=8-t- 

79  + « _ . , 
,+ 

£-Z112  = 7 + 

79  + 7 . 

1 

v/79  + ^ 

i5 


1 + 


= 1 -h 


T ransformdes. 

— ^5  y'y  -k-  \ ^ y s'  •¥  ~'s.' 

a y' y' — 1 4 y'~  — \5z'z' 

— i5/y-H  i4yz'-t-  iz'z' 

jy-y^yz-xbz'z' 

&.C. 


« 


t 
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R est  inatile  de  continuer  l'opération  plus  loin , parce  que  le  retour 
des  mêmes  quotiens  ramènera  les  m^es  transformées.  On  voit 
donc  que  de  la  formule  proposée  y' — 79s*  il  ne  résulte  que  quatre 
transformées,  lesquelles  se  réduisent  aux  deux  suiranles: 

Z — i5z' 
y + iGj'  z — ï5z\ 

Si  ensuite  on  ramène  celles-ci  â la  forme  ordinaire  où  36  soit 
<i  a et  c,  elles  deviendront 

7y—7jy  z—5ÿ  X* 

y— 79  ‘‘i 

et  comme  l’une  des  deux  n’est  autre  que  la  formule  proposée  , 
il  n’y  a véritablement  que  ^y — "jy  z — 3g  s*  qui  eu  soit  une  trans- 
formée. 


(g3)  Pour  réduire  les  autres  formules  trouvées  ( n®.  89  ) d.ans 
le  cas  de -(^=79  , considérons  une  d’entr’elles  ÎSj-’-psj'X — 36  x', 
et  développons  en  fraction  continue  une  racine  de  l’équation 
5x*-1-2x  — 36  = 0;  on  trouvera  les  transformées  suivantes,  où, 
pour  plus  de  simplicité,  on  a supprimé  les  acccns. 


1^79  + 7 _ , ^ 

10 

V/79  + 3 


9 

V^79  + 5 
(i 


— 1 + 
+ 
= 2 + 


1^79  + « 
3 

10 


= 5 + 
&c. 


T rnnaformét». 


— f 3x* 


7y'—^y^—  •!’ 

— + 8j'-s+7-* 

6y—ioyz  — ()z’ 

— 5_y’-f  Z -r  Q>z' 

3y—  iCj'x  — 5 z' 
&c. 
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Ces  six  transformées  réduites  à la  forme  ordinaire  (n®.  44)  seront 

•» 

3 J'*  + 3 J'  * — 26  «* 

y' — Z — 10** 

^y'—^yz—  10  Z’ 

— 5^*  + 4 ^ Z + 1 5 Z* 

Z y*  + iy  Z — 26  Z*. 

De-là  il  résulte  que  les  douze  formes  trouvées  ci-dessus  pour  la 
quantité  indéterminée py'+"içjrz  + rz'y  lorsque  y* — pr=79  , sé 
réduisent  aux  quatre  suivantes  : 

y—79‘‘  79>*— 

3j*+2yz  — 26Z*  26J'* — 7yz — 3z‘. 

Donc  toute  équation  de  la  forme  py‘  + 7qy  z + r —:à=H  dans 
laquelle  ç' — P^  — 79>  pourra  toujours  être  ramenée  à l’une  des 
deux  équations 

y— 79  z'—^H 

3 ^*  + 2^z  — 26  z"  = ± H. 

(g4)  C’est  d’après  ces  principes  que  nous  avons  construit  la 
Table  I,  où  l’on  trouve  pour  chaque  nombre  non  quairé  ^ depuis 
a jusqu’à  i36,  les  diverses  formes  principales  auxquelles  peuvent 
toujours  se  réduire  les  formules  indéterminées  Ly'-\r7Myz-\rNz' 
dans  lesquelles  M' — LN^A.  Les  signes  =fc  qui  affectent  la  plupart 
des  formules  , indiquent  deux  formes  également  possibles  , mais 
qui  s’excluent  mutuellement.  Lorsque  les  formules  ne  sont  pas  pré- 
cédées d’un  signe  ambigu  , elles  ont  lieu  telles  qu’elles  sont  indi- 
quées , mais  elles  auroient  également  lieu  avec  des  signes  contraires. 

On  trouve  , par  exemple  , à côté  de  g3  la  formule  réduite 
-4-  ç y'  — g3  Z*  J } cela  signifie  que  tonte  formule  proposée 
py'-\-7qyz^rz*  dans  laquelle  q' — />r  = g3,  se  réduira  toujours 
à la  forme  y*— g3z'*,  ou  à la  forme  g3z'*— mais  jamais  aux 
deux  à-la-fois. 

Au  contraire,  vis-à-vis  do  g7  on  trouve  la  formule  y — g7z* 
sans  ambiguité  ; cela  signifia  que  toute  formule  py*-\-7q y z-\-r%'^ 
dans  laquelle  q*—pr=97t  «e  réduira  toujours  à laforme  ^'* — 97  a'*. 

Mais 
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Mais  elle  se  réduirolt  aussi , si  on  vouloit , à la  forme  97  x'* — jr'', 
parce  que  dans  ce  cas  l’équation  m' — 97»*= — 1 est  possible. 

(g5)  Considérons  maintenant  la  formule  indéterminée  Ly'  \- 
Myz-\-Nz,'  dans  laquelle  M est  impair  , et  où  la  quantité  M' — 4LJV 
est  égale  à un  nombre  positif  B.  Cette  formule  peut  toujours 
être  réduite  à la  forme  ay'-\-byz  — ex*,  où  l’on  aura  à-la-fois 
a et  c positifs,  ù<a  et  c,  et  ù*4-4ac=R.  Au  moyen  du  seul 
nombre  B , supposé  connu  , il  est  facile  de  trouver  toutes  les  for- 
mules ay'-\-byz — ex’  qui  satisfont  aux  conditions  précédentes  ; mais 
ensuite  il  s’agit  de  réduire  ces  formules  au  moindre  nombre  possible, 
en  supprimant  celles  qui  sont  inutiles  ou  comprises  dans  les  autres. 

Pour  cela,  considérons  l’une  de  ces  formules  ay'-^byz  — ex’, 
ou  plutôt  son  double  + 3 ôj'x— 2 c x’ ; et  alors  le  coefficient 

du  terme  moyen  étant  pair  , on  pourra  procéder , par  la  méthode 
précédente , à la  recherche  de  ses  transformées  successives.  Il 
faudra  à cet  effet  développer  en  fraction  continue  une  racine  de 

. . . . , — bAr\/B 

I équation  2 ox*  + 2 osr — 2c=o,  cette  racine  étant  x = . 

2 a 

Les  transformées  seront  également  de  la  forme  laly'  -^-ih'yz — 2c'x*, 
laquelle  résultera  toujours»  de  l’expression  *“■ 

(pq'—p'q)  (Dy'—^Iyz  — D‘z'), 
et  le  multiplicateur  2 commun  aux  unes  et  aux  autres,  n’empêchera 
pas  de  reconnoître  avec  une  égale  facilité  les  formes  identiques. 

Il  n’y  a donc  véritablement  aiicnne  différence  essentielle  dans 
la  manière  de  traiter  le  cas  de  M.  pair  et  celui  de  M impair.  Mais 
les  résultats  de  ce  dernier  cas  doivent  être  consignés  dans  une 
table  particulière  qui  ofirira  pour  chaque  nombre  B de  la  forme 

4 /z+  1 , les  formes  essentiellement  différentes  auxquelles  se  rap- 
portent toutes  les  formules  indéterminées  Ly'-\- My  z\Nz'  dans 
lesquelles  M.  est  impair  et  M' — \ LN=  B. 

(9R)  Pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  cette  table , soit 

5 = 181.  Nous  chercherons  d’abord  les  diverses  valeurs  de  a , ù,  c 

qui  satisfont  à l’équation  ô*  + 4ac=  i8i  , et  comme  en  vertu  des 
autres  conditions  le  nombre  impair  b doit  être  on  fera 

successivement  6=1 , 3 , 5 : ce  qui  donnera , en  supposant  a < c , 

R 
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A=i  a=i,  c = 45 

a <?  = 45  5 1 5 

o>  1 5 9 

i = 3 

ar  = 43  : non  décomposable. 
fl  > 3 

5 = 5 

5",  ^ ar=  3g  : non  décomposable  en  facteurs  > 5. 

O > 5 

V 

Donc  toutes  les  formules  indéterminées  Ly^  + My  z-^Nz^  dans 
lesquelles  JiP — 4 LN=  i8 1 , peuvent  se  réduire  à l'une  de  ces  six 
formes  : - — i5  z') 

=fc  (?y'+yz—  i5  z’) 

(5y+y‘—  9 

D’ailleurs  puisque  i8i  est  un  nombre  premier  4«+i,  l’équation 

i8ira*  = — 1 est  possible  ( n".  4a),  et  ainsi  les  six  formes 

précédentes  se  réduisent  à trois , en  ôtant  le  signe  ambigu.  Il  ne 
reste  donc  plus  qu’à  examiner  si  ces  trois  formes  peuvent  se  ré'? 
duire  à un  moindre  nombre. 

Pourcelaje  cherche  les  transformées  de  la  formule  ^y'  + 'iyz — goz*, 
ce  qui  se  fera  j,  en  développant  une  racine  de  l’équation  fictive 
a x*  + a X — go  = o par  le  calcul  suivant  : 

— 1+  v/»8i 


i3  + 

6 

Il  + j8i 
10 

9 + y' 

' 10 
Il  + t/  i8 1 

(i 


■ — 6 + 
= 4 + 


= a + 


= 2 + 


: 4 + 


2 


i3  + v"  i8i 


6 


= 4 + 


Transformées. 

— 6 J*  + afijK  ■=  + 2 ■=* 
ioy'  + 7‘2y  z — fis’ 

— iojv’+  i8j'z+  io;‘ 
Gy'-\-73yz — 10  z* 

— 7y'+  ^Gyz  4-6-* 

-j-  aGy  z — 2 z* 

&c. 
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Il  faut  ensuite  prendre  les  moitiés  de  ces  transformées , et  les 
réduire  à la  forme  ordinaire  , en  diminuant  le  coefficient  moyen  : 
or  j’observe  que  cela  peut  se  faire  de  deux  manié-res  tant  que  le 
coefficient  moyen  est  plus  grand  que  chacun  des  extrêmes.  Par 
exemple , dans  la  première  transformée  — 3^*+  i3j'z  + z',  on  peut 
substituer^ — ax  à la  place  dej',-ce  qui  donne — 3y*+^s+»5c* 
ou  bien  on  peut  mettre  z — 6_y  à la  place  de  z,  ce  qui  donnera 
z‘+yz — 45 Z*.  Traitant  ainsi  les  deux  premières  transformées,  et 
observant  que  par  la  nature  du  nombre  »8i  , il  est  permis  do 
changer  tous  les  signes  de  chaque  résultat , on  trouve  qu’elles 
comprennent  à elles  seules  les  trois  formes 

y +y  Z — i5z‘ 

Sy—jz—iSz' 

+ 9-*- 

Donc  il  est  inutile  d’avoir  égard  aux  autres  transformées , et  on 
a acquis  la  certitude  que  la  seule  forme  z — 45  z*  renferme 

toutes  les  autres.  Donc  toute  équation  indéterminée  I.y  + JUjz 
+ iVz*=±//  dans  laquelle  31' — 4/.  iV=i8i,  pourra  toujours 
se  réduire  à la  forme  y+yz — i5z'  = H. 

(97)  La  Table  II  offre  les  réductions  de  ce  genre  pour  tons  le» 
nombres  B de  forme*4n+  i,  depuis  5 jusqu’à  3o5.  Cette  table , indé- 
pendamment de  ses  autres  usages , pourra  faciliter  beaucoup  la 
résolution  des  équations  de  la  forme  précédente  , dans  lesquelle» 
B ne  surpasse  pas  3o5. 

Il  ne  sera  peut  - être  pas  inutile  de  montrer  par  un  exemple 
comment  ces  réductions  s’effectuent  dans  les  cas  particuliers. 

Soit  proposée  l’équation  333  y*  — z + 388z*  pour 

avoir  par  une  opération  uniforme  la  transformée  du  premier  membre, 
je  développe  en  fraction  continue  une  racine  de  l’équation 
333*’ — 7 19*+ 388  = o,  et  je  calcule  en  même  temps  les  fractions 
convergentes  qui  en  résultent.  Voici  le  détail  de  l’opération  qu’il 
suffit  de  continuer  jusqu’à  ce  que  les  quotiens-complets  cessent 
d’être  irréguliers  ; mais  on  l’a  prolongée  pendant  une  période 
enliére  , parce  que  cette  période  n’est  composée  que  de  trois 
termes  : 

R a 
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r—  

666  “ 


— 4 

i3  + V'  i45 

__ 

Il  + i/  1 45 
4 

9 + \/  i45 
T6 


1 1 + v/  1 45 


— = 10  + 

1 ; 

= 4 + 

1 1 : 

= 5 + 

45  : 

= * + 

&c. 

= 3 + 

= 5 + 

10 


De-lâ)  et  des  articles  91  et  g5 , on  conclut  que  si  l’on  fait 

y = 45  r'  + n s' 

Z = it  J''  + 10s', 

on  aura  pour  transformée  du  premier  membre  : 
-fc,yy-iiyz'-3z'z'j. 

Ce  résultat  trouré  a priori  est  d’autant  plus  remarquable,  qu’il 
seroit  assez  long  de  le  vérifier  directement  par  la  substitution  des 
valeurs  de  et  de  z ; on  le  vérifieroit  plus  promptement , en  y 
substituant  les  valeurs  de  y'  et  de  z' , savoir  y'  = 1 1 z — loy  , 
z'  = 4iy — 45z,  ce  qui  reproduiroit  la  formule  proposée. 

Au  reste , la  transformée  — 1 iy'z'+3z'z'  n’est  pas  encore 
réduite  à la  forme  convenable  , et  pour  faire  en  sorte  que  le  coeffi- 
cient moyen  ne  soit  pas  plus  grand  que  les  extrêmes  , il  faut 
prendre  y'=M'+3z',  ce  qui  donnera — iu'‘ — «'z'+  i8z'*j  donc 
il  faut  faire 

y = 45  n'+ 146  z' 

Z = 4*  *33  z', 

et  la  transformée  de  l’équation  proposée , réduite  à la  forme  la 
plus  simple , sera 

3 u'u  + w'z' — 1 8 z'*  = — H. 


I 
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i33 


§.  XIV.  JDÉrELOPPEMENT  eit  fraction  continue  des  racines 
des  équations  d’un  degré  quelconque. 

(96)  Soit  proposé  de  développer  en  fraction  continue  une  racine 
réelle  de  l’équation 

+ +^  = 0, 

dont  les  coefRciens  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 
D’abord  on  peut  supposer  que  cette  équation  n’est  divisible  par 
aucun  facteur  rationnel,  car  autrement  on  pourroit  supprimer  le 
facteur  étranger  à la  racine  qu’on  veut  développer  , et  l’opération 
en  deviendroit  beaucoup  plus  simple  : par  la  même  raison  , l’équa- 
tion proposée  ne  pourra  avoir  des  racines  égales  , car  si  elle  en 
avoit,  elle  seroit  divisible  par  un  facteur  rationnel  qu’on  Irouveroit 
aisément  par  les  méthodes  connues. 

Cela  posé,  la  racine  dont  il  s’agit,  étant  choisie  entre  toutes  les 
autres  sera  connue  à moins  d’une  unité  près.  Soit  <t  le  plus  petit  des 
deux  entiers  prochains  entre  lesquels  elle  est  contenue  , on  fera  , 

si  X est  positif,  x = «+  -V,  ou  s’il  est  négatif  x = — « et 

X X 

on  sera  sûr  que  la  valeur  de  x'  est  positive  et  plus  grande  que 
l’unité.  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  proposée  , on  aura 
la  transformée 

aV*  + i'x'—-fcV— + k'=  O, 

qui  servira  à déterminer  x'.  Or  on  sait  déjà  que  la  valeur  de  x'  dont 
on  a besoin , est  positive  et  plus  grande  que  l’onité  ; il  peut  même 
y avoir  plusieurs  valeurs  de  x'  qui  remplissent  ces  deux  conditions  , 
parce  qu’il  peut  y avoir  plusieurs  racines  de  l’équation  proposée 
qui , sans  être  égales  , soient  comprises  entre  « et  « + 1 . On  essaiera 
donc  pour  s:' les  nombres  successifs  i,  a,  3,  &c.  jusqu’à  ce  que, 
par  les  caractères  connus  , on  trouve  les  nombres  entiers  les  plus 
proches  entre  lesquels  tombe  la  valeur  de  x'.  Soit  C le  plus  petit 

des  deux , on  fera  *•'=  -7  , et  en  substituant  celte  valeur , on 
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aura  , pour  déterminer  .r",  une  nouvelle  transformée 
a'V“  + + . . . . + k"=  O , 

qu’on  traitera  comme  la  précédente.  En  continuant  ainsi  aussi  loin 
qu’on  voudra , il  est  clair  que  la  valeur  de  x sera  exprimée  par 
cette  fraction  continue 


&c. 


Et  au  moyen  de  ces  quotiens  connus  , on  calculera  à l’ordinaire 
les  fractions  convergentes  vers  x. 


( 99  ) Soient  — , - , deux  de  ces  fractions  consécutives  et  * le 
quotient-complet  qui  répond  à la  dernière , on  aura  par  la  pro- 
priété connue  x-=- — — donc  on  peut  trouver  directement  une 
qz  + f’ 

transformée  quelconque , en  substituant  cette  valeur  au  lieu  de  x 
dans  l’équation  proposée.  Soit  cette  transformée 

+ nz'-'  + Cz'-\...  + x = o. 


et  on  aura  par  conséquent 

^ = ap'  + ùp'~'  q + cp'~'q'. ...  + 

K=  ap'‘  b p°"~'  y”  -f  c p°‘~'  y°*. . . + k y’*. 

De  sorte  que  suivant  nos  notations  ordinaires  , on  auroit  en  général 
K = ou  K = yi.  Mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  déduire 
successivement  chaque  transformée  de  la  transformée  précédente, 
comme  on  l’a  déjtà  expliqué.  Pour  rendre  à cet  égard  le  calcul  aussi 

simple  qu’il  est  possible , observons  qu’en  faisant  z=n+-^j  l’équa- 
tion précédente  en  z devenant 


^'z''  + B'z'-'  + C'z'"-\...  +K'=o, 

on  auroit 

-P  ZI  ft*  ' -f-  C /x"  ’ . • . . JC 

(n—i ) ZI<x"-4-  (n—a)  Cfx-’-b  &c. 


n.n — I n — \ ,n — 2 „ . , o 

r= *H ü/x"  ’ -1-  &c. 


A 
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Donc  si  la  fonction  + +K  est  désignée  par 

P : s ou  P , et  qu’on  forme  successivement  par  la  (lilfcrentialion 

, . , dt  ddi  ff®  O , . , . 

les  quantités  f qu ensuite  on  substitue 

au  lieu  de  s sa  valeur  approchée  f*,  ces  quantités  deviendront 
respectivement  les  valeurs  des  coefllcicns  B',  C,  &c.  de  la 
transformée  suivante. 

Telle  est  la  méthode  que  Lagrange  a le  premier  proposée  pour  le 
développement  des  racines  des  équations  en  fraction  continue} 
mais  cette  méthode  seroit  d’une  longueur  rebutante  dans  la  jira- 
lique  , si  le  même  auteur  n’eùt  indiqué  un  moyen  fort  simple  de 
continuer  sans  tâtonnement  la  suite  des  entiers  , &c. 

lorsque  quelques-uns  des  premiers  termes  sont  déjà  connus.  Voici 
en  quoi  consiste  ce  perfectionnement. 


_ ^ t 9 

(loo)  La  formule  .V  = — ^.donnez: 


q’x—p' 


z+ 


'U., 

7 q(i^q-'^)' 

X désignant  toujours  la  racine  qu’on  veut  développer  , soient  x, , 
x,\x^,&ic.  les  autres  racines  de  la  proposée,  et  soient  z, , , z,,  &c. 

les  valeurs  correspondantes  de  z } alors  , outre  l’équation  précé- 
dente , on  aura  les  n — i équations  qui  suivent  : 

s +£  - — 

q q(p—qxJ 

~ 4.  py’— p'y 

y yO  — y-vj 

py°— p°y 
y y;>— y^J 


Z,  -h  — = 


&c. 

Ajoutons  toutes  ces  équations , et  observons  que  l’équation  en 


étant -.^z'’  + iîz'~'+  &c. 
la  somme  sera 


=0  , on  a z + z,  + — , 

,é% 


B q°  , . ^ A 
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— + + &c. 


où  l’on  a fait  pour  abréger  : 
1 

+ 


a = 


P, 

9 


— X,  --  — X 


Maintenant  si  la  quantité  — - est  assez  petite  pour  pouvoir  être 

négligée,  il  est  clair  que  la  valeur  de  z sera  donnée  d’nne  manière 
directe  et  exempte  de  tâtonnement , par  la  formule 

z = (n-i)^-^. 

<l  A 

Il  faudra  donc  prendre  pour  fi  l’euiier  le  plus  grand  , contenu  dans 
cette  valeur , et  cet  entier  fi  sera  le  quotient  qui  répond  à la 

fraction  convergente  Au  moyen  de  ce  quotient  on  calculera  la 

fraction  suivante  , et  la  transformée  suivante  en  x'j  de  sorte  que 

q ^ 

l’opération  pourra  être  continuée  aussi  loin  qu’on  voudra,  sans 
aucun  tâtonnement. 

( 101  ) La  quantité  a varie  suivant  les  différentes  fractions- 

q 

auxquelles  elle  se  rapporte  ; elle  ne  peut  devenir  infinie , parce 
qu’il  faudrolt  pour  cela  qu’un  dénominateur  tel  que  - — x, , fût 

zéro , et  par  conséquent  que  l’équation  proposée  eût  un  diviseur 
rationnel  p — qx,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Néanmoins  cette  quantité  a pourra  quelquefois  être  un  nombre 
assez  considérable  , et  cela  aura  lieu , s’il  y a peu  de  différence 
entre  la  racine  x et  une  ou  plusieurs  des  autres  racines  x,  , x.,  &c. 

Au  reste  , comme  les  fractions  convergentes  - approchent  rapide- 
ment de  la  valeur  de  x , il  est  clair  que  les  quantités  a s’approche- 
ront non  moins  rapidement  de  la  limite 


r= 


+ 


+ &c. 


X X,  X X,  X X, 

Donc  si  on  continue  par  la  première  méthode , le  calcul  des  termes 
de  la  fraction  continue  et  celui  des  fractions  convergentes,  jusqu’à 

fpt  I 

ce  que  — soit  plus  petit  qu’une  fraction  déterminée — : , on  qu’on 

q m 


ait 
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ait  {j'>\/Tm  (T’étant  pris  positivement  ) , il  est  clair  que  la  valeur 
de  Z trouvée  ci-dessus  j savoir  : ' • 


z = r«-.;i: 

•7 


5 


ne  sera  en  erreur  que  d’une  quantité  moindre  que 

m 

Donc  une  connoissance  assez  imparfaite  des  racines  de  l’équation 
proposée,  et  seulement  de  celles  qui  sont  très-peu  dilTérentes  de 
la  racine  qu’on  développe  , suÛit  pour  déterminer  la  limite  après 
laquelle  on  peut  continuer  l’opération  sans  aucun  tâtonnement , 
par  le  moj’en  de  la  formule  précédente. 

Parmi  ces  racines , peu  différentes  de  la  racine  donnée  , il  faut 
comprendre  même  les  racines  imaginaires  j car  analyliquement 

parlant  f une  racine  — i dans  laquelle  - est  très-petit , est 

censée  peu  différente  de  a.  Si  donc  on  a -nne  racine  imaginaire 
x,^a.  + C\/ — ij  et  par  conséquent  une  autre  = a — C\/ — i,  il 
résultera  de  ces  deux  racines  substituées  dans  la  valeur  de  T’ les 
deux  termes 


X — a. — f^/  — 1 *■ — ’ 


lesquelles  se  réduisent  à la  quantité  réelle 

* 

quantité  ne  peut  excéder  le  maximum  - , 


a (x  — ») 


Cette 


(x — + C' 
cependant  elle  peut 


•être  encore  assez  grande  lorsque  C est  très- petit,  ainsi  que  x — *, 

Si  la  différence  de  la  racine  .v  avec  chacune  des  autres  racines 
( différence  qui  se  convertit  en  somme  lorsque  les  deux  racines  sont 
de  signes  contraires  ) est  plus  grande  que  l’unité  , alors  il  est  clair 
que  T’aéra  moindre  que  n — i , et  la  limite  de  q seray>  \/ ( n — i )m. 
Valeur,  comme  on  voit,  assez  petite;  de  sorte  qu’on  pourra  em- 
ployer la  formule  presque  dès  le  coiynencement  de  l’opération  , 
et  alors  il  n’y  aura  presqu’aucun  tâtonnement. 

Si  au  coiltraire  la  racine  x difière  très-peu  d’une  ou  de  plusieurs 
racines  réelles  ou  imaginaires  de  l’équation  proposée  , alors  la  pre- 
mièrè  méthode  doit  être  employée  dans  un  certain  nombre  de  termes; 
vnais  on  ne  tardera  pas  à atteïhdre  la  limite  q'>\/  Tm,  après  quoi 


S 


théorie  des  nombres. 

l’opération  se  continuera  sans  le  moindre  tâtonnement.  Au  reste  , 
on  peut  observer  que  s’il  y a réellement  deux  ou  plusieurs  racines 
peu  diflerentes  entr’elles  , l’équation 
nn.v-+  én-,; 

qui  est  vraie , lorsqu’il  y a des  racines  égales , aura  heu  d une 
manière  approchée  lorsqu’il  y a des  racines  peu  inégales.  On  pourra 
donc  assez  soiacnt , en  combinant  cette  équation  avec  la  P^posee , 
en  déduire  une  valeur  approchée  de  ces  racines  peu  differentes 
entr’cllcs  ; de  sorte  qu’alors  on  évitera  encore  presque  tout  Uton- 
nement.  Nous  ne  donnons  cependant  pas  ce  mo}'en  comme  a so  u- 
ment  général  , parce  que  la  combinaison  de  l’équation  proposée 
avec  celte  équation  secondaire  , peut  multiplier  l’erreur  atiac  lee  a 
celle-ci , et  empêcher  le  résultat  d’être  suffisamment  exact. 


(102)  Lorsque  l’opération  du  développement  est  avancée  jo.qu  a 

un  certain  point  » et  que  les  dénominateurs  ç des  raclio 
convergentes  commencent  à être  un  peu  grands  , la  formule 
(n—\)  donne  non- seulement  le  quotient  m correspon- 

q A 

dant  à la  fraction  - ; mais  en  développant  cette  valeur  de  z en  frac- 


tion continue  , les  quotiens  qu’on  obtient  de  ce  développement 
peuvent  être  employés  à la  suite  des  quotiens  déjà  trouves , -et 
sont  exacts  jusqu’à  une  limite  que  nous  allons  déterminer. 

La  valeur  exacte  de  z étant 


zzs,(n—\) 


le  terme  négligé  — occasionne  dans  * une  erreur  qui  sera  donnée 

IP  c»  • 

^ ± l ^ 

par  l’équation  rigoureuse  p — yar=  ■ mettant  z:àz  — 

à la  place  de  x , et  *-f  «fx  à la  place  x.  De  celle  maniéré , on 
trouve  * •* 


ç'(9=+g°r' 

Soient  donc  fi,  m',  /',.•••  " 1®®  quotiens  qui  résultent  du  déve- 
loppement de  la  quantité  (n—t)  ^ supposons  quen 
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continuant  par  le  moyen  de  ces  quotiens  le  calcul  des  fractioiiï 
• ^ P 

convergentes  vers  x , on  parvienne  à la  fraction  — , cette  der- 
nière sera  encore  ( n“.  g ) une  fraction  convergente  , si  l’on  a 

P I , I a a 

x< — -pr',  donc  tant  que  — sera  > — -,  ou  tant 

g aÇ*’  ^ Q'  q'(qz^q  )'' 

qu’on  aura  O < ou  à-peu-près  Q < v la  fraction 

y'aa  V I ^ y/iT 

P 

^sera  encore  l’une  desfraclionsconvergentesversx.  D’4ùilsuit  qu’à 


partir  de  la  fraction  convergente  ^ , la  valeur  de  z correspondante  , 

î'  . 

développée  en  fraction  continue  , fournit  les  quotiens  nécessaires 
pour  prolonger  les  fractions  convergentes  versx , jusqu’à  ce  qu’elles 
aient  environ  deux  fois  autant  de  chüTres  que  celle  d’où  l’on  est 
parti. 


Exemple  I. 


(io3)  Soit  proposée  l’équation  *’ — x* — ax-l-i  =o,  dont  on  sait 
qne  les  racines  sont  x = a cos ^ x = — a cos  } » , x = a cos  j», 
» étant  la  demi-circonférence  dont  le  M^qn  est  i.  On  aura  donc 
à-peu-près  X = 1 , 802}  x= — i,  247  j x = o,  445.  Pour  dé- 
velopper d’abord  la  première  racine  , on  observera  que  les  dilTé- 
rences  de  cette  racine  avec  les  deux  autres  étant  x — xi— 3,o49J 

X — X2  = 1 , 357,  on  a la  limite  T — — Î--  + — ^ = 1 à-peu- 
' 3,o4g  1,357 

près  ; et  ainsi  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  z sera  exacte  à 
moins  de  7^  lorsqu’on  aura  q>  \/ 1 o on  gr>3  , et  à moins  de  77;  lors- 
qu’on aura  ÿ>io.  Il  n’y  aura  donc  dans  ce  cas  aucun  tâtonnement. 
.Voici  au  reste  les  détails  de  l’opération. 

La  valeur  de  x qu’on  veut  développer  étant  comprise  entre  i et  2, 

je  fais  X = 1 -P  ^ , et  j’ai  la  transformée 

— x’ — X*  -P  g X -f- 1 =0. 

Dans  celle-ci  il  est  aisé  de  voir  que  la*valenr  positive  de  x est 
encore  comprise  entre  i et  g , ainsi  on  fera  x = 1 -p  ou  simple- 

S g 
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ment  on  mettra  i + - à la  place  de  s ,•  car  U est  inutile. de  distin- 
guer par  des  acccns  les  inconnues  des  transformées  successives, 
et  on  sait  bien  qu’elles  doivent  être  diSërentes.  La  transformée 
sera  donc 

z’ — 3 z’  — 4 Z — I = O. 

Dans  cette  dernière , la  valeur  de  z est  comprise  entre  4 et  5 , 
de  sorte  qu’il  faut  mettre  4 + - à la  place  de  z.  Mais  pour  faire  cette 

substitution  suivant  la  méthode  qui  a été  indiquée  ( n“.  99  ) > je 
forme  successivement  les  quantités 

f = z' — 3z’  — 4z— i 


ddp 

:idz' 


= 3z  — 3 


flf*  ^ 

Je  substitue  ensuite  dans  ces  quantités  la  valeur  z ==  4 , et  j’ai  les 
quatre  nombres— 1 ,30,9,1,  d’où  résulte  la  transformée  suivante  : 

— z’+  30Z’  + 9Z  +1  =0. 

Maintenant  l’opération  est  plus  avancée  qu’il  ne  faut  pour  être 
Continuée  sans  tâtonnement  ; et  d’abord  au  moyen  des  quotiens 
trouvés  1 , 1 , 4 , je  forme  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : 
Quotiens 1 , 1 , 4 

Tl  liât) 

Fract.  converg.  - , - , - , ^ 

O 1 1 ’ 5 

Et  la  quantité  z déterminée  par  la  dernière  transformée  sera  le 


quotient-complet  qui  répond  à la  fraction  Mais  en  vertu  de  la 

O 

formule  z = — -,  onaz  = ^-t-30,  donc  ao  est  l’entier  com- 

q 5 

pris  dans  z.  Au  moyen  de  ce  nouveau  quotient  30 , on  avancera 
d’un  terme  le  calcul  des  fractions  convergentes , savoir  : 


1. 

I 


30 

9 

■5  ’ 


101 


Digitized  by  Google 


PREMIÈRE  PARTIE.  lit 


El  pour  avoir  la  transformée  suivante,  on  formera  les  quatre 
quantités 

« =— Æ’  + 205‘  + 9^-i-l 


« 


dz 


— 3j’+4oj  + 9 


d d P 
^d  z' 


= — 3s  + 20 


tT? 

a.3r/z’  “ * ’ 

on  y substituera  la  valeur  * = 20  , ce  qui  donnera  les  quatre 
nombres  181,  — 3g  1 , — 4o  , — i ; partant  la  nouvelle  transformée 
sera 


i8i  z’ — 3g  1 z'  — 4oz  — 1=0. 

La  valeur  approchée  de  z dans  cette  transformée  sera  , suivant  la 

formule  , z h'  2 + , de  sorte  que  2 est  le  quotient 

lOi  i8r  . 

suivant.  En  procédant  ainsi  , on  trouvera  les  résultats  consignés 
dans  le  tableau  suivant. 


Développement  de  la  racine  cxrmpriae  entre  i et  2. 


Èfiuatîon  proposée  , et  ses  transformées 

Racine 

1 Fractions 

successives. 

approchée. 

. convergentes. 

x’ 2X+  1 = 0 

1 

1 : 0 

Z ' z*  -f  2 z + 1 =■  0 

1 1 

t : 1 

z’ — 3z* — 4z — 1 = 0 

4 

2 : I 

— z’H-20z*  + gz4- 1 = 0 

20 

g ; 5 

1 8 1 r’ — 3g  1 z* — 4o  z — 1=0 

2 

182  : loi 

— ig7z ' + 568  z*  + 6g5z+ 181  = 0 

3 

373  : 207 

2o5gz’ — i2i6z’ — i2o5z — 197^=0 

1 

i3oi  : 722 

— 55gz’  + 254oz’  + 4g6i  z + 2o5g  = o 

! 6 

1 

1674  : 92g 

262 1 z’ — 24g3l  z* — 7522Z — 55g  = 0 

! 

1 i345  ; 6296 

—4  7879  z'  + 25oi  58  z’  + 50699  z + 252 1 = 0 

i>5i24  : 6388g 

&c. 

1 &c. 
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La  dernière  transformée  a pour  racine  approchée 

1259a  _ 25oi58 

''■"  63889  47879’ 

quantité  qui  étant  réduite  en  une  seule  fraction  , et  développée  en 
fraction  continue,  donne  les  quotiens  5,2,  2,  i,  a,  2, 1, 18, 1, 1, 3,  &c. 
On  pourra  donc  , au  moyen  de  ces  quotiens  mis  à la  suite  des 
quotiens  déjà  trouvés  , continuer  le  calcul  des  fractions  conver- 
gentes, jusqu’à  ce  que  leurs  termes  aient  11  ou  12  chiffres.  Par 
des  opérations  semblables  , on  développera  les  deux  autres  racines  , 
comme  on  le  voit  dans  les  tableaux  suivans  : 


Développement  de  la  racine  comprise  entre  o et  1. 


Équation  proposée 

Racine  ! 

Fractions 

et  ses  transformées. 

approchée. 

convergentes. 

X* 2.T+1=0 

0 

I : 0 

c’ — a s* — « + 1 = 0 

3 

0:1 

— z’-f-3z’  + 4z+  1=0 

4 

1 : 2 

g' — 20** — 91: — 1 = 0 

20 

4 : 9 

2 

81  : 182 

Suivent  les  mêmes  trans- 

3 

166  ; 373 

formées  , et  par  conséquent  les 

1 

5jç)  : i3oi 

mêmes  quotiens  que  dans  le 

6 

10 

745  : 1674 
5o-4q  : 1 1345 

développement  delà  première 

5 

Sii'àS  : ii5i24 

racine. 

2 

2C1224  : 386g65 

&c. 

&c. 

Développement  de  la  racine  comprise  entre  — 1 et  — 2. 


x'-^x’ 2X+  1 = 0 

I 

— 1 : 

0 

0 

11 

ï 

N 

j 

J 

4 

1 

1 

— z’  + 2oz’  + 9s+  t=o 

20  • 

—5 

4 

2 

101 

81 

Suivent  encore  les  mêmes 

3 

— 207 

J 66 

transformées  et  les  mêmes 

1 

— 722 

S79 

quotiens  qu’on  a trouvés  dans 

6 

10 

-'9 '2  9 
— Gaq6 

745 

5o49 

le  développement  de  la  pre- 

5 

—63889 

Sia35 

mière  racine. 

ikc. 

&c. 
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(loi)  Dans  cet  exemple  , il  est  très-  remarquable  qu’on  trouve 
un  rapport  entre  les  trois  racines  , au  moyen  duquel  le  développe- 
ment de  la  première  racine  suffit  pour  donner  celui  des  deux  autres. 
Ce  rapport  est  tel , que  si  on  appelle  C une  même  racine  de  l’équa- 
tion z’ — 3 z’ — 4 Z — 1 = O , celle  par  exemple  qui  est  entre  4 et  5 , 
les  trois  racines  de  la  proposée  seront  : 


I 


2^-r  I 
i "b  ^ 


zr,  = 


1 < _ C 

2 -f-  - 2 e -i- 1 


ou  si  on  appelle  « la  première  valeur  de  x , les  deux  autres  seront  : 


Ces  propriétés  .«e  vérifieroient  aisément  par  les  formules  des 
sinus,  puisqu’on  a 1=2', cos  .r,=2  cos  ’a-,  x,=2  cos  Jir=  — 2 cos  |a-. 
Nous  remarquerons  au  reste  que  l’équation  dont  il  s’agit  tire  son 
origine  de  l’équation  r' — 1 = 0,  où  l’on  a fait  r’  + rz:-(-i  = 05  elle 
serviroit  aussi  à inscrire  le  polygone  régulier  de  7 et  celui  de  i4 
côtés , car  on  a le  côté  de  l’heptagone  régulier  =1  sin  jir=  i 

X + 7)(x — }^,ct  celui  du  polygone  de  1 4 côtés  =2  cos  It=x 
V 7 

Tontes  les  équations  relatives  à la  division  du  cercle  sont  telles, 
qu’une  de  leurs  racines  suffit  pour  déterminer  rationnellement 
toutes  les  autres;  mais  il  en  existe  une  infinité  d’autres  qui  offrent 
la  même  facilité,  et  entre  toutes  ces  équations,  on  doit  distinguer 
sur-tout  celles  dont  une  racine  développée  en  fraction  continne 
suffit  pour  donner  le  développement  de  toutes  les  autres  racines'. 
Cet  objet  paroît  mériter  l’attention  des  Analystes , et  il  pourroit 
fournir  des  résultats  intéressans. 


iU  T n É 0 R I E D R s N O M B R E s, 

E'  X E M P I,  E IL 

(io5)  Soit  proposée  l’équation  i ij;’— 102X+  i8i=o,  dont  l«s 

racines  approchées  sont  a:— 3,  qi3i  ; ar=3,  aagôj  j;= — 17,  4iî. 

Puisqu’il  y a deux  racines  très-peu  inégales  , on  pourroit  les 
trouver  directement,  en  combinant  l’équation  proposée  avec  l’équa- 
tion des  racines  égales ’3j:*-|-3a a; — 102=0.  Or  celle-ci  donne  en 
efTet  .v=3,22  à-peu-près , valeur  qui  étant  développée  donne  les 
premiers  quoliens  3,4,  1 , au  moyen  desquels  on  pourra  commencer 
l’opération  dont  voici  le  détail  : 


a’+  1 IA* 102A4-  181=0 

3 

i : 

0 

a’ ()Z'+  20A-1-  1 = 0 

4 

3 ; 1 • 

z' — 4s*-h3z-{-i=o 

1 

i3  ; 

; 4 

^ a’  — 2 a’  — r-l-i=o 

2 

16,  : 

: 5 

— a'-(-3a“4-4a-1-i==o 

4 

45  : i4 

Sans  aller  plus  loin  , on  voit| 
que  lestransforméesetlesquo- 

20 

2 i 

0 . 1 

iç)6  : Cl 
39(15  : 1234 
812(1  ; 2.520 

tiens  ultérieurs. seront  comme| 

1 

28.343  : 

; 8821 

dans  l’exemple  précédent. 

&c.  1 

1 &c.  _ 

Les  rapports*qu’on  observe  entre  les  résultats  de  ces  deux  exem- 
ples, sont  fondés  sur  ce  qu’en  faisant  dans  ce  dernier  v = 

kz  + o 

on  a pour  transformée  s’ — z'—,  2 s + 1 = o , qui  est  l’équation  de 
l’exeniple  I. 

Exemple  III. 

(106)  L’équation  — a.’  — 3x’  + 2A-f-i=o  auroit  pour  racines 

1T  2W  3’»’ 

A'  =2  co.s  -,  x= — 2 COS  — , A'=2  COS  — , .v=  — 2 COS  — mais  en 

9 9 9 9 

3t 

excluant  la  racine  2 cos  — qui  se  réduit  à ruiiité  , on  a l’équa- 

9 

tion  X — 3a — 1=0  dont  les  racines  sont  a=2  cos-, a‘= — 2 cos  — : 

9 9 

4’’’  . . . 4:t 

* — — 3 cos  V oici  le  développement  de  la  plus  petite  — 2 cos  — . 

a’ — 3.V — 1=0 
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— 3 3: — 1 =0 

0 

1:0 

' — z'’  + 3z’— 1 = 0 

3 

—0  : i 

3 s’ — 3 s — f = 0 

1 

— i : 3 

— s’  + 6s’  + 9-  + 3 = o 

7 

—1  : 3 

X 7 s’ — 54  s* — 1 5 s — I = 0 

3 

—8  : 33 

— 73  s’ +130  s* + 99  5+17  = 0 

3 

— 35  : 7» 

111  s’ — 397  s* — 3 1 8 s — 73  = 0 

3 

—58  ; 167 

— 703 s’  + 897 s*  + 703  s+  1 1 1 = 0 

1 

—'99  : 573 

xoo7s’+387  s* — 1313S— 703  = 0 

1 

—307  : 740 

— 53is’  + 3583s*+34o8s+  1007=0 

6 

— 456  : i3i3 

1907  s’ — 3 1 864s* — 6790s— 53 1=0 

1 1 

— 3993  : 8b  18 

&c. 

&c. 

&c. 

La  dernière  transformée  aura  pour  racine  approchée 

i5i5  3x864  6336974 

43og  1907  ~ **  8317363’ 

et  le  développement  de  cette  fraction  donnera  à la  suite  de  11 
les  qnoliens  1 , 3 , s , 1 , 9 , 1 , 3 , 5 , &c. , au  moyen  desquels 
l’approximation  de» fractions  convergentes  peut  être  poussée  jus- 
qu’à ce  que  les  dénominateurs  n’excèdent  pas  (86x8)*. 

•W 

' Développement  de  la  racine  x = 3 cos  — . 


— 3 s — ‘1=0 

1 

1 : 0 

— 3s’  + 3s+x  =0 

1 

I : X 

s’ — 6 s* — 9 s — 3 = 0 

7 

3 : i 

—17  s’  + 54s*  + i5s+ 1 = 0 

3 

i5  : 8 

3 

47  : 35 

Les  autres  transformées  sont 

3 

109  : 58 

les  mêmes  que  dans  le  déve- 

1 

374  : 199 

loppement  de  la  première  ra- 

1 

483  : 357 

cine* 

6 

857  : ^56 

11 

5635  : 3993 

&c. 

. &c. 

T 
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Développement  de  la  racine  x = — 2 cos  — . 


— 3x — 1 = 0 

1 

— 1 

0 

z’ — 3 Z — 1 = 0 

1 

— 1 

1 

— 3z’+3z+i  =0 

1 

—3 

1 

— 6 Z* — 9 Z — 3 = 0 

7 

—3 

2 

3 

—23 

x5 

Les  antres  transformées 

a 

—72 

47 

comme  dans  la  racine  précé- 

3 

—167 

10g 

dente. 

1 

—573 

374 

1 

— 7/10 

483 

6 

— i3i3 

857 

11 

&c. 

—8618 

&c. 

5G25 

Ces  rapports  entre  les  racines  pourront  se  vérifier  aisément  par 
les  formules  connues  des  sinus. 


(107)  Nous  avons  déjà  remarqué  (n®.  99) , que  si  l’équation  pro- 
posée est 

6*"“'+ c +jt=o, 

et  qu’une  de  ses  transformées , correspondante  à la  fraction  conver- 
P 

genle  - , soit 

^ udz'+  Bz’-'+Cz"-' +K=zo, 

on  aura 

yd-=ap'+  b p'~'q+  c p'~’ç‘ + l-ç". 

De-là  il  suit  que  si  on  a à résoudre  l’équation  indéterminée 

ai’+  be‘~‘  u+  ce'~'u' +tu’  = ud; 

et  que  le  nombre  ^ se  trouve  coclTicient  du  premier  terme  de  l’une 
des  transformées  successives  données  par  le  développement  de  x 

en  fraction  continue  , la  fraction  correspondante  - sera  une  valeur 

9 

de  - et  donnera  une  solution  de  l’équation  proposée.  On  aura  donc 

ainsi  autant  de  ces  solutions  particulières  qu’on  trouvera  de  fois  le 
nombre  ^ parmi  les  coeiBciens  dont  il  s’agit  3 mais  il  faudra  eu 
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ontre  qne  le  signe  de  ce  coefficient , tel  qu’il  est  donné  par  la 
série  des  opérations  , s’accorde  arec  celui  de  ^ dans  le  second 
membre  de  l’équation  proposée. 

Pour  passer  de  l’équation  proposée  à sa  transformée  en  2 , on 

_ . pz+p”  , . 

peut  faire  directement  * = réciproquement  pour  revenir 

de  la  transformée  à la  proposée  , il  faut  faire  z = ; ce  qui 

P 

donnera 

±a  = ^r— /;•+  B(—q'‘r-ç+  +A:y*,- 

de  sorte  que  si  on  aroit  à résoudre  l’équation  indéterminée 

a = By~'u+  Cy~'u'+ +Ku", 


on  y satisferoit  en  prenant  - = — Et  le  rapport  que  nous 

établissons  ici  entre  l’équation  proposée  et  chacune  de  ses  trans- 
formées, a également  lieu  entre  deux  transformées  quelconques, 
pourvu  que  les  fractions  convergentes  soient  calculées  d’après  les 
quotiens  intermédiaires. 

Ainsi  dans  l’exemple  premier,  on  peut  comparer  directement 
la  seconde  transformée  x’  — 3 x*  — 4»— 1 = o à la  neuvième 
— 47879  x’  + sSot 58  z*q-5ot>99X  + 25-2 1=  o ; mais  pour  cela  , il  faut 
calculer  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l’équation 
x’ — 3x* — 4x — 1 = 0 y ce  qui  se  fera  au  moyen  des  quotiens  trouvés 
4,  30  , 3 , 3,  1 , 6,  10 } voici  ce  calcul  : 


Quotiens 4,30,  3 , 3 , i , 

_ I 4 81  166  579 

Fract.  converg.  -,  -,  — , — — , ——ry 
° O 1 30  4i  i43 


6 , JO 

745  5o4g  5 13.35 
i84  ’ 1347 ’ I3Ü54 


On  aura  donc  x=: 


5i335z  + .5o4g  — i247x  + 5o4g 

i365iz-|- 1347  ’ isBS.jx — 5 1335’ 


On  voit  en  même  temps  que  si  on  avoit  à résoudre  l’équation 
4787g/’  + 35ot58t*/2  — 5o6g9/n*  + 353i  1 , 

on  y satisferoit  en  faisant  /=  1247,  0=  12654. 

Une  telle  réduction  entre  de  si  grands  nombres  paroît  remar- 
quable ; cependant  pour  peu  qu’on  y réfléchisse  , on  verra  que  toutes 
les  transformées  comprises  dans  le  développement  de  la  même  racine 

Ta 


i48  THÉORIE  DES  NOMBRES, 
jouissent  de  la  même  propriété,  c’est-à-dire  que  si  l’une  quelconque 
de  ces  transformées  est  représentée  par  j4z^-\-Bz'-\-Cz-\-D  = q^ 
les  nombres  ^4 , B , C,  D pouvant  s’élever  à une  grandeur  quel- 
conque , on  satisfera  toujours  à l’équation 

Bt'u+  Ctu'-^  Du?  — i , 

en  prenant  t = — q'^u  — q,  - étant  la  fraction  convergente  i 

laquelle  répond  le  quotient-complet  z. 

Si  l’on  considère  de  plus  que  la  proposée  — aa:-l-i=o 

et  ses  trois  premières  transformées  ont  à leur  premier  terme  l’unité 
pour  coefficient , et  que  chacune  de  ces  quatre  équations  peut  être 
regardée  comme  l’équation  principale  qui , par  le  développement 
de  sa  racine  , fournit  toutes  les  autres  transformées , on  en  con- 
clura qu’il  y a toujours  au  moins  quatre  manières  de  réduire  à 
i’unité  la  quantité  Bt'u+  Du\  Par  exemple , si  l’on 

ie  propose  encore  l’équation 

47879 t’-h  25oif)8<’« — SoGgg/u'-l-  aSaiu’  = 1 , 
on  y satisfera  de  ces  quatre  manières  : 

t — 6296  U = 6388g 
t = 5o49  u = 5 1235 
t — 1247  U — 12654 

< = 61  U—  619. 

(108)  Mais  on  peut  encore  trouver  d’autres  solutions  par  le 
développement  des  deux  autres  racines  de  la  même  équation.  En 
effet , puisqu’on  partant  de  l’équation 

47879 x’-h  25oi58  X* — 60699  2621  = O , 

62960;  — ii345  , _ 

et  faisant  z = , on  a la  transformée 

668890;  — I i5i24 

— X*  — 2x-h  1 = 0, 

on  peut  supposer  qu’on  est  parvenu  à ce  résultat,  en  développant 
en  fraction  continue  une  racine  de  l’équation  en  x , comprise 
entre  o et  1.  Voici  l’opération  qui  seroit  l’inverse  de  celle  de 
l’exemple  I : 
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0=  47879  s’ -T  2001 58  s* — 5oGgg  r -1- 252 1 

0 

X : 0 

0=  2521^’ — 5o6gg  y* -(- 2 5o  158^4-478  7g 

10 

0 ; i 

0=  55qjr' — 7522_y*4-24g3i^-l-25ai 

fi 

1 : 10 

0=  aoSgj’ — igfii  y’-l-254oj'  + 55g 

1 

6 : fil 

0=  197^’ — 12o5j'’4- 12  ifiy -1-2059 

3 

7 : 7‘ 

0=  i8i_y^ — 6g.5_y*-f  5f)8_y-l- 197 

2 

27  : 274 

0=  _y’ — 4o_y*-t-3gi^-f- 181 

20 

fil  : 619 

0=  y—qj'  + -2oj^+i 

4 

1247  : i2(i54 

0=  i.r‘  + 3y-l-i 

1 

5o4g  : 5 1 2.35 

♦ 0=  y'—jy—y+X 

1^ 

6296  : 6388g 

o=  — Z' — -2Z‘  + Z+i  n345:ii5iî4 


. , , . Il 345  2"+ 6^96 

Arrive  a cette  transformée , on  auroit  z = — - — ^ ■ j 

I i5i24Z  + t)388g 

ainsi  en  mettant  — - à la  place  de  Z , on  voit  que  la  substitu- 

, , , GiqGx — ii345  , _ , 

tion  de  la  valeur  z — - — - — , donne  en  ellet  la  trans- 

oSoogx — i i5i24 

formée  x’ — x*— 2x+i=o.  Mais  le  développement  précédent, 
qui  est  exact  jusques  dans  l’avant-dcrnïère  transformée,  cesse  de 
* l’être  dans  la  dernière  ; et  par  cette  raison  , nous  avons  séparé  par 
un  trait  les  derniers  résultats  qui  ont  besoin  d’être  rectifiés. 

L’avant-dernière  transformée  — 2 y’ — ■j'-fi  a deux  racines 

positives , l’une  comprise  entre  o et  i , l’autre  entre  2 et  3.  Si  on 
fait  d’abord  usage  de  la  dernière  , il  faudra  'prendre  2 pour  racine 
approchée  , au  lieu  de  i*  qui  a été  mis  dans  le  tableau  précédent , 
alors  le  calcul  se  continuera  ainsi  : 


1 

* o=y — 7 y' — 9'+» 

2 

5o4g  ; 5i2.35 
6296  ; 6388g 

0 = — -y’-|-3y’-i-4_r+ 1 

4 

17641  : 179013 

0 = y—-3oy'—gy  + 1 

20 

7C860  : 779941 

0 = — i8i_y’-(-.39i  y’-f  4g7'-h  i 

2 

i55484i  ; 15777833 

Suivent  les  même.s  transfor- 

&c. 

&c. 

mées  et  les  mêmes  quotiens 

que  dans  l’exemple  1. 

j 
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Et  comme  on  trouve  ici  deux  nouvelles  transformées  dont  le  pre- 
mier terme  a pour  coefficient  i , il  s’ensuit  que  l’équation  indé- 
terminée 

47879  t’4-25oi58  /*« — 5o699t«*  + a52iM’  =it  i 
est  susceptible  de  deux  nouvelles  solutions  , savoir  : 

t — 17641  , M=  179013  , membre  — 1 

t—  76860  , u=  779941  , u' membre  +1. 

Si  ensuite  on  fait  usage  de  la  racine  comprise  entre  o et  i , il  faudra 
de  plus  rectifier  le  quotient  mis  devant  la  transformée  précédente 
o=y’ — i^‘+3y+  t , et  on  aura  les  résultats  suivans,  qui  présentent 
le  développement  d’une  seconde  valeur  de  z : 


o—y' — + * 

3 

1247  : 12654 
5o49  : 5 1235 

0 = — y' — y‘+'iy+  t 

1 

11345  ; n5i?4 

o—y'^3y'—iy—i 

4 

i63gi  ; 16635g 

0 = — j’  + 30jv*-t-97+  1 

20 

76921  : 780560 

0=  i8iy— bqij*— 4oj— 1 

2 

i5548i4  ; 16777559 

Le  reste  comme  ci-dessus. 

3 

1 

&c. 

&c. 

On  aura  donc  encore  trois  nouvelles  valeurs  qui  satisfont  à l’équa- 
tion indéterminée  , savoir  : 

t=  ii345  M=  ii5n4  , 2'.  membre — 1 

t = 16394  J u=  166359  > 2'*.  membre  +1 

t = 76931  , u=  780560  , a"*,  membre — i. 

(109)  Pour  éclaircir  davantage  cette  théorie  , considérons  en 
général  une  équation  proposée  X = o,  et  supposons  qu’en  déve- 
loppant une  de  ses  racines  en  fraction  continue  , on  parvienne  à 
une  transformée  quelconque  Z-o-,  soit  a.,  C...  fi  &c.  la  série 

des  quotiens  trouvés  , et  - la  fraction  convergente  qui  répond  tant 

au  quotient  entier qu’au  quotient-complet  x donné  par  l’équation 
=0.  Voici  l’opération  Egurée  du  développement: 
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II 

O 

a. 

1 : 

O 

* 

c 

a 

1 

y 

S- 

h" 

f 

r 

Zz=o 

H- 

P 

7 

Z'  = 0 

t 

P 

t 

y 

• 

: 

Cela  posé , la  transformée  Z = o résulte  directement  de  la  pro- 
posée , en  y substituant , au  lieu  de  x , la  valeur  x = j réci- 

proquement la  proposée  X=o  résulteroit  d’une  quelconque  de 
ses  transformées  Z=o , en  substituant  dans  celle-ci , au  lieu  de  z , 

la  valeur  z — ^ Le  même  rapport  peut  être  établi  entre 
p — çx 

deux  transformées  quelconques  , pourvu  que  le»  fractions  conver- 
gentes soient  calculées  au  moyen  des  quotiens  intermédiaires  , eu 
parlant  de  celui  qui  répond  à la  première  transformée  , et  qui  en 
est  une  racine  approchée. 

pz^p^ 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  formule  .t= — renferme  impllcl- 

lement  toutes  les  racines  de  l’équation  proposée  , car  on  peut 
imaginer  qu’on  substitue  successivement  à la  place  de  z les  diffé- 
rentes racines  de  l’équation  Z = o , et  il  en  résultera  autant  de 
différentes  valeurs  de  x. 

Réciproquement  la  valeur  de  — — renferme  toutes  les 

racines  de  la  transformée  Z = o.  L une  de  ces  racines  qni  est 
positive  et  plus  grande  que  l’unité  , est  donnée  par  la  continuation 

du  développement , en  sorte  que  l’on  a 

1 

z —r *_ 

^ ft"  &c.  à l’infini. 
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Celle-ci  est  censée  répondre  à la  racine  x qu’on  a développée  en 
fraction  continue.  Les  autres  racines  delà  transformée  (au moins 
lorsque  le  développement  est  devenu  régulier,  et  que  la  trans- 
formée n’a  pas  à-la-fois  deux  racines  positives  et  plus  grandes  que 
l’unité  ) sont  toutes  négatives  et  plus  petites  que  l’unité;  en  effet , 
si  on  désigne  par  x,  celle  des  autres  racines  de  la  proposée  à la- 
quelle répond  une  autre  racine  de  la  transformée , désignée  sem- 
blablement par  , on  aura 

^ P*  , (P9’-^P°g)x,^ 

p — qx,  P p(p—qxj 

Or  on  ^pq'‘ — p^q—'^LX , et  comme  p va  en  augmentant , ainsi  que 
P — qx, , puisque  - n’est  pas  une  fraction  convergente  vers  x, , il 

— n® 

est  clair  que  la  valeur  de  x,  approchera  d’autant  plus  de que 

P sera  grand.  Ce  résultat-  a lieu  également  pour  toute  racine  de 
la  transformée  autre  que  z , d’où  l’on  voit  que  toutes  ces  racines 
tendent  continuellement  à être  égales  entr’elles , et  à avoir  pour 

valeur  commune  — — , quantité  négative  et  plus  petite  que  l’unité. 
P 

(iio)  D’un  autre  côté,  on  sait  (n®.  ti)  que  la  quantité  — 

, . P 

est  égale  à la  fraction  continue 


h"  +—  I 



' I 


composée  des  quotiens  qui  précèdent  m dans  l’ordre  rétrograde, 
jusqu’au  premier  a inclusivement.  Donc  tandis  qu’une  racine  z de  la 
transformée  Z=o , donne  dans  son  développement  les  quotiens 
(«,  fJ,  &c. , toutes  les  autres  racines  de  la  même  transformée 
donnent  dans  leur  développement  les  quotiens  précédens  s»'*, 
&c.  dans  l’ordre  inverse.  Ces  racines  sont  donc  en  effet  d’au- 
tant plus  près  de  l’égalité  , qu’il  y a un  plus  grand  intervalle  entre 
la  proposée  et  la  transformée  dont  il  s’agit.  Mais  quelque  approchée 

' que 
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qne  soit  cette  égalité , elle  ne  devient  jamais  rigoureuse  , et  ou 
peut  toujours  développer  séparément  les  difTéreutes  valeurs  de  z, 
correspondantes  aux  valeurs  analogues  de  x,. 

Car  si  on  reforme  la  fraction  — , au  moyen  des  quoüens  qui 
la  composent,  en  cette  sorte 



O i 


f,  « 


I 


£ £ 
9 ' P 


si  ensuite  on  met  « — x,  à la  place  de  « , il  est  clair  que  la  fraction 

continue  deviendra  ^ , et  qu’ainsi  on  aura— x.=  £^—  : 

P — 7 I P — q 4T, 

donc  la  valeur  exacte  de  — z,  développée  en  fraction  continue  sera  : 


<t— .r,. 

Il  ne  s’agit  plus  que  de  substituer  à la  place  de  a-,  sa  valeur 
exprimée  aussi  en  fraction  continue.  Pour  cela , il  y a différens 
Cas  à examiner. 

1°.  Si  X,  est  négatif,  et  que  sa  valeur  développée  commence 
• • • 

ainsi  X, — > alors  il  est  clair  que  la  jonction 

îi  + &c. 

des  deux  fractions  continues  se  fera  sans  difficulté , et  donnera 

I 


&c. 


2®.  Si  la  valeur  de  *,  est  positive  et  moindre  que  « , on  fera 

I 


ce  qui  donnera  a — x,=  a — a,  — 1+ -î — 
J 1 + 


— i+jt 
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Dans  le  cas  où  a — «,  = i , il  faut  remonter  au  quotient  qui  pré- 

. , t 1 

cede  * , et  on  aura  f + = f . 

a — x,  — i+y 

3°.  Si  la  valeur  de  .r,  est  positive  et  plus  grande  que  « , il  faudra 
encore  remonter  au  quotient  C,  et  on  aura 
1 1 

f+  —c+ I 

a — X,  a — a, . 

J' 

Soit  d’abord  a,=a , cette  valeur  se  réduit  à , et  on  se  conduira 
à l’égard  de  f — y , comme  on  l’a  fait  pour  a — x. 

Soit  ensuite  a — a,  = — m,  on  aura 


C—1  + 


I 


1 + 


De-là  on  voit  que  dan*  tou*  les  cafi  la  substitution  de  la  valeur 
de  *,  peut  se  faire  dans  la  fraction  continue  égale  à z,  , sans  occa- 
' sionner  d’autre  changement  que  sur  quelques  - uns  des  derniers 
termes  de  la  suite  /w°*. . . , f , a , ou  sur  quelques-uns  des  pre- 
miers de  la  suite  a, , , &c.  venant  du  développement  de  x,. 

D’ailleurs  la  suite  infinie  a, , , &c.  (sauf  peut-être  quelques 

premiers  termes)  sera  également  comprise  dans  le  développement 
de  la  racine  z,.  Donc  une  racine  quelconque  de  la  transformée 
olfre  toujours  dans  son  développement  en  fraction  continue  les 
mêmes  quotiens  que  la  racine  correspondante  de  la  proposée  , 
sauf  les  premiers  termes  qui  sont  difierens  , tant  à cause  de  la 
partie  i*°,  &c.  qui  est  propre  à la  transformée  , qu’à  cause  de 

la  jonction  des  deux  fractions  continues  qui  peut  opérer  un  chan- 
gement dans  les  premiers  termes. 


(ni)  Pour  rendre  ces  résultats  encore  plus  sensibles , reprenons 
l’exemple  I,  où  l’équation  proposée  est  — 3X+  i=o,  et  con- 

sidérons une  de  ses  transformées , telle  que 

• — I97z’-f-568i*-f6g5s-l- i8i  = o; 

la  racine  positive  et  plus  grande  que  l’unité  sera  donnée  par 

les  quotiens  qui  naissent  de  la  continuation  du  développement , 
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et  qui  8ont  3,  i ,6,  iu,5,a,  i , 1,3, 3,1,  18,1,  i,3,  &c.  ; 
de  sorte  qu’on  aura  pour  cette  première  racine , 

*=  + - t 

'”+5+  &c. 

Pour  avoir  les  deux  autres  racines  de  la  même  équation , U faut  • 
conformément  à ce  que  nous  avons  dit , prendre 

—U  . 

ao+j  1 
4+-  1 

i+- 

1—*. 

et  substituer  au  lieu  de  x,  successivement  les  deux  antres  racines 
de  l’équation  proposée.  La  racine  négative  étant  celle  dont  la  subs- 
titution est  la  plus  facile  , nous  prendrons  d’abord  sa  valeur  déve-: 
loppée  , qui  est 

30  + - 1 

^■‘‘S+Scc.  . 

d’où  résultera 

3+7.  1 

4+—  , 1 

30  + - 1 

* 

3+-  1 

*■‘'6+  &c. 

Prenons  ensuite  la  trobième  racine  positive 


*.  = o + - , 1 

" + 4+- 

^30+  &C. 

si  on  fait  pour  abréger  o®  ®ora  la  troisième  racine  de 

jr 

la  transformée 

Va 
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aH , i 

20  + - 1 
4+-  , 1 
»+- 


1 

— i 
2 + -. 
y 


Pour  faire  disparoître  l’irrégularité  dans  cette  valeur , il  faut  chan- 
ger ainsi  les  derniers  termes  de  la  fraction  continue  ; 

J 4-  1 _ 1 ^ 

3^  + 2 2H — ^”"2+-  I 

y+i  1+-. 

y 


1 

- I ! 

1+-  1 

1 1 

a+- 


Donc  on  aura  , sans  aucun  terme  négatif, 

— U . 

20  + - 1 

•+4+-!-^. 

20  + - 1 

^ ~^3+  &c. 

les  quotiens  suivans  étant  comme  dans  la  première  racine  i , 6, 


JO  , 5 , 2 , 


.8, 


&c. 


Au  reste  , si  on  applique  cette  théorie  aux  équations  du  second 
degré  , et  qu’on  considère  l’équation  transformée  qui  donne  la  va- 
leur du  quotient-complet  dans  une  période  éloignée  , on  trouvera 
que  la  seconde  racine  de  celte  transformée  est  exprimée  p.ir  les 
quotiens  précédens  pris  dans  l’ordre  inverse  ; d’où  il  suit  que  la 
période  qui  a lieu  dans  le  développement  de  celle  seconde  racine  , 
est  la  même  que  celle  de  la  première  , mais  prise  dans  l’ordre 
inverse.  Résultat  entièrement  conforme  avec  ce  que  nous  avons 
déjà  trouvé  pour  les  équations  du  second  degré  (J.  X.). 


(112)  Quoiqu’on  ait  supposé  dans  ce  qui  précède , que  les  coefH- 
ciens  de  l’équation  proposée  sont  des  nombres  entiers  , celle  con- 
dition n’est  pas  cependant  absolument  nécessaire  , et  on  peut , au 
besoin  , convertir  en  fraction  continue  la  racine  de  toute  équation 
proposée  , soit  algébrique  , soit  même  transcendante.  Pour  cela  , 
il  faut  chercher , par  une  méthode  quelconque , la  valeur  approchée 
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de  la  racine  dont  il  s’agit  , puis  convertir  celle  valeur  en  fraclion 
eonlinue  , en  ayant  soin  d’arrêter  le  développement  et  le  calcul 
des  fractions  convergentes  au  point  où  l’on  présume  que  l’exac- 
titude doit  cesser.  Si  la  fraction  - à laquelle  on  s’arrête , est  une 

? 

fraction  convergente  , il  faut  se  rappeler  que  la  différence  de  cette 
fraction  avec  x doit  être  moindre  que  ; et  ainsi  le  degré  d’ap- 

proximation  de  la  valeur  de  x étant  supposé  connu  , on  connoîtra 
la  limite  de  ç.  Au  reste , une  approximation  ultérieure  serviroit 
à redresser  l’erreur,  s’il  y en  avoit. 

Supposons  donc  qu’en  vertu  de  la  première  approximation,  on  a 
trouvé  les  quoliens  et  les  fractions  convergentes  vers  x comme  il 
suit  : 


Quotiens 

Fract.  converg, 


> M* 

a (+ 1 p"  P 

? 1 

c q q 


Pour  continuer  le  développement , on  prendra  l’équation  proposée 
F(x)—o,  et  on  substituera  dans  le  premier  membre,  au  lieu 

de  ar,  la  valeur -t-«.  On  suppose  que  « est  une  correction  asscr. 

q . , . 

petite  pour  qu’on  puisse  négliger  les  puissances  de  « supérieures 

. d F , , 

à la  première  , et  alors  en  faisant  ■ = F' , le  résultat  de  la 


substitution  sera  = d’où  l’on  tire 


F: 


q 

a) 


Soit  maintenant  z le  quotient-complet  qui  répond  à - , on  aura 
jr=  ^ = - -|-« , ce  qui  donnera,  en  substituant  la  valeur  de  »> , 


* = — ~-\-(pq'—p''q) 


» a) 
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Si  l’éqaation  est  algébrique  , et  qu’on  ait 

Fl  (x)  — a b x'~‘  c x"~*  + 

F:  (x)  = nax'‘~'  + (n — \)bx'~'-\-(n — &c. 
il  en  résultera 


£_.p£zzÉl  '+('> — — t)cp'  V+&c. 

‘ q q ’ ap'->r  bp'~' q-{- cp'~‘q'->r +kq' 

ce  qui  revient  à la  formule  du  n®.  loo. 

En  général , il  est  à remarquer  que  la  valeur  de  z donnera  par 
son  développement  divers  quotiens  , /«',  /u",  &c.  qui  feront  suite 
avec  les  quotiens  déjà  trouvés,  et  permettront  de  continuer  le 
calcul  des  fractions  convergentes  jusqu’à  ce  que  l’erreur  de  la 
première  approximation  soit  réduite  à son  quarré.  Et  s’il  arrivoit 
que  la  valeur  de  x ne  fût  pas  positive  et  plus  grande  que  l’unité  , 
ce  seroit  une  preuve  qu’un  on  plusieurs  des  quotiens  précédens 
&c.  sont  fautifs,  et  doivent  être  corrigés  au  moyen  de  la 

valeur  de  z.  Alors  on  rôdoiroit  en  une  seule  fraction  + - , et  si 


la  somme  étoit  positive  et  plus  grande  que  l’unité  , il  n’y  auroit 
que  le  dernier  quotient  ft’  à changer.  Dans  le  cas  contraire , il 


faudroit  substituer  la  valeur  de  z dans 


ou  même  dans 


«tinsi  en  rétrogradant,  jusqu’à  ce  qu’on  par- 

F d — J , * 
f»  d — 
z 

vînt  à un  résultat  positif  et  plus  grand  que  l’unité.  Cette  valeur  étant 
développée  en  fraction  continue  , donneroit  à-la-fois  les  quotiens 
qu’on  doit  substituer  aux  quotiens  défectueux  et  quelques-uns  do 
ceux  qui  les  suivent , selon  le  degré  de  la  première  approximation. 

11  est  clair  que  par  des  opérations  semblables,  réitérées  autant 
qu’il  est  nécessaire , on  peut  parvenir  à développer  en  fraction 
continue  , et  jusqu’à  un  nombre  de  quotiens  quelconque , toute 
racine  d’une  équation  proposée  , de  quelque  nature  qu’elle  soit. 

( 1 13)  Quant  à la  méthode  pour  obtenir  la  première  approxima- 
tion , on  peut  proposer  comme  l’une  des  plus  simples  et  des  plus 
convenables  pour  cet  objet , la  méthode  de  Daniel  Bernoulli  , fon- 
dée sur  la  théorie  des  suites  récurrentes , et  dont  Euler  a donné 


Digitized  by  Google 


P R E M 1 È R E P A R T I E.  i5g 

nne  exposUion  détaillée  dans  son  Introd.  in  yfnalys.  Cap. 
Cependant  comme  cette  méthode  est  sujette  à quelques  dilBcultéa 
dans  les  applications , il  ne  sera  pas  inutile  de  la  présenter  ici  av'cc 
une  modification  qui  peut  faire  disparoitre  une  grande  partie  de 
ces  difficultés. 

Soit  &c.  = O , une  équation  pro- 

posée dont  les  racines  sont  «,  f,  >,  t~,  &c;  si  on  prend  pour  z 
nne  variable  quelconque  , on  aura  l’équation  identique 

i + az+éz*+rz’+  &c.  ~ ( i — a.z)  ( i — Cz)  ( i — yz)  &c.  ; 
d’où  résulte  , par  la  diffiérentiation  , cette  autre  équation  pareille- 
ment identique  : 

—a — ybz — ’5cz' — &c.*  « C . y <T  „ 

— — -,  "rv — 7 O — = 1 — I 1 

1 +az  + 6z*  + cz‘+ &c.  i — «Z  t — fz  i — yz  i — îx 

Soit  ^ + B Z + Cz'-\- D z^. . .-Y  Mz'~' ■\‘Nz'+ hc.  la  série  qui 
vient  du  développement  du  premier  membre  , on  aura , d’après 
la  loi  connue  des  suites  récurrentes  : 

.A  — — a 

B = — aA  — ib 
C — — aB  —b  A — •5c 
D ■=■  — aC  — b B — c A — 

£ — — U D — b C — c B — d A — 5e 
&c. 

Il  faut  par  conséquent  que  la  suite  ainsi  trouvée  A B z -fr 

Cz'+  &c.  soit  identique  avec  celle  qui  résulte  du  second  membre 

H + &c.  Or  on  a = « -p  «•«  + «’z'-p  &c. , 

1 — az  1 — Cz  . I — «Z 

et  les  autres  fractions  partielles  donnent  des  résultats  semblables  j 
donc  en  réunissant  tous  ces  résultats  on  aura 
A = A + + &c. 

B a*-pC* fitc, 

C = tt^-pc’-p  >’+/■’  + »’ 4"  &c. 


et  en  général  AT  = «•  + C*-pj.’4-(é"-pt'+ &c. 
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Ces  formules  sont  les  mêmes  dont  on  se  sert  pour  trouver  la  somme 
' des  puissances  de  même  nom  des  racines  d’une  équation  donnée; 
mais  il  est  évident  qu’elles  sont  applicables  aussi  à la  résolution 
approchée  des  équations  ; car  si  » est  la  plus  grande  des  racines  , 
et  que  l’exposant  n soit  suffisamment  grand,  on  aura  à fort  peu-- 
près  iV=<t'  ; on  auroit , par  la  même  raison  , = «""*,  donc  la 

racine  cherchée 

M 

Donc  pour  avoir  par  approximation  la  plus  grande  racine  de 
l’équation  proposée  , il  faut  calculer  les  coefficiens  successifs 
yi , B , C , D. ...  M,  N", ...  par  la  loi  générale  des  suites  récur- 
rentes ; puis  on  divisera  le  dernier  coeffi^eut  trouvé  par  l’avant- 
dernier,  et  le  résultat  sera  la  valeur  de  la  racine  demandée  : valeur 
d’autant  plus  approchée  , que  l'opération  aura  été  poussée  plus 
loin , et  qu’il  y aura  plus  d’inégalité  entre  les  racines. 

11  est  aisé , par  une  transformation , de  faire  en  sorte  qu’une 
racine  quelconque  devienne  la  plus  grande  des  racines,  ainsi  cette 
méthode  peut  servir  à trouver  indistinctement  toutes  les  racines. 
Dans  un  grand  nombre  de  cas  l’approximation  sera  plus  rajnde  par 
cette  voie  que  par  aucune  antre  connue;  quelquefois  elle  sera  lente, 
quelquefois  aussi  les  résultats  seront  absolument  fautifs  ; mais  il 
est  facile  de  prévoir  et  d’éviter  ces  inconvéniens  , si  l’on  a une 
première  notion  de  la  grandeur  relative  et  de  la  nature  des  racines. 


(il 4)  Appliquons  ces  méthodes  à l’équation  x’ — 3x‘+i=o; 
pour  avoir  la  valeur  approchée  de  la  plus  grande  racine , il  faudra 

.3— 3 s* 


développer  en  série  la  fraction' 


-5 , ce  qui  donnera 


1 — 'âz  + Z* 

3 + gs4-  24  s*-|-  6g  s’  + ig8s*  + 570s^+  i64i  s'+  ij'îS  s’+  i36o5z* 

+ 3gi74s’+&c.  En  s’arrêtant  ainsi  au  dixième  terme,  on  aura 

, . , , . 3t)i74 

la  racine  cherchée  x=  — ^ 

i36o5 

Maintenant  si  on  développe  cette  valeur  en  fraction  continue, 
on  aura  les  quotiens  3,  1,7,3,  2,  3,  1,2,  6;  et  pour  juger 
jusqu’à  quel  point  ils  peuvent  être  exacts , on  développera  sembla- 
1 3ôo3 

blement  la  fraciion  — ; — — qu’on  auroit  eue  en  s’arrêtant  au  neu- 
47^5 

Vïèjne 
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vième  terme  ; il  résulte  de  celle-ci  les  quotiens  2 , 1,7,3^  3,5; 
d’où  il  paroît  qu’on  peut  regarder  comme  exacts  les  quotiens 
3,  I,  7,  3,  3,3.  Au  moyen  de  ceux-ci  on  calculera  les  fractioDS 
convergentes  vers  x comme  il  suit  : 

Quotiens 3,1,7,  3,3,  ^ 

1 3 3 33  73  167  573 


Fract.  converg 


58 


•99 


Pour  continuer  le  calcul  de  ces  fractions  d’après  la  méthode  du 

_ . p‘  167  P 673  . , 

n • 113,  fauons  — = - , - = — — , et  soit  touiours  x le  quo- 

58  ’ y 199  ’ 

tient-complet  qui  répond  à celte  dernière  fraction , nous  aurons 
(en  observant  que  pq’ — p"q-=s  + i) 

7’  1 3p’ — ^pq  a6oo5i 

q q ‘ p’— S/j’y-by’  139897' 

Cette  valeur  étant  positive  et  plus  grande  que  l’unité , il  s’ensuit 
que  tous  les  quotiens  déjà  trouvés  sont  exacts  ; et  pour  avoir  ceux 
qui  viennent  à la  suite , il  faut  développer  la  valeur  de  z en  fraction 
continue , ce  qui  donnera  les  nouveaux  quotiens  1 , i , 6,11,  1 , 
1 , 1 , 3 , &c.  ; de  sorte  que  l’opération  du  développement  de  x 
se  continuera  ainsi  : 


Quoi.  ••  i>t,6,ii,  1 , 

167  573  740  i3,i3  8618  96111  10473g 

r.  conv.  » agg3’  3337g  * 36373  ' 

On  s’arrête  â celte  dernière , parce  que  loiyig  approche  déjà  du 
quarré  de  5q3,  et  que  la  fraction  suivante  pourvoit  bien  n’être 
plus  du  nombre  des  fractions  convergentes.  On  continuera  ensuite 
l’approximation  plus  loin  , si  on  le  juge  à propos , en  réitérant  de 
semblables  calculs. 


(ii5)  Les  méthodes  qu’on  vient  d’exposer  ne  laissent  rien  à 
desirer  pour  ce  qui  regarde  les  racines  réelles  des  équations.  Quant 
aux  racines  imaginaires , il  peut  être  utile  aussi  d’en  avoir  une 
expression  approchée  indéfiniment , et  l’analyse  indéterminée  offre 
des  cas  où  l’on  a besoin  de  convertir  en  fraction  continue  la  partie 
réelle  de  ces  racines.  Nous  saisirons  celle  occasion  de  présenter 

X 
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;qnelqnes  vues  nouvelles  sur  l’approximation  des  racines  imagi- 
naires , objet  jusqu’à  présent  assez  négligé  des  Analystes. 

On  sait  que  toute  racine  imaginaire  d’une  équation  peut  être 
représentée  par  «-t-ffj/' — i ^«.et  C étant  des  quantités  réelles  ; on 
sait  aussi  que  la -quantité  < peut  être  déterminée  directement  par 

une  équation  du  degré  , n étant. le  degré  jde  l’équation 

^ i 

proposée.  Ayant  trouvé  « , il  n’est  pas  difficile  d’avoir  C , car  comme 
l’équation  proposée  doit  être  divisible  par  x' — anx+a’  + Cj  si  on 
-exécute  la  division  par  ce  polynôme  , et  que  le  reste  soit  , 

il  faudra  qu’on  ait  yi  = o et  B — o,  équations  entre  a et  C,  au 
moyen  desquelles  il  est  facile  d’avoir  une  valeur  rationnelle  de  f*. 
Tout  se  rédui  t-donc  à trouver  la  valeur  de  « par  l’équation  dont  elle 
dépend  ; mais  dès  quen  surpasse  3 ou  4 , le  degré  de  cette  équation 
devient  trop  élevé  , pour  qu’elle  soit  de  quelqu’utilité  dans  la  pra- 
tique , et  il  faut  absolument  recourir  ù d’autres  moyens  pour  avoir 
les  valeurs  approchées  de  « et  C.  Or  quels  que  soient  « et  C , on 

peut  toujours  supposer  a.  — 6 cos  ^ , f = fl  sia  p , ce  qui  donnera 

a:=5('cos?-l-  y/ — isin9^,et  en  général  x”=fl'Y  cosm? -f-  \/ — isinm^^. 
C’est  par  ces  formules , dont  l’emploi  a été  indiqué  par  Euler , qu’on 
pourra  parvenir  à simpliGer  beaucoup  la  recherche  des  racines 
imaginaires. 

Considérons  'd’abord  l’équation  u v"  + ix.+’c  = o à laquelle  peut 
se  réduire  toute  équation  à trois  termes  j ( car  la  solution  que  nous 
allons  donner  ne  suppose  pas  que  m soit  un  nombre  entier).  Si 
on  met  au  lieu  de  x sa  valeur  fl  feos  p-f-  — i sin  ç)  , l’équation  pro- 
posée se  décomposera  en  ces  deux  autres  : 

a 'fl*  cos  mf  + 69  cos  ^ -p  c = o 

a 9”  sin  m ç -P  é fl  sin  ? = o. 

Multipliant  la  première  par  sin  m f , la  seconde  par  — cos  m ^ , et 
ajoutant  les  produits , on  aura 

c sin  m ÿ -P  é fl  fsin  m ÿ cos  f — sin  » cos  m ç J = o , 
ou  csinmç-péfl  sin  f/n — = d’où  l’on  tire 

. ^ c\  sin  771  9 

V b)  * sin  ( 772 — 1 )^’ 


/ 
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Cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  des  équations  en 
s et  9 , on  aura  pour  déterminer  • l’équation  , 
sin"  m e c / 

sin  ÿ sin"~‘  ( m — i )p  a\  ^ 

Or  après  quelques  essais,  on  reconnoîtra  bientôt  entre  quels  degrés 
Voisins  tombe  l’angle  ç ; ensuite  par  les  fausses  positions  il  ne  faudra 
que  très-peu  de  calcul  pour  déterminer  e avec  toute  l’exactitude 
que  les  tables  comportent , c’est-à-dire  , ordinairement  avec  six  ou 
sept  chiffres  : f étant  connu  , fl  le  sera , et  ainsi  on  connoîlra  la 
racine  imaginaire  flfcosç-i-v^ — isinfj  assez  exactement  pour  la 
plupart  des  applications.  ' ' 


K 


( n6  ) Prenons  pour  exemple  l’équation 
=z9(coap+Ÿ^ — isinçj',  onaurafl=- 


* -h  1 = O ; en  faisant 
sin4^  ,,, 

-r-n — , et  l’equaUon  pour 
smds 


déterminer  p sera 


sin* . 4 9 

sin  e . sin’  . 3 ^ 


Si  l’on  fait  p = 3o“  , le  premier  membre  se  réduira  à -J  , et  ainsi 
l’erreur  sera  si  l’on  fait  ç = 3i°,  le  premier  membre  deviendra 
0,911 , ce  qui  donne  l’erreur  —0,079.  De-là  on  trouve  s = 3o"  36' 
et  une  fraction.  ^ 


Soit  donc  e = 3o"36',  le  premier  membre  aura  pour  logarithme 
9,999933,  et  l’erreur  sera  par  conséquent  de  — 67  unités  déci- 
inales  du  sixième  ordre  , d’où  l’on  voit  qu’il  faut  diminuer  légè- 
rement la  valeur  de  p au  lieu  de  l’augmenter.  Je  fais  ç = 3o”35', 
et  j’ai  le  logarithme  du  premier  membre  0,0013945  ce  qui  donne 
l’erreur  -f-iSgàj  de-là  on  tire  la  vraie  valeur  de  p approchée  autant 
que  le  permettent  des  tables  à six  décimales  : 

P = 3o°  35',  954  5 

ensuite  on  aura  Jb.  fl  = 9,916739,  Z..  * = 9,861615,  E.f =g,63348i; 
Donc  enfin  la  racine  cherchée 

X = 0,717136  -f-  o,4.3ooi4  t/— 1. 

La  partie  réelle  étant  réduite  en  fraction  continue  donne  les 
quotiens  et  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  ; 

X a 
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Quotiens 

Fract.  converg. 


O,  1,  2,  1,  I,  1,  5g,  i , &c. 
10  12  3 5 8 477  485 

o’i’i’B’4’7’1»’  656  ’ 667  ’ 


&c. 


(117)  Considérons  maintenant  l’équation  générale 

+hx  + k=o-, 

si  on  y substitue  au  lieu  de  * la  valeur  8 ( cos»+  \/ — i sin  p) , et 
qu’on  fasse , pour  abréger  , 


P =a 8’cos + 59’  'cos('«— i^ç+c9"  *cos  ('/i— 2_)j. . . +59  cosp  + A 
Ç— a9"sin/jp  + 59’“‘  sinfn — 1 + sinfn — 2 +59sin 


le  résultat  de  la  substitution  sera  P + Q|/ — 1 = 0,  de  sorte  qu’on 
aura  , pour  déterminer  9 et  ç , les  deux  équations  P = o , Q—o. 
Mais  comme  la  résolution  effective  de  ces  équations  n’est  possible 
que  dans  un  petit  nombre  de  cas  particuliers , qui  ne  s’étendent 
guères  au-delà  du  théorème  de  Côtes,  il  faut  se  borner  à les 
résoudre  par  approximation. 

Supposons  donc  qu’après  quelques  tentatives  on  a trouvé  des 
valeurs  de  e et  de  9 qui  rendent  P et  Ç presque  nulles  ; pour  avoir 
des  valeurs  plus  approchées,  on  désignera  celles-ci  par 
et  9 + c?9;  il  faudra  donc  que  la  substitution  de  e+<^Ç  et  S + r/3 
à la  place  de  ? et  9 dans  les  fonctions  P et  Q , rende  ces  fonc- 
tions égales  à zéro.  Or,  en  négligeant  les  puissances  de  </9  et  c/p 
supérieures  à la  première  , la  quantité  P devient  en  général , par 


la  substitution  dont  il  s’agit , 
leurs  des  coefficiens  sont  : 


„ dP  dP  , 


9 -^-  = no9*  cosnf  + fn — i )bi'~'  cos(n—t  )f... 
u9 

àp  . . , . 

— ; — = — na9*sin«» — (n — 1^59*  ‘sinfn — \)p... 
dp 

De  même  la  quantité  Q devenant  -^  + 

di  9 

dO 

9 ~y^  = nai‘  sianf  + (n — i sin  (n — 1 )t... 

d 9 

- = /ia9'  cos  np  + (ii — i)  b 9’“.'  cos  (n—i)p.. 


. ...  +5  9 cos  f 

. . . . — h 9siuf. 
dQ  , 

— — df , on  a 
dt 

... . + A 9 sin f 
. . . +5  9 cos». 
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Donc  il  suffit  de  prendre  deux  auxiliaires  M N d’après  les  for- 
mules 


A/  = «a  9"  cos/i^  + Crt — cos(n — i )p +A  9 cosa 

N =nai‘  sinnp  + fn — i)  b 9*“'sin  (n — i)p +/,  9s«ic  j 

d9 

et  on  aura,  pour  déterminer  — et  df,  les  deux  équations 
P + — 

9 

Q + iVy+Airfa  = o, 

d’où  l’on  lire 

d9  _PM+Q^r  _PN—QM 

9 ~MM+NN  ’ MM  + NN' 


On  connoîlra  ainsi  les  valeurs  corrigées  de  9 et  ? qui  sont  9 q- 


et  » + où  l’on  doit  observer  que  la  valeur  de  dp  donnée  par 
la  formule , est  exprimée  en  parties  du  rajon  , et  que  pour  la 
réduire  en  minutes  ou  en  secondes,  il  faut  la  multiplier  parle  nombre 
de  minutes  ou  de  secondes  contenues  dans  le  rayon.  Enfin  on  peut 
rendre  ces  formules  encore  plus  commodes  pour  le  calcul  trigo- 
nométrique,  en  prenant  des  angles  a et  des  nombres  n,  a, 
tels  qu’on  ait  : 


Tang 


s»n  cos  ■» 


Tang  A = 


M 

N 


> 


d’où  résultera 


M _ N 
siu  a cos  A.  ’ 


T 


n , , n . . 

cosf»  — A>  , dp  = — Sin(<r  — K). 

A A 


Il  faut  bien  remarquer  que  les  quantités  M et  JVsont  très-faciles 
à former  par  le  moyen  des  mêmes  termes  qui  servent  à com()oser 
les  valeurs  de  P et  Q ; car  tandis  que  P , par  exemple  , est  exprimé 
par  la  suite  des  termes 

^ B dr  C-b  D -{-  &c,, 
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où  l'on  h ^-4  ■=  ah"  cos  ti  » , B — b fl'"'  cosCn — tj  t , la  valeur 

de  M l’esl  par  la  suite 

+ ( n — I ) B ■{■  ( n — i)  C + (n — Z)  D + &c. 

La  valeur  de  N se  conclut  de  même  de  celle  de  Q. 

Ayant  trouvé  des  valeurs  plus  approchées  de  9 et  »,  on  peut 
se  servir  de  celles-ci  pour  en  trouver  de  nouvelles  qui  soient  encore 
plus  approchées , et  ainsi  de  suite , jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  le 
degré  d’exactitude  dont  les  tables  sont  susceptibles. 


(ii8)  Appliquons  cette  méthode  à l’équation  — x+  i=o 
dont  nous  nous  sommes  déjà  occupés.  En  faisant  toujours 
x = i ( cos  »-4-  \/ — i sin  , on  peut  prendre  pour  premières  valeurs 
approchées  » = 3o”,  9 = sin  6o°  =.^^3  , il  en  résulte 


P = 9<cos  4» — 9 cos  f -h  I = — 
A/ = 4 9^  cos  4»  — 9 cos»  = — 

Q = 9*sin4» — 9 sin»  = ^ 

02 

JV=  4 9^sin4«  — 9sin?  = 5 

O 


93  t 


3 

■4 


i5 

T 


/3-iv/3  = |/3. 


Donc  = 
fl 


et  (h  = 


/PAf+QATs  36 

'\yUM  + NN)~~  8.186' 

MM^-NN  186  "* 


3 

124  ’ 


Les  valeurs  corrigées  de  fl  et  » seront  par  conséquent 


9 = i /3  f 1 —)  = 0,845  et  » = 3o'  3a'. 

\ 124  / 

Avec  ces  valeurs  corrigées , on  calculera  de  nouvelles  valeurs 
de  P , A/ , Q , N f lesquelles  seront  : 


P = — 0,271 176  — 0,727827 -h  1 = 0,000997 
Af  = — 1,08*704^ — 0,727827  = — i,8i25 


Q = 0,431733  — 0,429294  = 0,00243g 

AT  = 1,726932  — 0,429294  5=1,2976} 
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première  partie. 

d’où  l’on  tire 

rf 9 = — o,oooî3i  3',  g53 

fl  = 0,845  « = 3o*  3î' 

fl  corrigé  = 0,84476g  f corrigé  = 3o°  35 , g53. 

Résultat  conforme  à celui  que  nous  avons  déjà  trouvé  n®.  1 16. 


(119)  Cette  méthode  ne  peut  donner  qu’un  degré  d’exactitude 
borné  , et  avec  les  tables  les  plus  étendues  , on  ne  trouvera  que 
les  dix  premiers  chiffres  des  nombres  ? et  fl , ou  des  quantités 
« et  f qui  en  dépendent.  Si  on  a besoin  d’une  plus  grande  approxi- 
mation , il  faudra  cesser  de  se  servir  des  sinus,  et  rétablir  la  racine 
cherchée  sous  la  forme  x = <t  + ^tX — *•  Nous  supposerons  donc 
qu’on  connoît  déjà  , par  le  procédé  qui  vient  d’être  expliqué , ou 
par  tout  autre  moyen  , des  valeurs  déjà  fort  approchées  de  « et  f , 
et  il  s’agit  d’en  chercher  de  nouvelles , qui  soient  beaucoup  plus 
approchées. 

Si  on  fait  en  général  (a.  + C\/ — = + — i , ou  si  on 

représente  par  jFj,  et  G„  les  quantités  réelles  développées 


n.n — J ri.n — i.n — 2.11 — 3 

•"•^+—T-T7T- 

no.'-' C — &c. 


1.2  1.  2 

ti.n — 1 .TJ — 2 


.2.3 


c*—  &c. 


la  quantité  i^„sera  ce  qui  a été  représenté  ci-dessus  par  9’costjs, 
et  G,  sera  pareillement  fl’sinTif  , car  on  a aussi  « -|-  f t/ — i = 
fl  feos?  + \/ — I sin  , (»+  C \/ — O’*—  9“  feosTj  * -|-  / — 1 sin/js^. 
Donc  on  pourra  faire  comme  ci-des.sus  (n”.  117) 

P=  aF„+ bf„_,+ cF„^. +fiF,+  k 

= naFn  + (n — bF„_,  + (ii — 2)  cF„_,+ . . . . +hF, 


Q=  oG„+ 5G„_, -b  cG„.,+ +bG, 

N = TjaG„-t-fTj — i)  bG^_,  + (n — 2)cG„_,+  . ...  +hG, , 


et  de-là  on  déduira  également 

PM^QJi  . _ PN—QM 

9 ~ mM+ N N ’ 
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Or  on  a a = fl  cos  ? , et  <T  = fl  sin  p ; donc 
di  di 

da.  ■=  a.— cdf  , et  = f — +«c?p, 

9 B 

dB 

et  ainsi  en  substituant  les  valeurs  de  — et  rf  p , on  aura  direc- 


tement : 


= -“•( 


PM+QN-^  ^ f'PN-^QM\ 


m)-<i 


M M + N- y ^ "\mm+nn) 

7._ 

~ \MM+N  nJ  ^*’\MMJtNn)' 

Ces  formules  sont  aussi  simples  qu’on  peut  le  desirer;  car  si 
on  a les  valeurs  approchées  de  a et  C,  et  qu’on  veuille  les  vérifier 
par  la  substitution  , il  faut  calculer  tous  les  termes  des  quantités 
P et  0 , afin  de  voir  si  leur  somme  se  réduit  â zéro  j or  les  termes 
calculés  de  P et  Q font  connoître  ceux  de  Jfl  et  ^ , au  moyen 
d’une  simple  multiplication  par  l’indice  de  chaque  terme  j il  ne  faut 
donc  presqu’aucun  calcul  pour  obtenir  les  valeurs  de  Met  N , 
dont  dépendent  les  corrections  da  et  dC.  Nous  observerons  cepen- 
dant qu’on  doit  calculer  les  valeurs  de  P et  Q avec  deux  fois 
plus  de  chilTres  lorsqu’on  veut  continuer  l’approximation  , que  lors- 
qu’on vent  simplement  vérifier  la  racine  trouvée  a + Cy/ — i j mais 
quant  aux  valeurs  de  M et  IV,  il  suffit  de  les  calculer  avec  autant 
de  chifires  qu’il  y en  a d’exacts  dans  a et  Ces  préceptes  , ou  des 
préceptes  semblables , sont  communs  à toutes  les  méthodes  d’ap- 
proximation. 


XV. 
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§.  XV.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l’équation 
indéterminée  Ly’‘+My‘‘“'z-f-Ny"~'‘z’. . . . -f-Vz"=±H. 

(120)  Noc  s supposerons  que  cette  équation  a été  préparée  de  la 
manière  indiquée  n“.  67  , et  qu’en  conséquence  on  peut  considérer 
y ei  Z comme  premiers  entr’eux  , ainsi  que  z et  H.  Cela  posé  , 
on  pourra  faire  semblablement  y = 9 z-\- II u,  9 étant  un  nombre 
compris  entre  — jZf  et  //;  substituant  cette  valeur  dans  l’équa- 

tion proposée  , et  divisant  tout  par  //,  on  aura 

7i9'  + A/9— + JV9— : 

H )* 

+ ('/iZ,9"-  + ('/i— 1;  A19'-*  + &c,;z— « 

+ ( L9— H Ai9-’+ &c.V/z'-’«* 

'2  2 y 

+ &c. 

Mais  Z et  H étant  premiers  entr’eux  , cette  équation  ne  peut  sub- 

'/.9”+JW9"-  + iV9’- 

sister,  a moins  que — no  soit  un  nom- 

bre entier  ; c’est  la  condition  qui  sert  à déterminer  9.  On  essaiera 
donc  successivement  pour  9 tous  les  nombres  entiers  compris  de- 
puis — jZf  jusqu’à  et  s’il  n’en  est  aucun  qui  rende 

Z.9'  + Af9'“‘4-iV9’~*+  &c.  divisible  par  //,  on  en  conclura  avec 
certitude  que  l’équation  proposée  n’est  pas  résoluble  en  nombres 
entiers;  mais  si  on  trouve  un  ou  plusieurs  nombres  qui  satisfont  à 
celte  condition  , on  aura  à résoudre  ultérieurement , pour  chaque 
valeur  de  9 , la  transformée  en  z et  u , qui  sera  de  la  forme 
az'+  bz'~'u  + cz'~'u'+  . . . . +I«'=±  1 ; 
et  il  est  évident  que  chaque  solution  de  celle-ci  en  nombres  entiers 
en  donnera  une  de  la  proposée. 

Tout  se  réduit  par  conséquent  àrésoudre  une  équation  de  même 
forme  que  l’équation  proposée  , mais  dans  laquelle  le  second  mem- 
bre = =ti. 

Y" 
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On  doit  supposer  que  le  premier  membre  de  l’équation  proposée 
( avant  même  d’y  appliquer  aucune  réduction  ) n’est  divisible  par 
aucun  facteur  rationnel  ; car  s’il  pouvoit  se  partager  en  deux  fac- 
teurs de  cette  sorte,  l’un  du  degré  m,  l’antre  du  degré  n — rriy 
l’équation  proposée  se  décomposeroit  en  deux  autres  de  la  forme 
L'v”  + + &c.  = » 

Tf 

Ly'~'‘+  iiry-'"-’z+  jvy-^*z’+  &c,  =— , 

TT 

T étant  un  diviseur  de  JI,  de  sorte  qu’alors  le  problème  devien- 
droit  entièrement  déterminé. 

Il  s’ensuit  évidemment  de  cette  supposition,  que  le  premier 
membre  a z"+  bz'~'u-{-  cz*"'«*+  &c.  de  la  transformée , n’est  point 
non  plus  décomposable  en  facteurs  rationnels.  Donc  il  n’y  aura 
aucunes  valeurs  de  u et  z en  nombres  entiers  qui  pourront  rendre 
ce  premier  membre  égal  à zéro  ; et  ainsi  la  valeur  ± i est  abso- 
lument la  plus  petite  de  toutes  celles  qu’il  peut  recevoir  en  subs- 
tituant pour  y et  z des  nombres  entiers  quelconques  positifs  ou 
négatifs. 

(i2i)  Cela  posé,  nous  allons  chercher  en  général  quelles  doi- 
rent  être  les  valeurs  de  / et  « pour  que  la  fonction  homogène 
a(‘+  b(‘-'u+  ce-'uT +ku' 

soit  la  plus  petite  possible.  Pour  cela , imaginons  qu’en  résolvant 
l’équation  déterminée 

O = az"-|- 0*"“' -h  ez’”*. . . • -t-A 

on  trouve  les  facteurs  simples  réels  x — <t , x — x — &c.  et  les 
facteurs  doubles  imaginaires  ('z — &c.  j alors 
la  fonction  proposée  at" -h  ct*“*u*+  &c.  que  je  désigne  par 

F (t,  u)  , sera  égale  an  produit 

Q ( t «t  U X t — Oi'uX t »"« Cu‘  + >'•  O*)  & c. 

Supposons  que  les  valeurs  de  t et  u qui  répondent  au  minimum  de 
cette  fonction  soient  u = q , en  sorte  que  ce  minimum  soit 

F(p,  ç)  = aCp — »q)  (p — <t'q)..T.(^p  — fÿ  +>’y’)  &c. 

R faudra  donc  qu’en  prenant  pour  t et  « des  valeurs  en  nombres 
entiers  différentes  de  p et  y (au  moins  jusqu’à  une  certaine  limite) , 
on  ait  F(p  y q)  C,F(tyu).  C’est  ce  qui  ne  pourroil  avoir  lieu , si 
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chaque  facteur  de  F(t,  u)  étoît  égal  ou  plus  petit  que  le  facteur 
correspondant  F(p  ^ q).  Donc  U y aura  au  moins  un  facteur  de 
F( t,u)  qui  sera  plus  grand  que  le  facteur  correspondant  de  !• 

Ce  facteur  sera  , ou  l’un  des  facteurs  simples  réels  , ou  l’un  des 
facteurs  doubles  imaginaires. 

1°.  Soit  t — a.  U le  facteur  simple  plus  grand  que  son  correspon* 
dant  p—aq;  comme  les  nombres  ï et  u ont  été  pris  à volonté  , 

et  qu’on  peut  supposer  par  conséquent  que  - diflêre  très-peu  de 
^ , il  en  résulte  que  - doit  être  une  fraction  très-approchée  de  « , et 

9 q 

on  peut  même  conjecturer  de-là  que  - doit  être  l’une  des  frac- 
lions  convergentes  vers  la  racine  «.  En  effet,  si  — , sont 

q q q 

trois  fractions  consécutives  convergentes  vers  «,  il  a été  démontré 
n®.  8 , que  quels  que  soient  les  nombres  t et  « , pourvu  seulement 
que  « soit  moindre  que  q\  la  quantité  t — au  sera  toujours  plus 
grande  que  p — , ce  qui  satisferoit  à la, condition  observée.  . 

a°.  Soit  (t — le  facteur  double  imaginaire  plus  grand 
que  son  correspondant  (p  — ^qT  -\-y'q'  \ nous  supposerons  qu’on 
a pris  M<7  , alors  il  faudra  a plus  forte  raison  que  t — Cu  soit  plus 

grand  que  p — Cq.  Oi  c’est  ce  qui  aura  lieu  , si  - est  l’une  des  frac- 
tions convergentes  vers  la  quantité  C,  partie  réelle  de  la  racine 
imaginaire  — i. 


(laa)  Revenons  à la  considération  du  premier  cas,  et  supposons 

p* 

qu’on  ait  pris  t=p',  u^q”,^  étant  la  fraction  convergente  qui 

précède  - et  qui  est  donnée  par  le  développement  de  celle-ci  en 
fraction  continue.  Il  faudra  donc  que  p’ — aq’  soit  plus  grand  que 

et  <7^ 

P — « 7 , ou  que  — soit  plus  grande  que  l’unité  ; mais  d’ail- 

p—aq 

leurs  cette  quantité  peut  être  négative  ou  positive. 
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Soit  d’abord  ^ — — y on  en  déduira  « = ^ ; donc, 

p — ’^q  qy^q° 

â cause  de  y positif  et  plus  grand  que  l’unité  , ^ et  seront 

deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  « et  sera  le  . 

quotient-complet  qui  répond  à la  seconde. 

_ , . p° — <tq°  P y — p" 

tn  second  heu , soit  =+y,  on  aura  a — — — — ; mais 

p-‘q  qy-9°’ 

il  faut  subdiviser  ce  cas  en  deux  autres,  selon  quej'  est  >2  ou 

.<  5- 

Si  l’on  a ^ > 2 , on  fera  y=i+Zy  z étant  > 1 , et  on  aura 

Dz+p  — p’  P — P*  P ... 

« = — J donc  — — , - seront  encore  deux  fractions 

q^+q—q"  q—q°  q 

consécutives  convergentes  vers  « , et  z sera  le  quotient- complet  • 
qui  répond  à la  dernière. 

Dans  ces  premiers  cas  , qui  présentent  déjà  une  grande  latitude  , 
il  est  donc  prouvé  , d’une  manière  directe  et  fort  simple  , que  ^ 

est  une  fraction  convergente  vers  la  racine  <t. 

11  reste  à examiner  le  dernier  cas  où  l’on  a y <2.  Soit  alors 

jV  = 1 -f-  - , z étant  toujours  > i , on  aura 

« _ (Psz£J±  tJP  (p~p°)  _ 

(q—q‘)^-^q  (q—q°)  (-+i)+q’’' 

donc  — , — — seront  deux  fractions  consécutives  convergentes 

q’  q — q° 

vers  a (1),  et  le  quotient-complet  qui  répond  à la  dernière  sera 
z -|-  1 , quantité  plus  grande  que  2. 

11  faudroit  que  le  quotient  fût  seulement  1 plus  une  fraction , 

pour  que  - fût  la  fraction  convergente  qui  suit  ^ ~ ; et  puis- 


(1)  On  suppose  p — p'^p”,  et  en  effet  le  développement  de  P en  fraction 
continue  donne  une  suite  de  qnotiens  dont  le  dernier  peut  être  suppose  à volonté 
plus  grand  que  Tunitc  ou  égal  a Tonité.  Or  si  on  le  prend  plus  grand  que  l’onitc> 
P ne  sera  pas  moindre  que  et  ainsi  ob  aura  p — 
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qu’on  a x+  i>2  , il  s’ensuit  que  dans  ce  dernier  cas  - ne  peut  ^lu» 
être  une  fraction  convergente  vers  « j mais  au  moins  puisque 
^ — — en  est  une  , et  nue  la  dilTérence  entre  - et  — — n’est 

y—?'  y 7 — y . 

que  — -,  on  voit  que  - est  toujours  une  valeur  fort  appro- 

^(1—9)  y 

chée  de  la  racine  a. 

Soit/» — /)'=»,  q — = ^ , nous  pourrons  représenter  par 

t 

P ^ ^ . 

-,  -,  -7- , trois  fractions  consecutives  convergentes  vers  « ; et 
q'  ^ ^ 

parce  que  q tombe  entre  f et  s',  il  est  clair  qu’on  aura  ( n".  8 ) 

/> — a q •a  — a p. 

Mais  en  faisant  / = *-,  u = ?,  il  faut  qu’on  ait  F(-!r^s)'^F(p,q), 
puisque  celle-ci  est  un  minimum  ; donc  il  y aura  dans  la  valeur 
de  quelqu’aulre  facteur  w — «V  plus  grand  que  le  facteur 

correspondant  p — a'q. 

Or  de  ce  que  ^ ^ est  plus  grand  que  l’unité  , et  peut  être 

d’ailleurs  positif  ou  négatif,  on  conclura  comme  ci  dessus  que - 
est  une  fraction  convergente  vers  a' , ou  qu’au  moins  on  a 

, (p — ■^)  , • .r  ^ 1 T . 1 

a = ! ^ — , S étant  positii  et  >>i  : de-la  résulté  . en 

(</  — ■>)  (s+l)  + 9 

substituant  les  valeurs  de  » et  * ,• 

p” C^+')+p—p°  _ P°^+P  _ py s-^P°)+p'‘'‘ 
q‘(z-!ri)Jrq—q"  q'‘z\q~  ’ 

fl®*  _a 

(car  on  suppose  toujours  p=ii’p'‘ + p°°).  Donc^,  ^ seront 

deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  et  la  fraction 
p^y+pV+p"  P°l^+P  , . „ . 

suivante  sera  • ,, ou  — ; — —,  k étant  1 entier  compris 

dans  Z.  Et  puisque  q tombe  entre  q°  et  q°k  + q,  il  s’ensuit  qu’on 
aura  p° — a'q°  <^p  — a'q. 

Le  même  raisonnement  s’applique  aux  antres  racines  &c. 

cbmême  aux  quantités  C,  C',  C",  &.c.  j il  en  résulte  pour  conclusion 
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générale  , que  la  fraction  - , qui  répond  au  minimum  de  la  fonc> 

lion  proposée , doit  être  comprise  parmi  les  fractions  convergentes 

vers  l’une  des  racines  « , a",  &c. , ou  vers  l’une  des  quantités 

f , C,  C'\  &c.  Car  si  elle  n’y  est  pas  comprise , il  faudra  que  les 

conditions  suivantes  soient  réunies. 

• > — ”7°  1 • • • • 1 . 

I®.  Que  la  quantité^ relative  a une  racine  determinee  • . 

p — aq 

soit  comprise  entre  + 1 et  + 2. 

2®.  Que  toutes  les  quantités  analogues  , &c. 


C' 


p — aq  p — <tq 


— , &.C.  relatives  aux  autres  racines  , soient  plus 


p — ^q  P — ^9 
petites  que  l’unité. 

Mais  cela  posé , il  paroît  impossible  que  la  quantité  - - - ’ - 


qui  est  composée  du  produit  de  tons  les  facteurs 


P (Pt  9) 


P— ^9  P 


9 P — ° 
> 


p—t9  p—«:q  p — <^"9  (p-'^9)'-^y'9' 

* soit  plus  grande  que  l’unité  , comme  elle  doit  l’être , &i  F(p  ^q)  est 
un  minimum. 

En  effet , puisque  la  différence  entre  - et  ^ n’est  que  — — , 

9 9 9 9 

et  que  est  une  fraction  convergente  vers  « , il  suffit  que  parmi 

les  racines  «*,  &c.  et  les  quantités  C,  C',  &c,  il  y en  ait  une 

ou  d’un  signe  contraire  de  n , ou  dont  la  différence  avec  a.  soit 

sensiblement  plus  grande  que  — ; alors  si  «'  est  celte  racine , 

, p"  — a'  o”  , ,9*  . , . 

le  facteur  c sera  a-peu-pres  — et  ainsi  sera  moindre  que  7; 

E — * 9 9 

et  sic  est  une  quantité  assez  différente  de  «,1e  facteur  f 

^ ^ ^ (p  — <^9)  +>  9 

se  réduira  encore  à très-peu-près  à (— ) et  sera  par  conséquent 

plus  petit  que  -.  Donc  dans  la  valeur  de  “’y  anroit 

qu’un  facteur  plus  grand  que  l’unité  , mais  moindre  qne  a ; tandis 
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que  tons  les  autres  facteurs  seroient  plus  petits  que  l'unité  , et  que 
parmi  ceux-ci  il  s'en  irouveroit  au  moins  un  plus  petit  que  { , ou 


JP  X * * 1 

même  plus  petit  que  donc  cette  quantité  seroil  plus 


petite  que  l'unité , ce  qui  est  contraire  à la  supposition  faite  que 


P(pt  q)  est  un  minimum.  Donc  enfin  (1)  la  fraction  ^ est  tou- 

jours  une  fraction  convergente  vers  l’une  des  quafllilés  « , . . 

f,  C'...  &c, 

(i23)  La  condition  qu'on  vient  de  démontrer,  ne  détermine 
point  encore  le  minimum  qu’on  cherche  , elle  indique  seulement 
un  ordre  de  quantités  parmi  lesquelles  il  faut  chercher  la  fraction 


- propre  à donner  ce  minimum.  Voici  en  conséquence  le  procédé 
qu’il  faut  suivre. 

Développez  en  fraction  continue  successivement  chacune  des 
racines  réelles  « de  l’équation  q-it  = o. 

Développez  de  même  chacune  des  parties  réelles  f des  racines 
imaginaires  de  la  même  équation. 

Prenez  successivement  pour  - toutes  les  fractions  convergentes 

qui  résultent  de  ces  diverses  opérations  , et  substituez  les  valeurs 
dep  et  y dans  la  fonction  proposée.  Vous  aurez  autant  de  résultats 
qui  chacun  dans  son  genre  sont  une  sorte  de  minimum  y le  plus  petit 
de  tous  ces  résultats , ou  le  minimum  minimorum  , sera  donc  celui 
qu’il  s’agissoit  de  déterminer. 


Remarque  I. 


(i24)  Si  la  racine  réelle  <e,  ou  la  partie  réelle  C d’une  racine 
imaginaire  est  négative  , on  fera  son  développement  en  fraction 
continue,  comme  si  elle  étoit  positive  ; mais  ensuite  on  affectera 


(1)  On  trouve  cette  proposition  dans  tes  additions  à l’.Atgébre  d'Uuter  , n°.  aS , 
mais  te  savant  auteur  n’est  point  entré  dans  le  détail  de  la  démonstration.  On 
trouve  également  la  même  proposition  démontrée  , pour  le  cas  où  le  minimum 
lit  I,  dans  les  Mém.  de  Berlin  an.  1768;  mais  la  démonstration  est  diflicile  à 
suivre,  et  il  y a quelque  dilTérence  dans  l’énoncé,  en  ce  qui  concerne  tas  quan- 
tités t , C,  &c. 
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chaque  fraction  convergente  du  signe  — avant  de  la  prendre  pour 

Ici  se  présente  la  question  de  savoir  lequel  des  deux  termes  et  y 
sera  pris  négativement.  Cette  question  est  facile  à résoudre  : si 
l’exposant  n de  l'équation  proposée  est  un  nombre  pair  , il  est 
indifférent  de  faire  porter  le  signe  — sur  l’un  ou  sur  l’autre  des 
deux  termes  /j  et  y,  et  la  quantité  ap'-\-bp'~'q->r  &c.  restera 
absolument  la  naime.  Si  au  contraire  l’exposant  n est  impair,  la 
quantité  a p"  + b p"'~‘ q + &c.  conservera  la  même  valeur,  mais 
changera  de  signe , lorsqu’au  lieu  de  prendre  p positif  et  q négatif, 
on  prendra  p négatif  et  q positif}  ou  en  général  lorsqu’on  changera 
â-la-fois  le  signe  de  p et  celui  de  q. 

De-là  on  voit  que  dans  le  cas  de  n impair,  l’équation 
+ kq"=  + II , est  toujours  résoluble  en  meme  temps  que  l’équation 
0/)'+  bp’'~'q. . . . ■\-kq'=  — //. 

Remarque  II. 

( I a5)  Si  on  développe  en  fraction  continue  chaque  racine  « , par 
la  méthode  exposée  ci-dessus  (n'’.  100),  on  pourra  se  dispenser 
de  calculer  la  valeur  de  F(p,  q)  pour  chaque  fraction  conver- 
gente - ; en  effet  la  transformée  qui  répond  à la  fraction  - étant 

yf  z"  + B z"~'  + S:c.  =0,  le  premier  coelHcient  A de  cette  trans- 
formée sera  précisément  la  valeur  de  F( p , q)  ; donc  il  suffira  de 
jeter  les  yeux  sur  le  premier  terme  de  chaque  transformée  pour 
avoir  le  minimum  demandé. 

La  même  chose  auroit  lieu  à l’égard  des  quantités  f , si  on  faisoit 
leur  développement  au  moyen  de  l’équation  dont  elles  sont  des 
racines  réelles.  Mais  comme  cette  équation  est  pour  l’ordinaire  d’un 
degré  trop  élevé , il  conviendra  mieux  de  faire  ce  développement 
par  le  moyen  d’une  valeur  approchée  de  C , et  on  substituera  au 

lieu  de  - , les  fractions  convergentes  qui  en  résultent  (n“.  ii4). 

D’ailleurs  on  va  voir  que  le  développement  de  ces  quantités  ne 
doit  être  prolongé  que  jusqu’à  une  certaine  limite. 

Remarque  III. 

(iiG)  Les  opérations  indiquées  sont  les  mêmes,  soit  que  le 
piinimuni  soit  déjà  déterminé,  comme  il  l'est  quand  on  se  propose 

de 
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(3e  résoudre  l’équation  at"+  bt"~'u  + c£'~*u'. . . . + * «’=rti  , soit 
qu’on  cherche  simplement  quelle  est  la  moindre  valeur  dont  le 
premier  membre  de  cette  équation  est  susceptible.  Dans  le  pre- 
mier cas  j on  sent  bien  que  le  problème  ne  sera  pas  toujours  possible. 
Dans  le  second  , il  n’y  a autre  chose  à faire  que  de  chercher  dans 
plusieurs  séries  de  nombres  connus  quel  est  le  plus  petit. 

Mais  dans  les  deux  cas  , comme  l’opération  du  développement 
s’étend  à l’infini , et  que  passé  le  second  degré  on  ne  connoît 
aucune  loi  à laquelle  soient  assujettis  les  quotiens  et  les  trans- 
formées successives,  il  est  clair  qu’on  n’aura  déterminé  le  mini- 
mum de  la  fonction  que  dans  l’hypothèse 

que  t et  u n’excèdent  pas  les  plus  grands  termes  des  fractions  con- 
vergentes calculées.  On  ne  pourra  donc  assurer  qu’un  minimum 
pareil  ou  même  plus  petit  (s’il  n’est  pas  déjà  ± i)  ne  puisse  avoir 
lieu  au  moyen  des  fractions  convergentes  ultérieures  dont  les  termes 
sont  plus  grands.  En  effet , on  ne  voit  rien  qui  empêche  que  même 
avec  de  très-grandes  valeurs  de pel  ç,  la  fonction  ap'  + bp"~‘ç  &c. 
ne  se  réduise  à l’unité  ou  à un  nombre  fort  petit  j de  sorte  qu’à 
cet  égard  il  ne  paroît  pas  qu’on  puisse  assigner  de  limite. 

Nous  observerons  cependant  que  cette  grandeur  indéfinie  des 
nombres  p et  q ne  peut  concerner  les  fractions  convergentes  qui 
résultent  du  développement  de  la  partie  réelle  f d’une  racine  ima- 
ginaire C + >i/ — 1.  Car  un  facteur  tel  que  (p — ^q)'  + y'q'  ne  peut 
diminuer  que  jusqu’à  un  certain  point , savoir  , tant  que  la  dimi- 
nution de  la  partie  (p — Cq)‘  est  plus  considérable  que  l’augmenta- 
tion de  l’autre  partie  y'q',  mais  bientôt  après  ces  facteurs  doivent 
augmenter  rapidement.  On  voit  par  cette  raison , qu’il  n’est  pas 
nécessaire  de  chercher  les  équations  dont  C , &c,  sont  les  racines, 

et  qu’on  peut  se  contenter , comme  nous  l’avons  déjà  dit , d’une 
valeur  approchée  de  ces  quantités. 

{127)  Supposons  que'^  soit  une  fraction  convergente  assez  appro- 
chée de  la  racine  « , pour  que  la  différence  - — * soit  beaucoup  plus 

petite  que  la  différence  entre  la  racine  « et  chacune  des  autres  racines 
ou  parties  de  racines  C , î'  &c. , alors  si  l’onfmt  pour  abréger, 

Z 
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L=(<t — dL')....  + (« + &C. 

on  aura  à très-peu-près  F(p ,q)  — aq'~'  (p  — a-q)L.  Soit  z le 
quotient-complet  qui  répond  à la  fraction  convergente  - , on  aura 

y 

1 q'~' 

= — 5 F(p,q)  — ±aL.-i——. 

y ‘Y  z4-— 

1 

Dans  cette  formule,  aL  étant  une  quantité  constante,  on  voit 
que  pour  que  F(p,q)  soit  un  nombre  donné  , il  faut  que  le  quotient 
Z soit  en  général  proportionnel  à ÿ"”‘. 

Ainsi  , par  exemple,  si  on  veut  que  F(p,q)  se  réduise  à =fci, 
comme  cela  est  nécessaire  dans  les  équations  que  nous  nous  sommes 
proposées  , il  faut  qu’on  ait  z = a L à-peu-près.  Telle  est  la 
grandeur  des  quotiens  auxquels  on  reconnoîtra  les  fractions  con- 
vergentes qui  satisfont  à la  condition  du  minimum  F(p,q)  = ± i. 
Cette  formule  sera  sur-tout  utile  , si  le  développement  d’une  racine 
se  fait  non  par  la  méthode  des  traasTormées  successives  , mais  par 
le  moyen  d’une  valeur  approchée  de  cette  racine  (n“.  112). 

A mesure  que  l’opération  du  développement  avance  , la  valeur 
de  q augmente  , et  par  conséquent  celle  de  z (car  on  suppose  ici 
»>•  2)  , de  sorte  qu’il  devient  de  moins  en  moins  probable  qu’on 
trouvera  le  quotient  z nécessaire  pour  le  minimum.  Cependant  si  la 
racine  » est  très-peu  différente  d’une  ou  de  plusieurs  autres  racines 

a",  &c.  ou  des  quantités  î,  î',  &c. , alors  la  limite  L pourra  être 
extrêmement  petite , et  il  ne  faudra  plus  un  quotient  aussi  considé- 
rable z pour  répondre  au  minimum  de  F(p,q).  Celte  remarque 
s’accorde  avec  les  propriétés  que  nous  avons  déjà  exposées  (n°’.  log 
et  110). 

Supposons  en  second  lieu  que  - soit  l’une  des  fractions  con- 
vergentes vers  la  quantité  C ; supposons  en  même  temps  que  la 
différence  entre  et  f soit  beaucoup  plus  petite  que  7 , et  aussi 

beaucoup  plus  petite  qu’aucune  des  quantités  a,  a',  a". . . c',  C"  &c. 
Cela  posé  , si  l’on  fait  pour  abréger , 

A = (Z-d)  (c-d’)  ] &C. , 

on  aura  à très-peu-près  F (p/q)  =.aq'y'\.  Donc  si  on  veut  que 
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F(p,q)~'±:\  , il  faudra  qu’on  ait 


1 

0>*A  ’ 


ainsi  q ne  peut 


surpasser 


d’où  l’on  voit  que  le  minimum  i ne  pourra 


avoir  lieu  , à l’aide  des  racines  imaginaires  , que  dans  des  cas  très- 
limilés,  lorsque  > ou  A seront  très-petits  , c’est-à-dire  lorsqu’il  y 
aura  des  racines  presqu’cgales.  En  même  temps  on  a la  limite  du 
dénominateur  q , au-delà  de  laquelle  il  est  inutile  de  prolonger  le 
développement  de  la  quantité  C , ainsi  que  l’essai  des  fractions 
convergentes  qui  en  résultent. 

Nous  avons  déjà  donné,  dans  le  paragraphe  précédent,  des  exem- 
ples de  la  résolution  des  équations  indéterminées  homogènes  dont 
le  second  membre  est  =t  i , nous  nous  contenterons  d’ajouter  un 
nouvel  exemple  où  une  solution  est  donnée  par  la  racine  réelle , 
et  une  par  les  racines  imaginaires. 


£ X E V F L E. 

(128)  Soit  proposé  de  trouver  le  minimum  de  la  fonction 
•J  f — 110  ru-i-565r«*'— qài  m’-,- ■ • 
je  considère  l’équation  7 x’ — 1 1 o x*  -t-  565  x — 94 1 = o , et  je  trouve, 
après  quelques  essais , qu’elle  a une  racine  réelle  entre  3 et  4 , 
.et  deux  racines  imaginaires  peu  différentes  entr’ellcs.  Voici  le  déve- 
loppement de  la  racine  réelle  en  fraction  continue  : 


7a-’ — 1 1 ox'  -1-  565  X — g4 1 =:  0 

3 

1 : 0 

— — 47Æ-f-7  =0 
72' — 472 — 47  =0 

l 

3 : I 

2 

4 : I 

— 85  2’ -P  37  i’-f- 4a  2 -t- 7=0 

1 

11  : 3 

z' — r 3q  2* — a 1 8 2 — 85  =0 

i4o 

i5.  : 4 

— 1 10052’+  1966a  2'  + a8i  2+1  =0 

1 

2111  : 563 

8g3gr’  + 65902* — 133532 — 1 ioo5  =0 
— 88ag  2’  + 266442’  + 334o7  2 + 893g  =0 

1 

2126  ; 567 

4 

4a37  ; 1 i3o 

3807  2’ — 1 77233  2* — 7g3o4  2 — 88ag  =0 

46 

19074  : 5087 

—-8 1 2368g  z’  + 7782096  2’ + 348 1 33  2 + 3807  =0 
,io3'*72’ — 84587422’ — 165889712—8123689=0 

1 

87740*  : 235i32 

00 

896478  : 24o2ig 

&c. 

2 

6 

2 

&C. 

&C. 
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On  voit , par  les  premiers  termes  des  transformées  > que  le  mini- 
mum + 1 a lieu  lorsque  /=  i5  et  « = 4 , de  sorte  que  ces  valeurs 
satisfont  à l’équation 

7^’ — iio<*«+565fu* — g4i  i. 

Dans  le  reste  de  l’opération , on  ne  trouve  plus  de  transformées 
dont  le  premier  terme  ait  pour  coefficient  i , et  ainsi  on  est  cer- 
tain que  la  première  racine  ne  fournit  plus  d’autre  solution  de 
l’équation  précédente  , à moins  de  supposer  le  nombre  u beaucoup 
plus  grand  que  8igX24o2ig;  mais  par  cette  grandeur  même,  il 
paroît  bien  peu  probable  que  l’opération  prolongée  fournisse  de 
nouvelles  valeurs  de  t et  u.  Il  reste  à développer  en  fraction  con- 
tinue la  partie  réelle  des  racines  imaginaires.  Or  comme  l’équation 
n’est  que  du  troisième  degré , si  on  appelle  « la  racine  réelle  dont 
nous  venons  de  trouver  des  valeurs  approchées , la  partie  réelle  f 
des  racines  imaginaires  sera  C = ^ — ja;  substituant  la  valeur 
connue  de  <z , et  développant  le  résultat  en  fraction  continue  , on 
aura  les  quotieus  et  les  fractions  convergentes  vers  C comme  il  suit  : 

Quotiens . . . 5,  1,55,  i,  3,3,1,  3 

^ I 5 6 335  34t  , 

Fract.converg.  -,  -,  -,  , -5^ , &c. 

t . 

Or  en  prenant  successivement  pour  - ces  diverses  fractions  con- 
vergentes , on  trouve  que  les  valeurs  1 =:  6 , « = 1 , donnent  encore 
le  minimum  -l-  1,  et  fournissent  ainsi  une  seconde  solution  de  l’équa- 
tion indéterminée  7 1' — 1 1 o &c.  = 1 . Il  seroit  inutile  de  prendre- 
t 

pour  - d’autres  fractions  convergentes,  parce  que  la  limite  trou- 
Tée  ci-dessus  q=  donne  à très-peu-près  y = 1. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  NOMBRES, 


J.  I.  Th ÈORÉUES  sur  les  Nombres  premiers, 

(129)  Théorème.  Sic  est  un  nombre  premier  ^ et  N //n  nombre 
quelconque  non  divisible  parc  , je  dis  que  la  quantité  N'~* — 1 sera 

— 1 

divisible  par  c,  de  sorte  qu'on  aura = entier  = c (1). 

Soit  a:  un  nombre  entier  quelconque  , si  on  Gonsidèrc  la  formule 
connue 

C*  C ■ 1 , Ce  c 1 • J 

/'i+jr;'=i+cxH x‘  + _ *’  + 

' 1.2  1.2.3 

il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  de  cette  suite  , à l’exception 
du  premier  et  du  dernier  , sont  divisibles  par  c.  En  effet , soit  JI 

c.c — l.r — 2....C — m+t 

le  cocfGcient  de  ar"  , on  aura  JH=  ■ — — , ou 

J>/.  1.2.3. ..  m — c.c  — i.c  — 2. ..  c — m+i;  et  puisque  le  second 
membre  est  divisible  par  c , il  faut  que  le  premier  le  soit  aussi.  Mais 
l’exposant  m,  dans  les  termes  dont  il  s’agit , ne  surpasse  pas  c — 1 j 
donc  c , qui  est  supposé  un  nombre  premier  , ne  peut  diviser  le 
produit  1.2.3...  m , donc  il  divise  nécessairement  M pour  toute 
valeur  de  m depuis  1 jusqu’à  c — i . Donc  la  quantité  ( i +.r/— 1— a:' 
est  divisible  par  c , quel  que  soit  l’entier  x. 

Soit  maintenant  i+x  = N,  la  quantité  précédente  deviendra 
(Ji ly — 1 J et  puisqu’elle  est  divisible  par  c , si  on  omet  les 


(1)  Ce  tticorime , l’un  de»  principaux  do  la  théorie  des  nombres,  est  dû  à 
Fermai  ; il  a été  démontré  par  Euler  dan»  divers  endroits  des  Mémoires  de  Fc- 
tcrftbourg  ÿ et  notosuiient  le  Tome  I des  AoW  comTntntQrüe 
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multiples  de  c,  on  auraiV*' — i=('jV — s ou  A"" — N-=(N — i/ — 

( N — 1 ).  Mais  en  mettant  N — i à la  place  de  iV , et  négligeant  tou- 
jours lesmultiples  de  f,on  aura  semblablement  f N — i )’ — ( iV — i )— 
(N — 7)' — (N' — 7).  Continuant  ainsi  de  restes  égaux  en  restes 
égaux,  on  parviendra  nécessairement  au  reste  ( N — Ny — ( N — N), 
lequel  est  évidemment  zéro.  Donc  tous  les  restes  précédens  le  sont; 
donc  N‘ — TV  est  divisible  parc. 

Mais  N' — N est  le  produit  de  N par  N‘~' — i , donc  puisque  N 
est  supposé  non-divisible  par  c,  il  faudra  que  N'^' — i soit  divisible 
par  c;  ce  qu'il  falioU  démontrer. 


Corollaire.  Lorsque  c est  un  nombre  premier,  on  satisfera  à 
:e , en  prenant  pour  x un  nombre  quelconque 


• — 1 


l’équation 

Kt 

non-divisible  par  c.  Donc  si  on  considère  seulement  les  valeurs 
de  X positives  et  moindres  que  c , ces  valeurs  seront  les  nombres 
successifs  1,  2,  3,  4...  e — i ; et  si  on  considère  les  valeurs  ou 
solutions  comprises  entre  — je  et  -b  je,  ces  valeurs  ou  solutions 

seront  ±1,  ^3,  db3....  rt  Dans  les  deux  cas  , les 

solutions  de  l’équation  dont  il  s’agit , sont  au  nombre  de  c — 1 égal 
à l’exposant  de  x. 


(i3o)  Tuéorème.  Si  n est  un  nombre  premier,  le  produit 
1.2.3...  (n — 1 ) augmenté  d'une  unité , sera  divisible  par  n. 

En  effet , il  résulte  de  la  théorie  des  différences  qu’on  a , quel 
que  soit  m , l’équation 


1.7.2...  m = m (m — i)  H 

1 1.3 


• , 1-  m.m—i.m—7  ^ 

- (m—7) ^ 3, 

1 . a.o 


Si  l’on  fait  m—n — i , et  qu’on  néglige  les  multiples  de  » , on  aura , 

suivant  le  théorème  précédent , 

, (m — , (m — = i , &c. 

Donc  le  produit  i.a.3.  ../n,  en  faisant  les  memes  omissions,  se 

, m.m — 1 m.m — i.m — 2 01  11 

réduit  a i — m-\ —r 1-  «c. , le  nombre  des 

1.3  1.3.3 

termes  de  cette  suite  étant  m.  Mais  ces  m termes  composent  la 


&c. 
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pnifsance  développée  i — 0“  moins  son  dernier  terme,  qui  est  +i, 
parce  que  m est  pair.  Donc  la  somme  des  termes  en  question 

= — O" — 1= — 1 . Donc  la  quantité  1.2. 3 (n — ij+iest 

divisible  par  n. 


(i3i)  Ce  théorème  , dont  Waring  fait  mention  dans  ses  Medi- 
tationes  ^Igebraicœ  dont  il  attribue  la  découverte  à Jean 
Wilson , a été  démontré  pour  la  première  fois  par  Lagrange  dans 
les  Mémoires  de  Berlin,  année  1771,  et  ensuite  par  Euler  dans 
ses  Opuscula  ^nalytica  , Tom.  I.  11  est  sur-tout  remarquable  , en 
ce  qu’il  n’a  lieu  que  lorsque  n est  un  nombre  premier.  En  effet, 
si  n est  composé  de  deux  facteurs  quelconques  inégaux  a et  è , 
ces  deux  facteurs  se  trouveront  nécessairement  tous  deux  parmi 
les  nombres  t , 2 , 3,. . . n — i ) , et  la  quantité  i . 2.3. . . f n — 1 t 

divisée  par  «,  laissera  pour  reste  -l-i.  La  même  chose  aurait  lieu, 
quand  même  n seroit  égal  an  produit  des  deux  facteurs  égaux 
oXu;  car  alors  a et  2 a se  trouveroient  dans  la  suite  1,2,3...  n — 1, 
Donc  le  produit  de  ces  nombres  seroit  divisible  par  a*  ou  n , et 
ce  produit,  augmente  d’une  unité,  laisseroit  pour  reste  1. 

On  peut  déduire  de-là  une  règle  générale  et  infaillible  , pour 
reconnoitre  si  un  nombre  donné  n est  premier  ou  s’il  ne  l’est  pas. 
Pour  cela  , il  faut  ajouter  une  unité  au  produit  1.2.3. . . (n — 1 ) j 
si  la  somme  est  divisible  par  n , le  nombre  n sera  premier  j si  elle 
ne  l’est  pas  , le  iiombae  n sera  composé.  Mais  quoique  cette  règle 
soit  très-belle  in  abslracto , elle  ne  peut  guère  être  utile  dans  la 
pratique  , attendu  la  grandeur  énorme  à laquelle  s’élève  bientôt 
le  produit  1.2.3...  (n — i). 

Observons  que  les  nombres  n — 1 , n — 2 ,n — .3,  &c.  considérés 
comme  restes  de  la  division  par  n , sont  équlvalens  aux  restes 
— I , — 2 , — 3 , &c.  j d’ailleurs  n étant  supposé  impair  , le  nombre 
des  facteurs  1, 2,3...  n — i sera  pair.  Donc  le  produit  1.2.3...  (n — j J, 


divisé  par  n , laissera  le  même  reste  que  ri:  1*.  2*. 3*. 


le  signe  ambigu  étant  -f-  lorsque  n est  de  la  forme  4^'-l-i,  et  — > 
lorsciu’il  est  de  la  forme  4é — 1. 

Donc  i“.  si  le  nombre  premier  n est  de  la  forme  4 4-f  i , la  quan- 
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tité  ^1.2.3...  + » sera  divisible  par  n.  On  connoît  donc  ainsi 

une  somme  de  deux  qnarrés  a'+i  dont  n doit  être  diviseur. 

2®.  Si  le  nombre  premier  n est  de  la  forme  ik — i,la  quantité 

^1.2.3. . . - — — 1 sera  divisible  paru , et  par  conséquent  n doit 
diviser  l'une  ou  l’autre  des  deux  quantités  1.2. 3....  * 

1.2.3....  ^ 1 . 


(i32)  Le  MME.  Sôil  c un  nombre  premier , et  P un  polynôme 
du  degré  m , savoir  P = ax'”4-fx'‘~'  + >x'*'"‘. . . dis  qu’il 

ne  peut  y avoir  plus  de  m valeurs  de  x , comprises  entre  + 1 C 
et  — -je  , qui  rendent  ce  polynôme  divisible  par  c. 

Car  soit  b une  première  valeur  de  x qui  rende  P divisible  par  c , 
on  pourra  faire  P=  (x — i)  et  on  aura  pour  P'  un  po- 

lynôme en  X du  degré  m — 1.  Soit  k'  une  seconde  valeur  de  x qui 
rende  P divisible  par  c , il  faudra  que  celte  valeur  rende  (x — k)  P' 
divisible  par  c.  Mais  le  facteur  x — l- , qui  devient  i' — i , ne  peut 
être  divisible  par  c , puisque  k et  i'  sont  supposés  chacun  plus 
petits  que  donc  P ne  pourra  être  divisible  une  seconde  fois 
par  c,  à moins  que  P'  ne  le  soit.  Le  polynôme  P du  degré  m n’ad- 
met par  conséquent  qu’une  solution  de  plus  que  le  polynôme  P' 
du  degré  m — 1 ; donc  il  ne  peut  y avoir  au  plus  que  m valeurs 
différentes  de  x , comprises  entre  j e et  — je , qui  rendent  P divi- 
sible par  c. 

• ^ 

Nous  regarderons  comme  solution  ou  racine  de  l’équation  — 

toute  valeur  de  x,  comprise  entre  +jc  et  — je  , qui  rend  le  pre- 
mier membre  égal  à un  entier.  Le  nombre  de  ces  solutions  , qu’on 
pourroit  prendre  aussi  entre  o et  c,  ne  doit  jamais  surpasser  l’expo- 
sant m , comme  il  vient  d’être  démontré  j mais  d’après  une  solu- 
tion telle  que  x=k  , on  peut  faire  plus  généralement  x=A  + cx  , 
et  toutes  les  valeurs  de  x renfermées  dans  celte  formule , satisferont 
.P 

R l equation  — = e. 

(‘33) 
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(133)  THioHiMK.  Soit  tou]ourt  c un  nombre  premier  , et  P 
un  polynôme  du  degré  m , lequel  soit  diviseur  du  binôme  x*”' — i ; 
je  dis  qu’il  y aura  toujours  m valeurs  de  x , comprises  entre  + je 
et  — je,  qui  rendent  ce  polynôme  divisible  par  c. 

Car  soit  x^‘—i=PQ , Q étant  un  autre  polynôme  du  deçré 

c — 1 — m.  Puisqu’il  y ac — i valeurs  de  jr,savoir±i  ,±2,±3...± , 

qui  rendent  le  premier  membre  divisible  par  c , il  faut  que  chacune 
de  ces  valeurs  rende  P ou  Ç divisible  par  c.  Parmi  ces  t — i va- 
leurs , il  ne  peut  y en  avoir  plus  de  m qui  rendent  P divisible 
par  c , parce  que  P n’est  que  du  degré  m ; il  ne  peut  non  plus  y en 
avoir  moins  de  m,  car  alors  il  y auroit  plus  de  c — i — m valeurs 
de  X qui  rendroient  Q divisible  par  c;  ce  qui  est  impossible  , puis- 
que Q n’est  que  du  degré  c — i — m.  Donc  le  nombre  de  valeurs 
de  X qui  rendent  P divisible  par  c , et  qui  sont  comprises  entre 
-bje  et — je,  est  précisément  m. 

Remarque.  La  même  proposition  anroit  lieu  , si  P étoit  diviseur 
^ de  — i+cP,  R étant  un  polynôme  d’un  degré  quelconque 

moindre  que  c. 

(134)  Tnéon^ME.  Si  le  nombre  premier  c est  diviseur  de  x' ^ 
N étant  un  nombre  donné  positif  ou  négatif , je  dis  que  la  quantité 

Ô— i 

( — * — I doit  être  divisible  par  c j et  réciproquement  si  celte 
condition  est  remplie il  existera  un  nombre  x (moindre  que  jc^ 
tel  que  x*  + N sera  divisible  par  c.  ( On  excepte  le  cas  de  c = 2 , 
et  celui  où  N est  divisible  par  c.) 

Car  1®.  si  c est  diviseur  de  ar'  + JV’,  on  aura,  en  omettant  les 

multiples  de  c,  x*= — iVj  donc*'"’ — 1 = (' — N)  * — 1.  Le  premier 
membre  est  divisible  par  c , donc  le  second  doit  l’être  également. 

3®.  Si  on  suppose  que  ( — N)  * — i soit  divisible  par  c , je  fais 

C— 1 

cette  quantité  = cr,  ce  qui  donnera  — 1 — cr  = x'"* — ( — N ) * . 

Mais  si  l’on  fait , pour  un  moment , c — 1 = 3 é , — iV=  M , le 
second  membre  devient  x*‘— 3/*,  lequel  est  divisible  par  x* — M 
ou  x*+ Donc  x*+ iV  divise  également  le  premier  membre 

Aa 
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**“' — 1 — cr.  Donc  (n*.  i33)  il  y a nécessairement  deux  valeurs  de 
moindres  que  f<? , qui  rendent  x'  + N divisible  par  c ; ces  deux 
valeurs  n’en  font -proprement  qu’une,  parce  qu’elles  ne  diflcrent 
que  par  leur  signe. 

Remarque.  Nous  avons  démontré  que  N étant  un  nombre  quel- 
conque , et  c un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  JV,  la  quao- 
tité  — 1 est  toujours  divisible  par  c ; cette  quantité  est  le  pro- 

e— I 

duit  des  deux  facteurs  N ' + 1 , iV  • — i ; il  faut  donc  que  l’un  ou 
l’autre  de  ces  deux  facteurs  soit  divisible  par  c}  d’où  nous  con- 

durons  que  la  quantité  N * divisée  par  c , laissera  toujours  le  reste 
+ 1 ou  le  reste  — i. 

e— I 

(i3.*i)  Comme  les  quantités  analogues  d N * se  rencontreront 

fréquemment  dans  le  cours  de  nos  recherches  , nous  emploierons 

(N  \ . t. 

—J  pour  exprimer  le  reste  que  donne  N • 

divisé  par  c;  reste  qui,  suivant  ce  qu'on  vient  de  voir , ne  peut 
être  que  -f  i o«  — i. 

/N\ 

Dans  l’expression  le  nombre  N est  un  nombre  quelconque 

positif  ou  négatif mais  c est  toujours  un  nombre  premier 
2 excepté. 


4 
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II.  REcnERCiiE  de  la  forme  qui  convient  aux  diviseurs 
de  la  formule  t’-+-au’. 


(i3fi)  13 Airs  la  formule  + nous  regarderons  a comme  un 
nombre  donné  positif  ou  négatif,  et  nous  supposerons  que  t et  u 
sont  deux  indéterminées  auxquelles  on  peut  attribuer  toutes  les 
valeurs  possibles,  en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  mais 
avec  la  condition  essentielle  que  I et  u soient  premiers  entr’eux. 
En  effet , sans  celte  condition  il  n’y  auroit  aucun  nombre  qui  no 
pût  diviser  la  formule  i’+au’,  et  il  n’y  auroit  par  conséquent 
aucune  forme  particulière  qui  caractérisât  les  diviseurs  de  cette  for- 
mule. Cela  posé  , on  voit  que  pour  une  même  valeur  de  a , la 
formule  r + oM*  représentera  une  infinité  de  nombres  differens  , 
et  il  s’agit  d’examiner  la  nature  des  diviseurs  de  cette  formule. 

Soit  P un  diviseur  quelconque  de  la  formule  + et  soit  en 
conséquence  t‘  + au‘  = Pp  : je  dis  d’abord  que  les  nombres  u et  p 
sont  premiers  entr’eux  : car  si  u"  et  p avoient  un  commun  diviseur  S, 
il  est  clair  que  fl  diviseroit  Pp — au'  ou  /*,  et  qu’ainsi  t et  u au- 
roient  un  commun  diviseur , ce  qui  est  contre  la  supposition.  Puis 
donc  que pelu  sont  premiers  entr’eux  , on  pourra  (u”.  i3)  trouver 
deux  nombres  y et  q tels  qu’on  ait  t = py-\-q  u.  Substituant  cette 
valeur  dans  l’équation  t'-\-au'=  Pp  et  divisant  tout  par  p , on  aura 

V />  / 


Mais  puisque  u n’a  aucun  diviseur  commun  avec  p , cette  équation  ne 
, , . g*  Cl 

peut  subsister  à moins  que  — ne  soit  un  entier.  Doue  le  nom- 


bre  p qui  divise  la  formule  ï*+o«*,  divisera  également  la  formule 
moins  générale  x'+a,  en  faisant  x=q. 


(137)  Non-seulement  la  formule  à deux  indéterminées  an’, 
n’a  pas  d’autres  diviseurs  que  la  formule  à une  seule  indéterminée 

Aa  a 
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^*  + <7  OU  ar*  + a ; mais  à cet  égard  la  formule  ^Z*+  Cu*,  où 

^ , B , C sont  des  nombres  donnés  , n’est  pas  plus  générale  que 
les  deux  premières.  F.n  effet  si  on  multiplie  la  dernière  par  4.^/, 
et  qu’on  fasse  2^  t+Bu  — x,  ^4  C — B’-=a  , le  produit  sera 
x'-\-au'.  Donc  les  diviseurs  de  la  formule  u4t'  Biu-^-Cu'  sont 
les  mêmes  que  ceux  de  la  formule  plus  simple  x’-f  a«*,  ou  même 
**  + a,  a étant  égale  à la  quantité  constante  <ku4C — B',  Et 
quoiqu’on  ait  multiplié  par  kA  la  formule  proposée,  il  n’3'  a pas 
même  exception  par  rapport  aux  diviseurs  qui  ne  seroient  pas 
premiers  k A , car  en  faisant  x—B^  la  formule  x’  + n devient 
iB‘  + O ou  iAC-f  elle  est  par  conséquent  divisible  par  A, 

Soit  toujours  p un  diviseur  quelconque  de  la  formule  t’  + an*, 
et  supposons  que  ^ , y ■,  «T,  &c.  soient  les  nombres  premiers  qui 
divisent  p , il  faudra  que  chacun  de  ces  nombres  divise  la  formule 
it’-t-a;  ainsi  , d’après  le  n“.  i34  et  la  notation  indiquée  n".  i35  , il 
faudra  qu’on  ait  les  équations 

Ces  conditions  seront  sulhsântes  , au  moins  tant  que  p tia  n’auront 
pas  de  commun  diviseur. 


(i38)  Revenons  à la  formule  py*-\r^qyti-\- 


et  puisque 


ÿ*+  a 
P 


= r , nous  aurons 


P = py'-\-2qjru-^-ru*. 

Mais  F peut  désigner  pareillement  un  diviseur  quelconque  de  la^ 
formule  Z*  + on’  j donc  tout  diviseur  de  cette  formule  indéterminée 
peut  être  représenté  par  la  formule  de  même  degré pjr'  + yqyn  + r/7*, 
dans  laquelle  on  a pr — ÿ*  = o. 

Et  comme  on  est  maître  de  supposer  m = 1 , puisque  la  formule 
#*+a  doit  avoir  les  mêmes  diviseurs  que  la  formule  t'  + au' , il 
s’ensuit  qu’on  peut  aussi  représenter  l’un  quelconque  de  ces  divi- 
seurs par  la  formule py'  + 2qy-\-r  , où  l’on  a également  pr — q'—a. 
Celle  forme  est  plus  simple  que  la  précédente  ; cependant  nous 
préférerons  celle-ci  , parce  que  ses  coefficiens  peuvent  toujours 


Digitized  by  Google 


SECONDEPARTIE.  189 

être  renrcrmés  entre  des  limites  connues  et  dépendantes  du  seul 
nombre  a. 

En  effet , nous  avons  démontré  (n®.  46)  que  la  formule  indélcr- 
minée  py  gy  tt-{-  r u'  peut  toujours  être  transformée  en  une 
formule  semblable,  dans  laquelle  le  coefficient  moyen  ay  n’excédera 
aucun  des  coefficiens  extrêmes  p , r,  et  où  l’on  aura  toujours 
pr—q'  = a. 

Supposons  que  cette  réduction  soit  effectuée  , et  nous  serons  en 
droit  de  conclure  , selon  que  a est  positif  ou  négatif , 

1°.  Que  tout  diviseur  de  la  formule  + , où  c est  un  nombre 

positif,  peut  être  représenté  par  la  formule py'-\-’iqyi-\-rz'  dans 

Q 

laquelle  on  a pr — y*=c,  iq^.p  et  r,  et  par  conséquent 

2®.  Que  tout  diviseur  de  la  formule  t' — eu',  peut  être  représenté 
par  la  formule  py'-\-  iqy^ — rz' , où  l’on  a pr-\-q'z=.c  , 2y<p  et 

. c 

et  par  conséquent  q<.\/~. 

(139)  Dans  les  deux  cas  , il  faut  se  souvenir  que  les  indétermi- 
néesjK  et  z doivent  être  des  nombres  premiers  eutr’eux,  comme 
le  sont  les  indéterminées  / et  i/  de  la  formule  proposée  t'dizcu'. 
Avec  cette  condition , tout  nombre  P renfermé  dans  la  formule 
py'->r  7 q y z-^rz'  sera  nécessairement  diviseur  de  la  formule 
/’=bcu*. 

Car  supposons  qu’on  ait  P=p«*  + 2y«f=fcrC*,  et  soit  — la 

fraction  convergente  qui  précède  ~ dans  le  développement  de 

« 

celle-ci  en  fraction  continue.  Si  à la  place  de  et  z on  met  ay  + a’z 
et  Cy  + !°z  dans  la  formule  indéterminée  py'+  7 qy  zdtz  r z' , le 
résultat  sera  (n®.  45)  de]a.lorme  Py'  + 7 Qyz  + Jlz' , où  l’on  aura 
PP  = Q'zizc.  Donc  P est  diviseur  de  Q'^c  ou  de  /‘sten*. 
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§.  III.  yipPLiCATïON  de  la  théorie  précédente  à diverses 
formules  l’-f-2u’ , t" — 2u’,  ùc.  Conséquences 

qui  en  résultent  pour  les  formes  générales  des  nombres 
premiers. 

(i4o)  Pour  avoir  les  diviseurs  de  la  formule  <*  + «*,  il  faudra,^ 
suivaul  la  méthode  du  J.  précédent,  faire  c=i  , pr — y*  = i , 
et  y<i/-J  i on  aura  donc  y = o , pr  = i , pz=r—i  , et  le  diviseur 
py'  + iqyz-rrz*  se  réduit  à >’+**.  Donc  tout  diviseur  de  la for- 
/«(//<?  l’  + u’ , composée  de  deux  quarrés  premiers  enlr’eux  , est 
également  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  entr’eux. 

Ce  théorème  étant  d’un  très-grand  usage  dans  la  théorie  des 
îiombres  , nous  cro3'ons  devoir  en  donner  une  seconde  démonstra- 
tion fondée  sur  d’autres  principes. 

Soit  N"  un  nombre  quelconque  qui  divise  la  somme  de  deux 
quarrés  premiers  entr’eux  l'  + u',  on  pourra  supposer  que  les  nom- 
bres < et  « ne  surpassent  pas  ; car  puisque  N divise  il 

divisera  également  (t  — a.N)'  + (u  — CN)'i  or  les  nombres  « et  C 
jienvent  toujours  être  pris  de  manière  que  t — a N élu — CN  n’ex- 
cèJcnt  pas  -j-  Af. 

Cette  préparation  étant  supposée  faite,  la  quantité  t’  + u’  sera 
moindre  que  7 AT’,  ainsi  en  faisant  t’  + u'=  NN',  on  aura  N'd-N. 

Et  d’abord  si  on  avoit  N'  = i , le  nombre  N seroit  égal  à /‘-fn*, 
et  la  proposition  seroit  vérifiée. 

Soit  donc  N'~>i  ; puisque  N'  divise  /*  + «*,  il  divisera  aussi 
(t — a.N'y  -^(u — C N')'  J or  on  peut  prendre  « et  C de  manière  que 
t — a N'  et  U — S N'  n’excèdent  pas  fiV'.  Si  l’on  fait  donc  dans  cette 
lu'pothèse 

(t—„N'y  -1-  (u  — CN'y  = N'N% 
on  aura  Multipliant  cette  équation  membre  à membre 

par  l’équation  t'+u'=  N',  on  trouvera  que  le  produit  peut  être 

mis  sous  la  forme 

(t^  + u'—aN’—CN'y  + (,tN'—eN'yz=NN''N”. 
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Sobslituant  dans  le  premier  membre  NN'  au  lieu  de  /*  + «*,  et 
divisant  tout  par  N'*,  on  aura 

+ (a  — c)'  = NN". 

Si  dans  ce  nouveau  résultat , on  avoit  , le  nombre  N seroit 

égal  à la  somme  de  deux  qoarrés^  et  la  proposition  seroit  démontrée. 

Soit  donc  encore  1 , alors  , en  suivant  la  même  marche  , on 
déduira  du  produit  NN"  un  nouveau  produit  NN'  où  l’on  aura 
JV’"<  jN'f  et  qui  sera  exprimé  pareillement  par  la  somme  de  deux 
quarrés. 

Mais  la  suite  des  nombres  entiers  N,  N,  N,  N"',  8ce.  dont 
chacun  est  moindre  que  la  moitié  du  précédent , ne  sanroit  aller  à 
Einfini  j on  parviendra  donc  nécessairement  à un  terme  égal  à l’unité, 
et  alors  le  nombre  N aet&  égal  à la  somme  de  deux  quarrés.  Doue 
tout  diviseur  &c. 

(i4i)  Revenons  à la  méthode  générale,  et  proposons-noiw  de 
déterminer  les  diviseurs  de  la  formule  On  aura,  dans  ce 

cas  , c=  2 , p-r — q*—i , j donc  il  faut  faire  encore  y = o , ce 

qui  donne pr=a  , et  par  conséquent  p=  1 , r — ’i.  Donc  le  divi- 
seur py' <iy  ~-¥r z'  sera  toujours  de  la  forme  y’  + ys‘  semblable 
â la  formule  dividende  /’+aw*. 

Soit  encore  la  formule  t* — 1 dont  nous  représenterons  un 

diviseur  quelconque  par  py'  + 7qyz — rz*,  on  aurac=2  , pr+ÿ’=2  , 
Il  en  résulte  q~o  et  pr=j,  ce  qui  donne  p — i , r = i , 
ou  p='J  , r=i.  Donc  tout  diviseur  de  la  formule  <*—2 1*’ peut  être 
représenté,  soit  par  — az’,  soit  par  7y’ — z*.  Ces  deux  formes, 

au  reste  , se  réduisent  à une  seule  , car  nous  avons  déjà  observé 
qu’on  a 

2Z“  = 3(>  — z/—  O'  — 2 -)'• 

On  trouvera  de  la  même  manière,  que  la  formule  ne 

peut  avoir  pour  diviseur  impair  qu’un  nombre  de  forme  semblable 
y‘  + 5z‘,  et  aussi  que  la  formule  /’ — 5«*  ne  peut  avoir  pour  divi- 
seur impair  que  l’une  oa  l’autre  des  deux  formes^’ — 5 z*,  5y'" — z*. 
Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  formes  se  réduisent  encore  à 
une  seule , puisqu’on  a 

y‘~5z’=5Cy  — 7zJ’  — C^y-‘  b zj\ 


iga  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Donc  en  général  tout  nombre  compris  dans  F une  des  formes 
l*+u‘,  l‘  + '2u’,  l* — 2U’,  t’  + 3u‘,  l’ — 5 a*,  t U étant  premiers 
entr’eux  , ne  peut  avoir  pour,  diviseur  qu'un  nombre  de  même  forme. 
Il  faut  excepter  seulement , à l'égard  des  deux  dernières  formules 
l*  + 3 U* , t* — 5 U* , les  diviseurs  doubles  d’un  impair , lesquels  ns 
pourraient  être  des  formes  y*+3z*,  y’— 5z*. 

Ces  diverses  formes  , qui  ont  l’avantage  de  se  reproduire  dans 
leurs  diviseurs , ne  sont  point  incompatibles  entr’elles  ; elles  so 
trouvent  au  contraire  réunies  assez  souvent,  deux  ou  plusieurs, 
dans  le  même  nombre.  Ainsi  on  a 8g  = 8*  + 5*  = g*  + a • a*  ; 
fl4t=i5*  + 4*=:3*  + a.6*=ai*^a.  io*=7*+3.8*=3i* — 5.  la*. 

(i4a)  C’est  ici  le  lieu  de  développer  quelques-unes  des 'propriété» 
des  nombres  fondées  sur  la  combinaison  des  quarrés  pairs  et  im* 
pairs  ; et  d’abord  observons  qu’un  quarré  pair  ( a x)'  est  toujours 
de  la  forme  4 /i,  et  un  quarré  impair  ^ax-f- de  la  forme  8/i-t-i. 

En  effet  on  a 4x’-l-4x-|- 1 = 8^-^-^—)  + i } or  -■■■  — est  tou- 
jours un  entier,  et  de  plus,  cet  entier  est  un  nombre  triangulaire  (i). 


(i)  Voici  las  diflêrentes  séries  de  nombres  sazquels  on  a donné  le  nom  de 
r.ombrtt  figurit  ; 


A 

£ 

C 

P 


&c. 


tia,3,4,5,6....... 

t , 3,  6 , to  , i5 , at 

1 , 4,  10,  30,  35,  36 

1,  5,  i5,  35,  70,  ia6  . . . . 

&c. , &c. 


n 

n . n -f-i 
I . a 

n . n-1- 1 . n-pa 
1 . a.  3 

.n-l-a.B-1-3 

ïTâr3T4 


La  première  série  A est  celle  des  nombres  nalunls  dont  le  terme  général  est  a/ 
U seconde  série  B est  celle  des  nombres  triangulaires  , son  terme  général  est 

-■  ‘ *.  Si  de  ce  terme  général,  qui  est  la  terme  da  la  série  B , on  retranche 


lo  terme  précédent  de  la  même  série,  lequel  est  ^ ~~i  Is  reste  sera  n,  qui 

est  le  terme  général  on  a't**  terma  de  la  série  A.  Donc  on  fermen  le  n'^“*  terme 

Puisque 
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Puisque  y*  et  x’ ne  peuvent  être  que  de  l’une  des  formes  4n,8n+  i, 
on  établira  immédiatement  les  trois  propositions  suivantes  : 

i®.  Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  y’  + z'  est  de 
la  forme  4 n + i . 

2®.  Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  y*-f  3*’  est 
de  l'une  des  formes  8n+  i , 8u+3. 

3®.  Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  y’ — 2 z*  est 
de  l'une  des  formes  8n+i  , 80  + 7. 

De  ces  trois  propositions  résultent , par  voie  d’exclusion , ces 
trois  autres  : 

4®.  uducun  nombre  de  Informe  4n — i ne  peut  être  représenté 
par  y*  + z*. 

5°.  ^ ucun  nombre  des  formes  5 f 8n  + '^  ne  peut  être  repré- 
senté par  y*+  2 Z*. 

6®.  ytucun  nombre  des  formes  8n  + 3, 8n  + 5«e  peut  être  repré~ 
sente  par  y* — 1 z*. 

Cela  posé  , il  sera  facile  de  démontrer  les  quatre  théorèmes 
suivans , qui  sont  d’une  grande  importance  dans  la  théorie  des 
nombres. 


lie  la  série  B , en  ajoutant  le  (n — terme  de  la  même  série  avec  le  n'*"*  de 
la  série 

La  troisième  série  C est  celle  des  nombrtt  pyramidaux , dont  le  terme  général  est 

n.n  + i.n+a  . , , , . n — i.n.n-f-i  , 

; St  de  ce  terme  on  retranche  le  précédent  ; — ^ , la  dif- 


i .2.i 


1.1.3 


férencc  sera  , qui  est  le  n''“*  terme  de  la  série  B,  Donc  on  peut  former 

la  série  C au  moyen  de  la  série  B , comme  on  a formé  celle-ci  au  moyen  de  la 
série 

Il  en  est  de  même  de  la  quatrième  série  D , qui  est  celle  des  nombres  triangulo- 

, ■ . > ...  n. n+i . n+a . n4-3  . . , 

Irtangulatrts , et  dont  te  terme  general  est ^ ^ , et  amsi  des  autres. 

Les  termes  généraux  que  nous  donnons  ici  comme  définitions  , et  d’où  nous 
déduisons  la  loi  do  formation  successive  , renferment  toute  la  théorie  des  nombres 
figurés , et  ofirent  immédiatement  la  démonstration  d'une  proposition  géi, craie 
dont  Fermât  fait  mention  dans  ses  notes  sur  Diophante,  pag.  iC,  et  qu'il  regar- 
doit  comme  une  de  ses  principales  découvertes. 

Bb 
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(143)  ThéokèmeI.  Tout  nombre  premier  4n  + 1 est  la  somme 
de  deux  (^narrés. 

Soit  ce  nombre  premier  c=4«+i , on  aura  1=*^" — 1 

c=  fx” — \)  ; donc  (n®.  i33)  il  y aura  an  valeurs  de  x , 

comprises'entre  +7C  et — ic,  qui  rendront  *‘"  + 1 divisible  parc. 
Mais  .t"+  I est  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  entr’eux  , donc 
(n°.  i4o)  son  diviseur  c est  également  la  somme  de  deux  quarrés 
premiers  j donc  on  pourra  toujours  supposer  c = y’  + s*.  (i). 

Remarque.  La  forme  4n+  1 renferme  les  deux  formes  8n  + t , 
8n  + 5;  donc  tout  nombre  premier  soit  de  la  forme  8n+i,  soit 
de  la  forme  Sn-l-S  , est  la  somme  de  deux  quarrés. 

(144)  TnÉORÊME  II.  Tout  nombre  premier  8n+i  est  à-la- 
fois  des  trois  formes  y*  + z*,  y*  + 3 z* , y* — 2 z*. 

Soit  ce  nombre  premier  c=^n+i  , on  a déjà  prouvé  qu’il  doit 
être  de  la  forme_y*  + s’,  ainsi  il  reste  à démontrer  qu’il  est  en 
même  temps  des  deux  autres  formes  j*  + a**,  y' — az*.  Or  on  a 
x‘~' — 1=*'"  — — >)  (^^+0 1 donc  (n°.  i33)  il  y a 4n 

valeur  de  x , comprises  entre  et  — , qui  rendent  le  binôme 
divisible  par  c.  Mais  d’abord  le  binôme  x*'+  1 peut  se  mettre 
sous  la  forme  (x" — 1 / + 3.*’%  laquelle  est  comprise  dans  la  for- 
mule <“  + 2//*,  t et  « étant  premiers  entr’eux  j donc  son  diviseur  c 
est  de  la  forme 

En  second  lieu  , le  binôme  x"-|-i  peut  aussi  se  mettre  sous  la 
forme  i / — 2 x’%  laquelle  revient  à <* — 2«* } donc  son  divi- 

aeur  c doit  être  également  de  la  forme  j'* — 2 a*. 

Donc  tout  nombre  premier  8/2-1- 1 est  à-la-fois  des  trois  formes 
.y*  + -**  > J'*  + *“’  » y*  — ^ E*-  pour  en  donner  un  exemple  , 

73  =8* -1-3*  = i*-1-2.6*  = 9*  — 2.2*. 


( 1)  Il  s été  démontré  (n°.  4»)  (jn’on  peut  toujour»  xtisfaire  à l’équation 
*•  — cy*=— ij  il  s’ensuit  donc  que  c eit  drviscur  de  **-l-i , et  qu’oinsi  c est 
de  In  forme  y*-l-i*,  La  même  chose  se  tire  encore  du  n".  i3i , où  l’on  a trouvé 
une  somme  de  deux  quarrés  oo-l-i  dont  t doit  être  diviseur. 
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(145)  TnéoRÊME  III.  Tout  nombre  premier  8n  + 3 est  de  la 
forme  y* + 3 **• 

Car  en  faisant  e = 8n  + 3,  et  prenant  en  particulier  x = 3 , la 
formule  — i devient  a"'*'* — i = + donc 

il  faut  que  l’un  de  ces  facteurs  binômes  soit  divisible  par  c.  Mais  si 
le  premier  facteur , qui  est  de  la  forme  al' — u',  éloit  divisible  par  c, 
le  nombre  e lui -même  seroit  de  la  forme  2 y* — s*  ou  j' — 2 z*, 
laquelle,  comme  on  l’a  vu  n®.  lia,  ne  peut  convenir  à aucun 
nombre  8n+3.  Donc  c divise  nécessairement  le  second  facteur 
2.2^+ 1 , lequel  est  de  la  forme  t‘  + au‘,  donc  cest  de  la  même 
forme  ^‘  + az’.  (i). 

(146)  Théorème  IV.  Tout  nombre  premier  Sn+y  est  de  la 
forme  y* — 2 s*. 

Car  en  faisant  c = 8n  + j,  et  prenant  encore  s;  = 2,  on  aura 
— i =( i)  ( — 1 );  le  premier  membre  (n“.  129) .doit 
être  divisible  par  c , donc  il  faut  que  c divise  l’un  des  facteurs 
du  second  membre.  Mais  en  doublant  ces  facteurs,  et  faisant 
2*’''^=^,  ils  deviennent  i-*  + 2,  k' — 2 ; or  si  c divisoit  i'  + 2 , il 
seroit  de  la  forme  y'  + az'  laquelle  (n®.  lia)  ne  peut  convenir-à 
aucun  nombre  8 «+  7.  Donc  c divise  nécessairement  l’autre  facteur 
i' — 2 , donc  il  est  de  la  forme  y'* — 2 s’.  (2). 

Corollaire  général. 

(liy)  Il  suit  de  ces  quatre  théorèmes  , que  les  nombres  premiers 


(1)  On  a démontré  ci-dessus  , n®.  43  , que  c étant  un  nombre  premier  Sn+S, 
il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à l’équation  x*— cy*=— 3 ; de-Ià  il  résulte 
fort  direcicment  que  c est  diviseur  de  x*  3 , et  qu’oinsi  c est  de  U forme 
y*  -j-  3 a*. 

(2)  C’est  encore  ce  qu’on  peut  déduire  iromédiatement  de  la  proposition  du  n®.  44; 
car  puisque  , suivant  cotte  proposition,  l’équation  x*  — c)f*=2  est  toujours  pos- 
sible , il  s’ensuit  que  c divise  x* — a,  et  qu’ainsi  c est  de  la  forme  y* — as*. 

Ces  quatre  théorèmes,  et  quelques  antres  semblables,  ont  tté  découverts  par 
Fermât;  mais  les  démonstrations  do  ce  savant  ne  nous  ont  point  été  transmises. 
Euler  a démontré  le  premier  et  le  second  dans  les  nouveaux  Comment,  de  rélcrs- 
b.urg  ; Lagrange  a démontré  les  autres  dans  les  Mém.  de  Berlin,  ann.  1776. 

Bb  < 
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impairs  étant  distribués  en  quatre  classes  ou  espèces  8 h + 1 , 8 n +3, 
8«  + 5,  8n  + j , on  peut  établir  les  propriétés  suivantes  qui  dis- 
tinguent deux  espèces  de  deux  autres  ; 

1®.  Les  nombres  premiers  8n  + i , 8n+5 , sont,  exclusivement  ci 
tous  autres  , de  la  forme  y*  + z*. 

2®.  Les  nombres  premiers  8 n-\- 1 , sont,  exclusivement 
à tous  autres , de  la  forme  y*  + 2 z*. 

3®.  Les  nombres  premiers  8n  + i , 8n  + 7 , sont , exclusivement 
à tous  autres , de  la  forme  y* — 2 z*. 


D'où  l’on  voit  que  la  seule  espèce  8n+i  j dans  laquelle  l’unité 
est  comprise  , réunit  les  trois  propriétés  , et  que  chacune  des  trois 
autres  espèces  ne  jouit  que  d’une  seule  de  ces  mêmes  propriétés. 

A l’aide  de  ces  théorèmes , il  est  facile  d’évaluer  l’expression 

^ ^ selon  les  diverses  formes  du  nombre  premier  c.  On  se  sou- 


viendra que  cette  expression  désigne  le  reste  de  a * divisé  par  e , 
reste  qui  ne  peut  être  que  +t  ou — i. 


( 1 48)  Théorème  V.  L’expression  ^ ^ ^ sera  égale  d + i , si 

le  nombre  premier  c est  de  forme  8n+i  ou8n  + 7;  elle  sera  égale 
à — 1 , si  le  nombre  premier  c est  de  l'une  des  deux  autres  formes 
8n  + 3 , 8n  + 5. 

Car  1°.  si  c est  de  l’une  des  formes  8n+i  , 8n  + 7,  on  pourra 
faire  c=y'  — 2js";  ou  2 z' =y'‘  — c.  Élevant  chaque  membre 

à la  puissance  — ^ - et  négligeant  les  multiples  de  c , on  aura 

C— t 

2 ‘ z‘~'  =y’’~'  ; mais  en  omettant  ces  mêmes  multiples  , on  peut 

» 

faire  (n°.  129)^'“’  =1  , Donc  2 * =1 , ou  suivant  notre 

notation  abrégée  ^ ^ ^ =1 . 

2°.  Si  c est  de  la  forme  8/J+3,  on  pourra  faire  c = y'  + iz*, 
ou  7z'z=c — y'.  Élevant  chaque  membre  à la  puissance  cl 
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c — I 


observant  que  est  impair , on  aura , en  négligeant  toujours 

1 r— 1 

les  multiples  de  e , a ‘ s'"'  = — , ou  a ‘ = — i , ou  enfin 

(D-- 

3”.  Si  c est  de  la  forme  8n  + 5,  c ne  pourra  être  de  la  forme 
jy' — a s* , donc  c ne  pourra  diviser  un  nombre  de  la  forme  /’ — a u‘. 
IMais  si  c divisoit  un  nombre  1‘ — a«*,  on  auroit  (en  vertu  du 

n“.  i34)  ^^^  = 1 ; donc  puisqu’on  ne  peut  avoir  = j , on 
aura  nécessairement  = 
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ÿ.  I V.  Où  Von  prouve  que  tout  nombre  entier  est  composé 
de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrés. 

Nous  commencerons  par  démontrer  la  proposition  suivante  , qui 
n’cst  pas  seulement  subsidiaire  pour  l’objet  que  nous  avons  en  vue , 
mais  qui  contient  une  propriété  très  - remarquable  des  nombres 
premiers. 

( 1 4g)  Théorème.  Étant  donné  un  nombre  premier  A et  deux  autres 
nombres  quelconques  B et  C , positifs  ou  négatifs  , mais  non  divisibles 
par  A , je  dis  qu’on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  t et  u , 
tels  que  la  quantité  t* — Bu*— C soit  divisible  par  A.  (Lagrange  , 
Mém.  de  Berlin  1770.) 

Car  1°.  si  l’on  peut  trouver  un  nombre  « tel  que  Bu'-\-C  soit 
divisible  par  ^ , on  prendra  pour  t un  multiple  de  , et  la  for- 
mule t’ — Du' — C sera  divisible  par 

2“.  S'il  n’y  a aucun  nombre  qui  remplisse  cette  condition  , faisons 
pour  abréger  ..^=20+1,  Bu'-^-C—  la  quantité  dont  il  s’agit 
V — Bu' — C ou  t* — V étant  un  diviseur  de  t** — on  pourra 
faire  le  quotient 

t'"-'  +yt'—*  +y~'=p, 

et  on  aura 

(l'—y)  P = y-y"  = t'"—  I — (y'—i 
Soit  Q=ry°+  I , et  en  multipliant  de  part  et  d’autre  par  Q , on  aura 

(t'—y)  PQ=Q(p<’-.i)  — (y'‘—i ). 

Mais  d’après  le  théorème  de  Format  (n”.  12g) , on  sait  que  le  second 
membre  est  divisible  par  yd , pourvu  que  t et  y soient  premiers 
à jd.  Donc  si  , outre  ces  deux  conditions  , on  peut  faire  en  sorte 
que  ne  divise  ni  P ni  Q , on  en  conclura  avec  certitude  que 
V — y est  divisible  par  ce  qui  est  l’objet  de  notre  démonstration. 
Mais  d’abord  on  a supposé  que  P'n’est  jamais  divisible  par  ^ } 
et  pour  que  t ne  le  soit  pas  , il  suffit  de  prendre  pour  t l’un  des 
nombres  1,  2,  3..,.  ^ — i.  Ainsi  les  deux  premières  conditions 


> 
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»e  remplissent  d’elles  - mêmes , et  il  ne  s’agit  plus  que  de  satis- 
faire aux  deux  autres  , c’est-à-dire  de  faire  en  sorte  que  ^ ne 
divise  ni  P ni  Q. 

Or  1®.  je  remarque  que  la  fonction  F , considérée  par  rapport 
à l’indéterminée  /,  n’est  que  du  degré  an — a ou  ^ — 3';  donc 
(n°.  i3a)  il  y a au  plus  A— "5  valeurs  de  /,  entre  o et  v/,  qui 
rendent  cette  fonction  divisible  par  A.  Donc  il  y a au  moins  deux 
valeurs  de^,  toujours  entre  o et  qui  rendront  P non  divisible 
par  A , et  qui  satisferont  ainsi  à la  première  condition. 

a®.  La  quantité  Q = étant  développée  , 

donne 


0 = 1+  + a p—  Cu-'  + ^ B‘~'  C* + &c. 

1.2 

+ c‘  +aPr*’tt*  + &é.' 

1 . 2 

Or  il  faut' de  deux  choses  l’une  ( n®.  i34),  ou  que  C' — 1 soit 
divisible  par  A^  ou  que  G.  + 1 le  soit.  Si  le  premier  cas  a lieu, 

ou  en  d’autres  termes  , si  l’on  a = 1 , on  pourra  faire  u=o, 


et  la  quantité  Q sera  non  - divisible  par  A.  Ce  cas  , au  re.sle  , est 
évident  par  lui-même,  puisqu’indépcndamment  du  terme  Bu'  qu’on 
peut  faire  zéro  ou  multiple  de  ^ , la  partie  t' — C est  divisible 


par  A , en  venu  de  la  condition  = 1 • 

Si  le  second  cas  a lieu  , on  si  l’on  a olors  en  sépa- 


rant dans  Ç la  partie  C”+  1 qui  est  divisible  par  A , et  divisant  le 
reste  par  u',  nous  aurons  le  quotient 

Q' =B‘u"-’+aB^'Cu'—*  + +aBC~'. 


Cette  fonction  , considérée  par  rapport  à , n’étant  que  du  degré 
2(2 — 2 ou — 3,  il  ne  peut  y avoir  au  plus  que  A — 3 valeurs 
de  U , qui  rendent  Q'  divisible  par  A ; donc  il  y aura  au  moins 
deux  valeurs  de  u qui  rendent  Q' , et  par  conséquent  Q non  divi- 
sible par  A. 

Donc  il  sera  toujours  possible  de  soiisfuirc  aux  conditions  exi- 
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gées , et  ainsi  les  nombres  * et  « sont  toujours  déterminables  , de 

manière  que  la  quantité  i'—Bu'—C  soit  divisible  par  le  nombre 

premier 

Corollaire.  Si  l’on  fait  13  = C = — i , on  conclura  de  cette  pro- 
po.sition , que  tout  nombre  premier  est  diviseur  de  la  formule 
+ !•  C’est  ce  qu’Euler  a démontré  le  premier  dans  le  Tom.  V 
des  nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg. 

(i5o)  Le  MME.  Le  produit  d’une  somme  de  quatre  quarrés  par 
une  somme  de  quatre  quarrés , est  semblablement  la  somme  de 
quatre  quarrés. 

Il  sulTit , pour  s’en  assurer  , de  développer  la  formule  suivante , 
qu’on  trouvera  être  identique  : 

rp’  + 7*  + r * + s')  (p"'  4 y'*  + r'*  4-  s”) 

= (pp'  + ‘iq'  + rr+ss)'  ->r  (pq  — qp’  + rs' — sr')‘ 

4-  (pr — qs' — rp'  + sq')‘  + Cps'  + qr' — rq — sp')'. 

Dans  celte  formule , on  peut  changer  à volonté  le  signe  de  chacune 
des  lettres  qui  y entrent , ce  qui  donnera  plusieurs  manières  do 
décomposer  en  quatre  quarrés  le  produit  dont  il  s’agit  (i). 

Remarque.  Ce  beau  théorème  d’algèbre  est  encore  dû  à Euler  j 
il  a été  généralisé  depuis  par  Lagrange  dans  les  termes  suivans  : 
(Mémoires  de  Berlin,  année  1770). 

(p'—Bq'—Cr’  + B Cs')  (p'—Bq'—  Cr'^  + B Cs”) 

~ (PP'-^^qq'^  C'rr'±  B Css')’ — Bf pq' -rp'qzt:  Crs'^  Cr's)' 

^ — C(pr — Bqs'zàzrp'^B  sq'  B C(qr‘ — ps'dzsp’r^r  q'  )'. 


(1)  On  peut  s’assurer  qu’il  n’exûlc  aucune  formule  semblable  pour  trois  quarrés, 
c’est-à-dire  que  le  produit  d’une  somme  du  trois  quarrés  par  une  somme  de  trois 
(juarré.i , ne  peut  pas  être  exprimé  gcncralcinent  par  une  somme  de  trois  quarrés. 
Car  si  cela  était  possible  , le  produit  (t-f-i-f-t)  ('G+^+t)>  est  63,  pourroit 
décomposer  en  trois  quarrés.  Or  cela  n'a  lieu  (n°.  >53}  ni  pour  le  nombre  63, 
ni  pour  aucun  nombre  d n+7. 

Par  la  mémo  raison,  ou  par  l’exemple  de  (>44-1-3.4)  (0444a- t)i  on  dé* 
monlrcroit  quo  le  produit  do  deux  formules  telles  quep*4<?*4ar*,p'*49'*4a'’’* 
pc  peut  généralement  être  égal  à une  formule  semblable  x*4y*4'as‘. 

Ou 
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On  voit  par  cette  formule , que  deux  fonctions  de  la  forme 
x' — B y" — Cz‘  + B Cu‘,  B et  C étant  des  coefTiciens  conslans  , 
donnent  pour  leur  produit  une  fonction  semblable.  Donc  un  nombre 
quelconque  de  semblables  fonctions  multipliées  entr’elles , dunne- 
roient  pour  leur  produit  une  fonction  semblable. 

(i5i)  Théorème.  Tout  nombre  premier  A est  de  la  forme 
p’  + q’  + r*  + s*. 

On  a prouvé  (n“.  liy)  qu’il  existe  toujours  deux  nombres  f et  «, 
tels  que  /*  + «*+!  est  divisible  par  Mais  si  à la  place  de  < et  m 
on  met  t — U — yi  ^ , le  résultat  (t — yta)'-\-(u — ^4Ç)'+\ 
sera  encore  di'visible  par  v/  ; on  peut  donc  supposer  que  les  pre- 
mières valeurs  de  < et  m sont  moindres  que  j ou  qu’elles  ont  été 
rendues  telles  en  en  retranchant  des  multiples  de  A.  Cela  posé  , si 
l’on  fait 

on  aura  + 1 , ou 

Considérons  plus  généralement  l’équation 
^ ^'=p’  + y’  + r‘-Ps* , 

dans  laquelle  chacun  des  nombres  p , q , r , s sera  supposé  moindre 
que  {^4 , on  aura  yd' ^4  < i ou  -■/'<  y4.  Et  d’abord  si  on  avoit 

yi'—i  , il  est  clair  que  seroit  égal  à la  somme  de  quatre  quarrés, 
et  la  proposition  seroit  démontrée. 

Soit  donc  y4''>i , et  parce  que  A'  est  diviseur  de  />*  + 7’+r’+s% 
il  ‘era  aussi  diviseur  de  la  quantité  (p  — a^4')'->r(q  — 

+ — yy4')'-\-(s — «,  f,  y^l  étant  pris  à volonté.  Sup- 

posons qu’on  prenne  ces  indéterminées  de  manière  qu’aucun  des 
termes  p — a.  y£' , q — ^y4\  &c.  n’excède  ^y4\  alors  si  l’on  fait 
A A (q—CA'y^  (r  — yA'y^  (s  — fA'y, 

' on  aura  A'A ' <.^A'A'  ou  A" <,A',  Maintenant  si  an  moyen 
de  la  formule  du  n“.  i5o  on  multiplie  la  valeur  de  A A'  par  celle 
de  A'A\  on  trouvera  pour  produit  une  somme  de  quatre  quarrés 
dont  chacun  est  divisible  par  A' A'  ; de  sdrte  qu’en  divisant  tout 
par  A ',  on  aura 

A A"  — ÇA  — ap  — Cq  — yr — (aq — ^p-\-ys  — S'rf 
.+  (a.r  — rp  + <Tÿ  — (as-fp-Ç-Cr — yq)'. 

Ce 
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Cela  posé  , si  on  a = i , la  proposition  sera  démontrée  ; mais 
si  on  a i , on  procédera  de  la  même  manière  pour  obtenir  un 
nouveau  produit  ^ exprimé  par  quatre  quarrés  , et  dans  lequel 
on  aura  Continuant  ainsi  la  suite  des  entiers  décrois- 

sans  ^ , A' , A" , A"\  &c. , on  parviendra  nécessairement  à un 
terme  égal  à l’unité;  donc  alors  le  nombre  premier  A sera  exprimé 
par  la  somme  de  quatre  quarrés. 

(iSa)  Théorème.  Un  nombre  quelconque  est  la  somme  de 
quatre  ou  d’un  moindre  nombre  de  quarrés  (i). 

C’est  une  conséquence  immédiate  de  la  proposition  qu’on  vient 
de  démontrer  , et  du  lemme  qui  la  précède  ; car  un  nombre  quel- 
conque étant  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  égaux  ou 
inégaux  , et  chacun  des  facteurs  étant  de  la  forme  p’  + y’ + 
si  on  multiplie  deux  facteurs  entr’eux , puis  le  produit  des  deux 
par  un  troisième , puis  le  produit  des  trois  par  un  quatrième  , &c. 
jusqu’à  ce  que  tous  les  facteurs  soient  employés  , il  est  clair  que 
les  produits  successifs  seront  toujours  la  somme  de  quatre  quarrés. 
Donc  le  produit  final , qui  est  le  nombre  proposé , sera  aussi  la  somme 
de  quatre  quarrés,  et  pourra  être  représenté  par  + s‘. 

Rien  n’empêche  d’ailleurs  qu’un  ou  plusieurs  des  quarrés 
ne  soient  zéro;  donc  un  nombre  quelconque  est  égal  à la  somme  de 
quatre  ou  d’un  moindre  nombre  de  quarrés. 

(i5î5)  Il  n’est  point  de  nombre  entier  qui  ne  soit  compris  dans  la 
formule + r’-l-â",  mais  ils  peuvent,  pour  la  plus  grande  partie, 
être  représentés  par  la  formule  plus  simple  En  général, 

on  peut  affirmer  que  tout  nombre  impair  est  de  la forme  p*  +q*-|-r*, 
excepté  seulement  les  nombres  8 ii  + 7. 

On  excepte  les  nombres  8/1  + 7 , parce  que  si  des  trois  termes 
p,q,r,  deux  sont  pairsetle  troisième  impair,  la  formule />*  + y* + r* 
sera  de  la  forme  4'*  + t » et  si  les  trois  nombres  //,  y,  r sont  im- 
pairs , la  formule  p‘  + y’  + r*  sera  de  la  forme  8/1+3.  Donc  aucuu 
nombre  8/7  + 7 peut  être  la  somme  de  trois  quarrés. 

(1)  Lagrange  est  le  premier  qui  ait  donné  la  démonstration  de  ce  beau  théorème- 
(Mém.  de  Berlin  1770)  : cette  démonstration  a etc  casnite  beaucoup  simplifié* 
;>ar  Euler  dans  les  Acta  Peinpi  an-  >777. 
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SL  dans  la  formule  p’  + y‘  + r*  + 4*  on  suppose  deux  termes  égaux , 
on  aura  une  nouvelle  formule  p'+y’  + ^r’,  laquelle  est  encore  très- 
générale  } car  on  peut  affirmer  que  tout  nombre  impair  , sans  excep- 
tion, est  de  la  forme  p’+q*+2r*. 

Ces  propositions  seront  mises  ci  - après  dans  un  plus  grand  jour  ; 
observons  quant  à présent , que  les  deux  formes  p*  + + f't 

p'  + q'  + a r*  dont  il  est  question  dans  ces  théorèmes,  ont  entr’elles 
une  telle  relation  , que  le  double  de  l’une  reproduit  l’autre.  C’est 
ce  qu’on  voit  par  les  formules 

= (p+9)'  + (p-qY-^'^f* 

2 0’+7*+a»^;  = f>-l-ÿ;*+  ('p— y/+4r’. 

(i54)  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  dans  ce  para- 
graphe , fait  partie  d’une  propriété  générale  des  nombres  polygones 
découverte  par  Fermât , et  dont  nous  ne  pouvons  nous  dispenser 
de  faire  mention.  Mais  d’abord  il  faut , en  faveur  de  quelques  lec-, 
teurs  , expliquer  ce  qu’on  entend  par  nombres  polygones. 

Si  on  considère  différentes  progressions  arithmétiques  qui  commen- 
cent toutes  par  l’unité  , et  dont  les  raisons  soient  successivement 
1,  a>3,  4,  &c.  ; si  ensuite  , par  l’addition  des  termes  de  chaque 
progression  , on  forme  une  suite  correspondante , ces  difierentes 
suites  composeront  ce  qu’on  appelle  les  nombres  polygones  ; elles 
sont  comprises  dans  le  tableau  suivant  : 


Progressions  arithmétiques. 

Suites  des  nombres  polygones. 

1,  2, 3,  4, 5 n 

1^3^  G)  ^^9 

71.714-1 

3 

>»3,5,7,9 371—1 

1,4,9,  16,  25.. 

X J ^ ^ ^ J ^0  y ]3*se  3 3 

1,5, 12 , 32,  35. 

Tlf  3ti 1 ) 

17  4 ^*"“3 

• 

I , G, 15,38, 45. 

• 

• 

• 

1 ,«4-3  >3  «4-3, 

0 . 

• • • — H 

2 

Çc  2 
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La  première  suite  i , 3 , 6 , &c.  est  celle  des  nombres  triangulalrefi  ^ 
la  seconde  i , 4 > 9»  ‘les  quarrés  , la  troisième  i,  5, 12 , &c. 

celle  des  nombres  pentagones , et  ainsi  de  suite. 

Voici  maintenant  la  proposition  dont  nous  voulons  parler,  telle 
qu’elle  est  énoncée  par  F ermat  dans  une  de  ses  notes  sur  Diophante , 
page  180. 

((Imo  proposUionem  pulcherrimam  et  maxime  generalem  nos 
primi  deteximus.  Nempe  omnem  numerum  vel  esse  triangulum  vel 
ex  duobus  aut  tribus  triangulis  compositum , esse  quadratum  vel 
ex  duobus  aut  tribus  quadratis  compositum  ; esse  pentagonurn  vcl 
ex  duobus  tribus  quatuor-  aut  quinque  pentagonis  compositum  et 
sic  deinceps  in  infinitum  in  hexagonis  , heptagonis  et  poljgonis 
quitus  libet , enuntianda  videlicet  pro  numéro  angtiloruni  gene- 
rali  et  mirabili  propositione.  Ejus  autem  demonslrationcm  qute  ex 
multis  variis  et  abstrusissimis  numerorum  mysteriis  derivalur  hic 
apponere  non  licet' , opus  enim  et  librum  integrum  huic  operi  des- 
tinare  decrevimus  et  ^rithnielicen  hac  in  parte  ultra  veteres  et 
notas  terminas  mirum  in  modum  promovere  ». 

Nous  avons  rapporté  les  propres  expressions  de  l’auteur,  parce 
que  c’est  sur-tout  dans  ce  passage  qu’on  voit  que  Fermât  s’occu- 
poit  d’un  grand  ouvrage  sur  les  nombres  , lequel  devoit  contenir  , 
comme  il  le  dit  lui-même , mutta  varia  et  abslrusissima  numero- 
rum mysteria.  Les  Géomètres  regretteront  long-temps  que  ce  savant 
illustre  n’ait  pas  réalisé  son  projet , ou  que  du  moins  ses  parens 
ou  amis , devenus  dépositaires  de  ses  manuscrits  , n’en  aient  pas 
l'ait  part  au  public.  On  y auroit  trouvé  sans  doute  , outre  les  dé- 
monstrations encore  inconnues  de  plusieurs  de  ses  théorèmes  , des 
méthodes  dignes  de  la  sagacité  de  l’auteur  j méthodes  qui  jointes 
aux  découvertes  postérieures,  auroient  contribué  beaucoup  a per- 
fectionner cette  partie  très-dilhcile  des  sciences  exactes. 

Pour  revenir  à la  proposition  citée  , si  on  considère  qu’un  moindre 
nombre  de  termes  polygones  est  toujours  contenu  dans  un  plus 
grand  , parce  que  zéro  peut  être  mis  à la  place  des  termes  qui 
manquent , et  qu’en  effet  zéro  est  un  terme  de  chaque  suite  des 
nombres  polygones  , on  pourra  énoncer  plus  brièvement  la  pro- 
position dont  il  s’agit , en  ces  termes  ; 


Digitized  by  Google 


2o:> 


SECONDE  partie. 

Un  nombre  quelconque  peut  être  formé  par  t addition  de  trois 
nombres  triangulaires  } il  peut  être  formé  également  par  V addition 
de  quatre  quarrés  , par  celle  de  cinq  nombres  pentagones , par  celle 
de  six  hexagones , et  ainsi  à l'infini. 


( i55)  Soit  donc  yi  un  nombre  donné,  et  s,  &c.  des 

nombres  indéterminés  , les  dill'érentes  parties  du  théorème  général 
pourront  se  détailler  de  la  manière  suivaiile  : 

1®.  Quel  que  soit  le  nombre  donné  A , on  pourra  toujours  satis- 

Jaire  a l équation  A = — I 1 ; j ou  , ce  qui  re~ 

vient  au  mâmefiF  équation  8 A-l-3=(2  x+  i)*4-('i  y + O*» 

Cetie  première  partie  , si  elle  étoit  démontrée  , prouveroii  que 
tout  nombre  de  forme  8n+3  est  la  somme  de  trois  quarrés.  Réci- 
proquement , s’il  étoit  prouvé  que  tout  nombre  8«+3  est  la  somme 
de  trois  quarrés , il  s’ensuivroit  immédiatement  que  tout  nombre 
entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires. 

2®.  Quel  que  soit  le  nombre  donné  A , on  pourra  satisfaire  à 
l’équation  A = x’  + y’ + z*+ u*. 

Cette  seconde  partie  a été  démontrée  ci-dessus  d’une  manière 
qui  ne  laisse  rien  à desirer  j cependant  il  ne  sera  pas  inutile  de  • 
faire  voir  que  la  première  partie  a une  liaison  nécessaire  avec  la 
seconde,  fin  effet , s’il  étoit  démontré  qu'on  peut  toujours  satis- 
faire à l’équation 

on  tireroit  de-là  ^^  + i=x'+j’  + z'+.i.  Mais  les  quatre  quarrés 
du  second  membre  ne  pouvant  être  qu’impairs  , les  nombres  x+j-, 
X — •J',  s+  • , - — i,  seront  pairs,  et  ainsi  on  aura  en  nombres  entiers  : 


ou  pour  abréger , 

4^+2  = t'*+  /’+  s”+  u”. 

Or  de  ces  quatre  nouveaux  quarrés  deux  doivent  être  pairs  et  deux 
impairs , sans  quoi  la  somme  ne  pourroit  être  4 ^-4-  2 , on  aura  donc 
4^-4-2=4<ï*-1-  4 b'+  (id+ij'y 

d’où  l’on  déduira 

2-<^+ 1 = + (a—b)'-\-  éc-ff/-t- J/+  (c — fO"' 


# 
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Donc  la  première  partie  de  la  propoailion  générale  , celle  qui  con- 
cerne les  nombres  triangulaires , étant  supposée , il  s’ensuit , comme 
conséquence  immédiate,  que  tout  nombre  impair  est  la 

somme  de  quatre  quarrés.  Mais  si  un  nombre  est  la  somme  de 
quatre  quarrés  OT’  + n*+/?'-l- y*,  son  double  sera  aussi  une  semblable 
somme , puisqu’on  a 

3 = ( m + n;*+  (m — n/+  (p+q)'+  (p — q)'. 

Donc  un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre  quarrés. 

On  voit  par-là  que  la  première  partie  du  théorème  de  Fermât 
renferme  implicitement  la  seconde  , et  puisque  celle-ci  est  démon- 
trée rigoureusement  par  une  autre  voie  , on  doit  regarder  la  pre- 
mière comme  déjà  pourvue  d’un  grand  degré  de  probabilité. 

3”.  La  troisième  partie  du  théorème  général  donne 

— X 3y* — y 3z* — z — t 3«* — u 

^ = ^ — Z + + + 

3 3 3 3 3 

OU 

7i^4+5^(Gx — )/-H  CG) — \)'  + (^z — \)'  + (Gt — i )’  + (6u — i 
de  sorte  que  l’énoncé  de  cette  proposition  particulière  revient  à 
celui  - cl  : /onf  nombre  de  la  forme  24A-1-5  est  composé  de  cinq 
quarrés  dont  les  côtés  sont  de  la  forme  G'n— i. 

4“.  La  quatrième  partie  donne 

'./sT  = x(7X—\)-\-^(<iy—\)-^z(iz—\)-]rs(7s~\)  + t(it—\)+u(i  «— i ), 
ou 

8 ^ + 6 = r 4 a:— i ;• -1- {'4y— I ;*  + r 4 s— 1 ;• -1- r4 I ;• -h  <— I ;•  + (^4  n— 1 

Il  faut  donc  que  tout  nombre  8 A-t-6  se  décompose  en  six  quarrés 
dont  les  côtés  sont  de  forme  4 m — i. , 

En  général , la  proposition  dont  il  s’agit  se  réduit  toujours  à la 
décomposition  d’un  nombre  donné  en  quarrés , et  toutes  les  propo- 
sitions partielles  sont  contenues  dans  cette  formule  générale  : 

2^‘=C3«4: — (t  + a)‘+  (la.J — '«-1-2.1*+  &C, 

le  nombre  des  termes  du  second  membre  étant  « + 3. 


« 
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V,  De  la  forme  linéaire  qui  convient  aux  diviseurs  de 
la  formule  a ± i , a ef  n étant  des  nombres  donnés. 


(i56)  Il  ne  seroit  pas  plus  général  de  considérer  la  formule 
o*=fcA*,  a et  b étant  des  nombres  premiers  entr’eux;  car  si  celle 
formule  est  divisible  par  le  nombre  premier  p , on  pourra  toujours 
faire  a = et  il  faudra  que  x'rfci  soit  aussi  divisible  par /?. 

Cela  posé , nous  examinerons  successivement  les  deux  formules 
I , a' — 1. 

Soit  proposé  d’abord. de  trouver  la  condition  nécessaire  pour  que 
le  nombre  premier  p divise  la  formule  a"+i. 

Quel  que  soit  p , on  peut  toujours  supposer  p = 7 nx+r , x étant 
une  indéterminée  et  <7  un  nombre  positif  moindre  que  a n.  On 
aura  donc , en  rejetant  les  multiples  Ae  p,  a'=—  i ; on  aura  aussi , 
par  le  théorème  de  Fermât , et  parce  que  a ne  sauroit  être  divi- 
sible par  /? , a^'‘=  + 1,  ou  0®"*+'*’  ' = 1,  Mais  à cause  de  o’=— i, 
on  a et  ainsi  l’équation  précédente  devient  a^~'  = i j do 

aorte  que  nous  avons  à satisfaire  aux  deux  conditions 

, T 1 

O = 1 > O = 1 . 

La  seconde  sera  remplie  d’elle -même , si  ona  ♦=!,  et  alors  la 
forme  du  diviseur  deviendra  p = 7 nx+  i. 

Si  on  a »>■  i , soit  w le  plus  grand  commun  diviseur  de  n et  de 
« — I,  on  pourra  faire  n = n'w,  et  ce  qui  donnera 

II'»  ' 

a = — 1,0  = i. 

Mais  puisque  n'  et  sont  premiers  enir’eux  , on  pourra  toujours 
trouver  deux  nombres  entiers  f et  g , tels  quey'n'— g-ir'=  1. 

De-la  je  tire  (~^\ )•'  =a“  ~ =a  ^ on  a— ( — ^ , 


et  cette  valeur  étant  substituée  dans  les  deux  équations  a"  "= — 1 , 


a*  *=  I , il  en  résulte  les  deux  conditions 
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La  première  fait  voir  que  f et  n'  doivent  être  des  nombres  im- 
pairs ; la  seconde  que  est  un  nombre  pair.  Celle-ci  , au  reste , 
renferme  la  première  ; car  si  »'  est  pair  , il  faudra  bien , d’après 
l’équation  f n = g-rr’  + i , que  / et  n soient  impairs. 

Cela  posé,  on  aura  a“  = — i , c’est-à-dire  que  o“-l-i  sera  di- 
visible par  p. 

Et  comme  les  seules  suppositions  à faire  sont  celles  de  t=  i et 
de  1 , on  peut  établir  le  théorème  général  qui  suit  : 

(167)  Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  a*-l-i,  doit 
être  ou  de  la  forme  2nx-l- 1 , ou  tout  au  moins  de  la  forme  né- 
cessaire pour  diviser  une  autre  formule  a”-l-t  dans  laquelle  l'ex- 
posant U est  le'quotient  de  n divisé  par  un  nombre  impair. 

Ce  théorème  s’appliquera  de  même  aux  diviseurs  de  a -f- 1 , et 
fera  connoître  ainsi,  de  proche  en  proche,  toutes  les  formes  dont 
sont  susceptible#  les  diviseurs  de  In  formule  proposée  a“-(-  1.  Voici 
quelques  corollaires  principaux  qu’on  en  déduit  immédiatement, 
et  qu’il  suffira  d’énoncer. 

a".  Si  l’exposant  n est  un  nombre  premier  impair  , tout  nombre 
premier  qui  divise  la  formule  a’ -f  1 doit  être  de  la  forme  aux -f-  i, 
ou  au  moins  il  divisera  a-t-i. 

2”.  Si  l’exposant  n est  une  puissance  de  2 , la  formule 
ne  pourra  avoir  pour  diviseur  que  les  nombres  premiers  compris 
dans  la  forme  a/jx-l-i. 

Ainsi  si  l’on  veut  chercher  les  diviseurs  premiers  de  a’*-!- 1 
= 4 2()4  967  397,  ils  doivent  être  contenus  dans  la  formule  G4x-1-  ij 
on  essaiera  donc  successivement  igS  , 257,  44q,  677,  64i. 
La  division  réussit  par  64 1 , et  on  trouve  le  quotient  6700  417. 
Pour  trouver  les  diviseurs  de  celui  - ci , il  faut  essayer  de  même 
tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  64  x-j- 1 , plus  grands  que 
64i  , et  moindres  que  2588=  1/67004175  ce  sont  769  , ii53, 
1217,  i4og,  1601,  21 13.  Et  comme  aucun  de  ces  nombres  ne  divise 
6700  4*7,  on  en  conclura,  avec  assurance,  que  6700  417  est  un 
nombre  premier, 

3®.  Si  on  a n = XF,  A étant  un  terme  de  la  progression  3,  4,  8, 

16 , 
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16,  &c., et»  un  nombre  premier,  le  dirisenr  premier  de  la  formule 
o’  + 1 , sera  de  la  forme  3nx  + i , ou  tout  au  moins  il  divisera  la 
formule  + 1 , et  alors  il  sera  de  la  forme  a + i. 

4®.  Si  on  a /I  et  r étant  deux  nombres  premiers  impairs , 

le  diviseur  premier  de  la  formule  a’  + t sera  de  la  forme  2 nx+  > , 
ou  bien  il  divisera  la  formule  «/*+  1 et  sera  de  la  forme  2scx+  1, 
ou  bien  il  divisera  la  formule  a + i et  sera  de  la  forme  2rx  + «, 
ou  enfin  il  divisera  la  formule  a+i.  Ces  cas  ne  s’excluent  pas 
mutuellement;  car,  par  exemple  , il  est  clair  que  le  nombre  pre- 
mier qui  divise  la  formule  a+  1 , divisera  toutes  les  autres  for- 
mules 0*^+1  , </*  +1,  &c. , et  de  même  le  nombre  premier  qui 
divise  o’  + 1 , divisera  nécessairement  a"  + « . 

(i58)  Il  est  inutile  d’étendre  ces  corollaires  à un  pins  grand 
nombre  de  cas.  Observons  seulement  que  lorsqu’il  s’agira  de  trou- 
ver les  diviseurs  d'une  formule  proposée  a’  + i , on  cherchera  suc- 
cessivement ceux  de  toutes  les  formules  inférieures  a*  + 1 , en 
commençant  par  celles  où  l’exposant  de  a est  le  plus  petit , et  il  ne 
restera  plus  à chercher,  d’après  la  forme  anx+\,  que  les  divi- 
seurs qui  ne  divisent  aucune  des  formules  inférieures  ào’+  i. 

On  observera  encore  que  lorsque  n est  un  nombre  impair , la 
formule  a'  + » , multipliée  par  a , devient  de  la  forme  x’  + a,  elle 
ne  peut  donc  avoir  pour  diviseurs  que  les  nombres  premiers  qui 
divisent  x*+a.  Cette  condition  servira  à exclure  la  moitié  des 
nombres  premiers  renfermés  dans  la  formule  a«x+i  ; mais  pour 
cet  effet , il  faut  consulter  ce  qu'on  démontrera  ci-aprés  sur  les 
diviseurs  de  x'  + a.  On  peut  voir  dès-à-présent  que  si  a étoit  2, 
les  diviseurs’  premiers  de  x*  + 2 ne  peuvent  être  que  des  formes 
8ot+  1 , 8wj  + 3 ; d’où  il  arrive  que  les  deux  autres  formes  géné- 
rales 8 m +5 , 8/71  +7  sont  exclues , et  ne  diviseront  jamais  la  for- 
mule 2*+i , n étant  impair.  Une  semblable  exclusion  anra  éga- 
lement lieu  pour  d’autres  valeurs  de  a. 

Exemple. 

(i5g)  Proposons-nous  de  trouver  tous  les  diviseurs  du  nombre 
54g  755  813889=  2'*-h  1 =-/. 

Dd 
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Je  considère  d’abord  les  formules  inférieures  a‘’+i, 
a’+i;  la  dernière  donne  3 pour  diviseur  de  toutes  les  formules 
précédentes. 

La  formule  a’+i  = g,  ne  donne  encore  que  3 pour  diviseur 
prenaier;  elle  apprend  de  plus  que  ^ sera  divisible  par  g. 

La  formule  q'’+i  =8ig3  = 3. 2731 , si  elle  a un  autre  diviseur 
que  3,  ne  peut  en  avoir  que  dans  la  forme  s6x+  1 ; mais  comme 
le  moindre  nombre  premier  compris  dans  la  forme  aGx-l-  > % est  53 
déjà  trop  grand , puisqu’il  excède  la  racine  de  2731  , il  s’ensuit  que 
2731  est  un  nombre  premier,  et  qu’ainsi  2’’+*  n’a  pas  d’autres 
facteurs  que  3 et  2731. 

Cela  posé,  le  nombre  ^ doit  être  divisible  par  g. 2731  j si  on 
le  divise  d’abord  par  3.2731 , qui  est  la  même  chose  que  2'’+  i-, 
le  quotient  sera  — 2’’+i  , ou  67  100  673,  et  celui-ci  étant 
divisé  par  3 , on  aura  ^/  = 3*. 2731  . 22  366  8gi. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu’à  chercher  les  diviseurs  du  nombre 

= 22  566  8gi  ; ces  diviseurs  doivent  être  de  la  forme  •jSx-r  1 , 
et  puisqu’ils  doivent  aussi  diviser  la  formule  <*  + a , ils  ne  peuvent 
être  que  de  l’une  des  formes  8n+  1 , 8n-|-3.  Mais  la  forme  78*+  1, 
en  comprend  quatre  autres , selon  que  x est  égal  à l’un  des  nom- 
bres iy , 'Sj'-l-i,  4j'  + 2,  4j'  + 3 } ces  quatre  formes  sont: 
3i2J'+ J , 3i2j'  + 79 , 3i2j+i57,  3i2J'  + 235. 

La  seconde  et  la  troisième  doivent  être  exclues  comme  étant  com- 
prises dans  8«-r7  et  8/i+5;  ainsi  tout  nombre  premier  qui  divi- 
sera B doit  être  renfermé  dans  l’une  des  deux  formes 
3i27'-t-i  , 3i2_7'-1-235. 

I.es  nombres  premiers  compris  dans  ces  formes , et  en  même  temps 
moindres  que  \/ B , qui  est  environ  4620,  sont  3i3,  547, 

937,  1171,  124g,  i483,  1873,  2731,  3i2i,  3433,  4o57,  4bo3. 
Si  on  essaie  successivement  ces  treir.e  nombres  , on  seulement 
douze  (car  il  est  inutile  d’essayer  2731),  on  trouvera  qu’aucun 
d’eux  ne  divise  } d’où  l’on  conclura  que  22  366  8gi  est  un  nombre 
premier.  * 

Le  nombre  B étant  diviseur  de  t’  + 2 , doit  être  de  la  forme 
/)’+27*;  si  on  veut  réellement  mettre  B sous  celte  forme  , on  le 
pourra  sans  tâtonnement  à l’aide  de  la  formule  suivante  t 
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4m* — 3J7i’-|-l  — 1\*  _ fitn‘-::ç.m — l 


= (- 


Or  on  a ,0  = 


3'*— 3”+l 
3 


3 


J donc  si  on  fait  m = 3*,  on  trouvera 


0 = ('2773j*+  3 ("3709^*. 


(160)  Venons  maintenant  à la  seconde  question  , et  proposons- 
nous  de  trouver  la  forme  que  doivent  avoir  les  diviseurs  premiers 
du  nombre  donné  a" — 1. 

Quel  que  soit  le  nombre  premier  p qui  divise  celte  formule, 
on  peut  le  supposer  de  la  forme  pr=nx-{"7r  , n étant  un  nombre 
positif  moindre  que  n.  On  aura  donc  , en  rejetant  les  multiples  de  /j, 
o'=i,  et  d’où  résulte  cT  '=  1.  Dans  celte  dernière 

équation , on  ne  peut  supposer  que  ît  = 1 , ou  •»>  1 . 

1°.  Si  on  a *■=!,  la  forme  du  diviseur  est  />-=ax+i;  elle 
restera  ainsi  tant  que  n sera  pair  j mais  si  n est  impair , il  faudra 
nécessairement  que  ar  soit  pair,  et  ainsi  on  aura  p=2us+i. 

3®.  Si  on  a w;>i , soit  « le  plus  grand  commun  diviseur  de  n 
et  de  T — 1 , («  devant  être  1 lorsqu’il  n’y  a pas  d’autre  mesure 
commune)  on  pourra  toujours  trouver  deux  entiers et  /j-,  tels 
que  fn — g(-x — 1^  = «.  Or  les  deux  équations  ti'=i , a’^~'  = i , 

donnent  i=o’^"=a*^^  ou  a"  = i,donc7j  sera  diviseur 

de  a"  — I ; et  ici  il  n’y  a aucune  restriction  à apporter  an  résultat 

«""=1,  parce  que  l’équation  o"=i  satisfait  aux  deux  o"=i  , 

r_, 

a =1. 

Cela  posé,  toute  la  théorie  des  diviseurs  de  la  quantité  a’ — i 
est  comprise  dans  le  théorème  suivant. 

(161)  Tout  nombre  premier  p qui  divise  la  formule  a’ — i , doit 
être  compris  dans  la  forme  p = nx  + 1 , ou  au  moins  doit  être  divi- 
seur de  la  formule  a" — 1 , dans  laquelle  « est  un  sous  - multiple 
de  n. 

Ajoutons  que  si  n est  impair , auquel  cas  la  forme  nx+  i devient 
anz+i  , le  diviseur  p doit  encore  être  compris  dans  les  formes 
qui  conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  x' — a. 

Dd  3 
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Le  mêiAe  théorème  s’appliquant  a la  formule  a"—  i , ou  à telle 
autre  qui  résulte  immédiatement  des  diviseurs  de  n , on  aura  , par 
la  combinaison  des  résultats  , tous  les  diviseurs  de  la  formule  pro 
posée.  Voici  quelques  corollaires  généraux  qui  en  résultent. 

i“.  Si  le  nombre  n est  premier  , tous  les  diviseurs  de  la  formule 
et — i seront  compris  dans  la  forme  2/ix+  i , il  faut  seulement  en 
excepter  ceux  qui  peuvent  diviser  a — i. 

2®.  Si  le  nombre  n est  le  produit  de  deux  nombres  premiers 
et  r (2  excepté)  , le  diviseur  premier  p de  la  formule  a’ — 1 sera  de 
la  forme  2«x+  1 ; ou  bien  il  divisera  a" — 1 , et  sera  de  la  forme 
2/ix+  1 ; ou  bien  il  divisera  a* — 1 et  sera  de  la  forme  nrz+  1 ; 
ou  enfin  il  divisera  a — i et  sera  de  la  forme  2 x+ 1 , laquelle  con- 
vient à tons  les  nombres  premiers.  En  effet , lorsque  n est  impair  , 
il  est  évident  que  a — i divise  a" — 1 ; donc  tout  diviseur  de  la  pre- 
mière quantité  doit  être  diviseur  de  la  seconde. 

3”.  Si  le  nombre  n est  une  pnissance  de  2 , et  qu’on  fasse  « = j-n  , 
C = = &C.  le  diviseur  p do  la  formule  a" — 1 sera  de 

la  forme  nx  + 1 , ou  bien  il  sera  de  la  forme  i et  divisera  la 

formule  a* — 1 , ou  bien  il  sera  de  la  forme  fx+i  et  divisera  la 
formule  a^ — 1 , ainsi  de  suite  jusqu’à  la  forme  ax+i  qui  divisera 
la  formule  a’ — 1. 

Exemple  I. 

{162)  Pour  avoir  tous  les  diviseurs  du  nombre  î”— t,  nons 

formerons  le  tableau  suivant , où  l’on  voit  la  formule  proposée  et 
celles  qui  s’en  déduisent  , avec  les  formes  correspondantes  du 
diviseur  : 


p=  Zi  1 . . . . 

...  B 

p = 16  x+  1 

B =2-‘— i C 

p = 8 1 

C = D 

p = 4 x+  l 

Z>=  1* — 1 = f2*  -bO  E 

p = 2 x-f  1 

E=  1'  — 1 = 3 

Le  dernier  nombre  E , qui  se  réduit  à 3 , doit  diviser  tons  les 
précédens  , et  d’abord  on  a Z?=('2*-l-t.l*3  = 3.5;  ensuite 
C=  f2*+ i^Z?  = 3.5. 17.  Le  nombre  B contient  les  mêmes  divi- 
seurs que  C,  et  de  plus  2’  + 1 = 267 , lequel  est  un  nombre  premier. 
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Enfin est  le  produit  de  B par  2'*+  1 =65537.  Or  comme  5“+  i 
ne  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec  B qui  est  3" — 1,  il 
s’ensuit  que  2‘‘+ 1 ou  65537  avoir  pour  diviseur  que  des 

nombres  premiers  de  la  forme  32  x + 1 . Mais  les  nombres  premiers 
contenus  dans  cette  forme  et  moindres  que  v^65537  sont  97  et 
193  , lesquels  ne  divisent  point  65537.  Donc  65537  est  un  nombre 
premier,  donc  le  nombre  ^ décomposé  en  ses  facteurs  premiers 
= 3.5. 17.257.65537.  Si  on  multiplie  cette  valeur  par  celle  qu’on 
a trouvée  (pag.’ii)  pour  2’*+  > > on  aura  la  valeur  décomposée  de 
2‘<— 1. 

Exemple  II. 

(i63)  Soit  encore  proposé  le  nombre  = 2*'—  1 ; comme  l’ex- 
posant 3i  est  un  nombre  premier,  les  diviseurs  de-^  ne  pourront 
être  que  de  la  forme  62x4-1 , et  il  n’y  aura  aucune  exception, 
attendu  que  a — 1 se  réduit  dans  ce  cas  à a — 1 = 1.  Si  l’on 
considère  en  même  temps  que  le  nombre  est  de  la  forme  <* — 2, 

et  qu’en  conséquence  les  diviseurs  de  doivent  être  de  l’une  des 
formes  8 b4- 1,  8n-h7,  on  trouvera,  en  combinant  ces  dernières 
formes  avec  la  première  62  x4-  1 , que  tout  diviseur  premier  de 
est  nécessairement  de  l’une  des  formes  248x4- 1,  248x4-63.  Or 
Euler  nous  apprend  (Mèm.  de  Berlin,  ann.  i772,pag.  36)  qu’après 
avoir  essayé  tous  les  nombres  premiers  contenus  dans  ces  formes , 
jusqu’à  46339 , racine  du  nombre  il  n’en  a trouvé  aucun  qui  fût 
diviseur  de  ; d’où  il  faut  conclure,  conformement  aune  assertion 
de  Fermât , que  le  nombre  2’'—!  —7\ij  483  647  est  un  nombre 
premier.  C’est  le  plus  grand  de  ceux  qui  aient  été  vérifiés  jusqu’à 
présent. 

Nous  ne  terminerons  pas  ce  paragraphe , sans  observer  qu’EuIer 
est  auteur  des  principaux  théorèmes  qui  y sont  contenus.  Voyez 
le  Tom.  1.  des  Novi  Comment.  Fetrop. 
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VI.  Tiiéorèue  contenant  une  loi  de  réciprocité  qui 
existe  entre  deux  nombres  premiers  quelconques. 

(i64)  Nous  avons  vn  (n".  i35)  qne  si  m et  n sont  deux  nombres 
premiers  quelconques  ( impairs  et  inégaux) , les  expressions  abré- 
gées représentent  l’une  le  reste  de  m'^  divisé  par  n , 

m— I 

l’autre  le  reste  de  n * divisé  par  m ; on  a prouvé  en  même  temps 
que  l’un  et  l’autre  restes  ne  peuvent  jamais  être  que  +i  ou  — i. 

Cela  posé  , il  existe  une  telle  relation  entre  les  deux  restes  t 

que  l’un  étant  connu,  l’autre  est  immédiatement  déterminé. 
Voici  le  théorème  général  qui  contient  cette  relation. 

Quels  que  soient  les  nombres  premiers  m et  n , s’ils  ne  sont  pas 

tous  deux  de  la  forme  4 x — i , on  aura  toujours  > 

çt  s’ils  sont  tous  deux  de  la  forme  4x — i , on 

Ces  deux  cas  généraux  sont  compris  dans  la  formule 

M iW““î  «—I 

Pour  développer  les  différens  cas  de  ce  théorème  , il  est  néces- 
saire de  distinguer  , par  des  lettres  particulières,  les  nombres  pre- 
miers de  la  forme  4x+ 1 , et  ceux  de  la  forme  4x — i . Nous  désignerons 
dans  le  cours  de  celte  démonstration,  les  premiers  par  les  lettres 
A , a , <t\  les  seconds  par  les  lettres  B , é , C.  Cela  entendu  , le 
théorème  que  nous  venons  d’énoncer  renferme  les  huit  cas  suivans  ; 

Si  l’on  a = + 1 , il  s’ensuit  =+ 1 

a 


I. 

JI. 


Si  l’on  a = — i , il  s’ensuit  (-^)  = — 1 
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Si  l’on  a = -p  1 , il  s’ensuit  (— j 

' 0 ■'  a' 

2i5 

1 = + I 

rv. 

Si  l’on  a (-^) 

= — 1 , il  s’ensuit 

(t) 

' =—  • 4 

V. 

Si  l’on  a (— ) 

= + 1 , il  s’ensuit  1 

' = + l 

VI. 

Si  l’on  a (—) 

= — 1 , il  s'ensuit  1 

(t) 

= — t 

VII. 

Si  l’on  a (-^) 

= + I , il  s’ensuit 

1 = — 1 

VIII. 

SI  l’on  . {^) 

= — 1 , il  s’ensuit  I 

= + 1. 

(iG5)  Pour  procéder  à la  démonstration  de  ces  diffêrens  cas  ^ 

j’observe  d'abord  que  l’équation  indéterminée  ^ x'  + ay'^bz', 

ou  plus  généralement  l’équation  é-»/+  i^.r’+  \)y'—(ih — i )z' 

est  impossible  ; car  le  premier  membre  (où  l’on  doit  supposer  .v 

et  premiers  entr’eux  ) est  toujours  de  la  forme  4 /:  + i ou  4 Z- -f  2, 

tandis  que  le  second  membre  est  de  la  forme  4X-  ou  4* — i.  Mais 

on  a démontré,  11”.  27,  que  l’équation  x' -y  ay’ ■=■  b z*  seroft 

résoluble,  si  on  pouvoit  trouver  trois  entiers  *■,!«,  » tels  que 

^ X*  -f  ô a fi' — b — b . 

, — , lussent  des  entiers.  D un  autre  cote, 

b ^ a 

si  A est  diviseur  de  ^A*  + a , il  le  sera  de  + et  ainsi 

en  vertu  du  n”.  i.^i  on  aura  ) = 1 ; réciproquement  si 


cette  condition  a Heu  , b sera  diviseur  de  /*  + a^,  et  faisant 
t — ^y-\-bn,  on  aura  + a divisible  par  b.  De-lâ  on  voit  que 
l’équation  ^ x' y- ay' = b z'  seroit  résoluble,  si  on  pouvoit  satis- 
faire aux  trois  conditions 


Il  faut  donc  que  ces  conditions  soient  incompatibles  entr’elles  , 
c’est  ce  qui  va  nous  fournir  la  démonstration  de  plusieurs  cas  du 
théorème.  Observons  avant  tout,  1°.  que  .IV  étant  un  nombre 
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quelconque , et  a un  nombre  premier  4 « + i , on  a toujours 

^ * étant  alors  un  nombre  pair,  l’ex- 


parce  que  ^ 


pression  ( — N)  * est  la  même  chose  que  (N)  ‘ au  contraire  ù 
étant  un  nombre  premier  de  la  forme  4 n — i , on  a toujours 

2®.  Qu’une  expression  telle  que  , c étant  nn  nombre 

premier  quelconque  , est  la  même  chose  que  le  produit  des  deux 
) . (— )•  Car  soit  ) = »■  et  (— )=  » , le  sens  de  ces  exprès- 

r— 1 c— I 

sions  indique  assez  qu’on  peut  faire  M * =Pc+t,N  * =Qc-ha» 

donc  le  reste  de  (MN)  * divisé  par  c,  est  le  même  que  celui  de 

(Pc+n)  (Qc+f),  lequel  est%9  ; donc  on  a ) = (— ) • (~)- 

Le  même  résultat  s’appliquera  également  à un  plus  grand  nombre 
de  facteurs.  Il  s’ensuit  de  ces  observations  , que  les  trois  conditions 
mentionnées , qui  ne  peuvent  avoir  lieu  à la  fois , sont  : 

Démonstration  des  cas  IV  et 

(i6G)  Soit  d’abord  = i , la  Seconde  condition  aura  lieu  d’elle- 
même,  et  les  deux  autres  seront (^)  = — i,  ( ^ ) = i . Celles-ci 
ne  peuvent  avoir  lieu  à-la-fois , donc 

IV.  Si  l’on  a = — i , il  s’ensuit  — * 

V.  Si  l’on  a = -f  i , il  s’ensuit 

Démonstration  des  cas  J et  JJ. 

Soient  donnés  les  nombres  a et  .</ , et  supposons  qu’on  prenne 

un 
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on  auxiliaire  b , tel  que  ^ = i et  = — i » on  aura  , sui- 
vant ce  qui  vient  d'être  démontré  , = i et  — i j alors 

des  trois  conditions  ci-dessus  la  première  est  remplie  d’elle-même, 
et  les  deux  autres  deviennent  = — i , ^ = i.  Celles  - ci 

ne  peuvent  avoir  lien  en  même  temps , donc 

I.  Si  l’on  a = -h  i , il  s’ensuit  = + i 

II.  Si  l’on  a — — i > U s’ensuit  = — i. 

Démonstration  des  cas  II I et  V I. 

(167)  Soient  donnés  les  nombres  net  ô , et  soit  pris  l’auxiliaire  yl 
tel  que  ^ = — 1 et  = — 1 > il  s’ensuivra,  par  les  cas  déjà 

démontrés  ==  — 1 » ~ — * • moyen  de  ces  valeurs , 

la  seconde  des  conditions  ci-dessus  est  remplie , et  les  deux  autres 

sont  ) = * » ( ^ » celles-ci  ne  peuvent  avoir  ben  à-la-: 
fois  , donc 

III.  Si  l’on  a = * j ü s’ensuit  ^-^  = i 
VI.  Si  l’on  a — 1 , U s’ensuit  (^)  = — 

(iG8)  fl  ne  reste  donc  plus  à démontrer  que  les  cas  VH  et  VIII; 
pour  cela  il  faut  considérer  l’équation  ê_y*  = az*,  laquelle 

est  impossible,  parce  que  le  premier  membre  est  toujours  de  la  forme 
4/1 — 1 ou  4/j — a , tandis  que  le  second  membre  est  de  la  forme 
4/»  ou  4n-J- 1.  Mais  l’équation  dont  il  s’agit  seroit  résoluble  , si  l’on 
pouvoil  satisfaire  aux  trois  conditions 

/B  b\  /ab\  ta  B' 
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Il  faut  donc  que  ces  trois  conditions  soient  incompatibles  entre 
elles. 

Démonstration  du  cas  II, 

Soit  a = i , la  première  condition  aura  lieu  d’elle-même  , et  les 
deux  autres  seront  “*•  Celles-ci  ne  peuvent 

avoir  lieu  à-la-fois , donc 

VII.  Si  l’on  a — -i- 1 , il  s’ensuit  = — i . 


Démonstration  du  cas  VlII. 

Soient  toujours  B et.  b les  deux  nombres  qu’on  veut  comparer, 
et  soit  pris  l’anxiliaire  o,  de  manière  qu’on  ait  = — » > et 

= — 1 , il  s’ensuivra , par  ce  qui  a été  démontré  et 

^—^  = — 1.  Donc  des  trois  conditions  précédentes,  la  première- 

= 1 a lieu  d’elle-même  , et  les  deux  autres  deviennent 

— — I J = — T.  Celles-ci  ne  pourront  avoir  lieu  simul- 


tanément. Donc 

VIII.  Si  l’on  a — 1 , il  s’ensuit  = 

C’est  le  huitième  et  dernier  cas  de  la  proposition  générale. 


(169)  En  examinant  les  diSërentes  parties  dé  cette  démonstra- 
tion , on  aura  remarqué  sans  doute  que  les  cas  IV , V et  VU  sont 
démontrés  diiectement  et  sans  le  secours  d’aucune  supposition. 
Quant  aux  autres  cas,  la  démonstration  est  fondée  sur  l’existence 
d’un  auxiliaire  qui  satisfait  à deux  conditions  : ainsi  les  caslU  et  VI 
sont  démontrés  à l’égard  de  deux  nombres  quelconques  a et 
le  premier  de  la  forme  4«-t-i  , le  second  de  la  forme  4« — i , en 
supposant  qu’on  peut  trouver  un  nombre  auxiliaire  .dl  tel  que 
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C^)~ — *■  facile  de  s’assurer  qu’il  y 

aura  toujours  une  infinité  de  nombres  premiers  qui  satisferont  à 
ces  conditions.  En  effet , en  regardant  ^ comme  inconnu , l'équa- 

lion  ^ = e aura  un  nombre  - — - de  solutions  comprises 

a 2 

entre  o et  a , ces  solutions  pouvant  être  paires  ou  impaires.  Si  on 
conserve  les  solutions  impaires,  et  qu’on  ajoute  a aux  solutions 

paires , on  aura  le  même  nombre  - ^ -■  de  solations  impaires  com- 
prises entre  o et  a a.  Enfin  si  l’on  ne  conserve  parmi  ces  solutions 
que  celles  de  la  forme  4 n + i , et  si  aux  solations  restantes  on 

ajoute  a a,  la  totalité  fera  encore  ^ ^ solutions  de  la  forme  4n  + 1 , 

a 

comprises  entre  o et  4a.  Soient  ces  solations  «,  a,  a",  &c. , 

■ • . . 1 

et  toutes  les  valeurs  de  ^ qui  satisfont  n l’équation = e , 

ou  en. d’autres  termes  à l’équation  = seront  représentées 

par  la  formule  y^  = 4ar+  [“»  •"'t  &c.]  qui  signifie  qu’i 

un  rriûliiple  quelconque  de  4 o on  peut  ajouter  celle  qu’on  voudra 

des  ^ — - quantités  s , a.",  &c.  Maintenant  de  la  siûte  i , -5  , 

g , i3...  4 a— 3 dont  le  nombre  des  termes  est  a , retranche*  d’abord 
le  terme  a , ensuite  tous  les  termes  > , a',  a",  a'",  &c.  j il  restera 

encore  termes  que  je  représente  par  (a),  (a)',  (a)",  (a)"',  &c. 

et  si  l’on  fait  = 4ox+[(a),  (a)',  (a)",  (a)'",  &c.]  ces  nouvelles  va- 
leurs qui  ne  satisfont  pas  à l’équation  = i y satisferont  nécessai- 
rement à l’équation  — i. 

Par  un  procédé  semblable , on  trouvera  la  formule 

[ (b),  (b)',  (b)'',  (b)'",  &c.]  dont  toutes  les  valeurs  parti- 

£e  2 
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culières  satisfont  à l’équation  — i , et  où  les  dilTérens  ter- 

mes (b),  (b)',  (b)",  &c.  sont  toujours  de  la  forme  4/i  + i. 

Maintenant  chaque  forme  4az+a  peut  être  identifiée  à clia- 
cnne  des  formes  4ô«+b,  et  il  en  résulte  une  forme  commune 
-4=  4 abx+c iàü  sorte  que  les  valeurs  de  ^ qui  satisfont  à-la- 

fois  aux  deux  conditions  — i,  — i s'eront  données 

par  une  formule  ^=4aù*-f  [c,  c',  c",  &c.  ] dans  laquelle  les 
termes  c,  c',  c",  &c. , tous  delà  forme  4n-t-i  et  tous  moindres 

que  4oô  , seront  au  nombre  de  - — - . Il  ne  s’agira  donc 

a 3 

plus  que  de  prendre  pour  ^ l’un  des  nombres  premiers  que  cette 
formule  générale  doit  contenir  j nous  ne  mettons^  pas  en  doute 
qu’elle  en  contient,  car  on  trouveroit  aisément,  par  ce  qui  a été 
dit  dans  l’introduction  , que  ceux  qui  y sont  contenus , constituent 
la  huitième  partie  de  tous  les  nombres  premiers  possibles. 

(170)  Le  même  raisonnement  par  lequel  nous  venons  d’appuyer 
la  démonstration  des  cas  lU  et  YI , s’applique  presque  littéralement 
au  cas  VIII  ; mais  ^auxiliaire  doit  être  déterminée  un  peu  difië- 
remment  dans  les  cas  I et  II.  C’est  pourquoi  il  ne  sera  pas  inutile  de 
ramener  la  démonstration  de  ces  cas  à quelque  chose  de  plus 
simple. 

Considérons, pour  cet  effet,  l’équation  impossible  x'  4- 
cette  équation  seroit  résoluble  , si  on  pouvoit  satisfaire  aux  trois 


conditions  ~ “ — !•  Supposons  di 

que  ^ et  a sont  deux  nombres  donnés  (toujours  de  la  forme 
4n-l- 1) , et  qu’on  prenne  l’auxiliaire  b de  manière  que 

il  en  résultera  = — 1 î P“  ce  moyen , la  troisième  condition 
sera  satisfaite  , et  les  deux  autres  deviendront  ==  — 1 ». 
*•  Ces  deux  dernières  ne  peuvent  avoir  lieu  à-la-fois  j donc 


donc 
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I.  Si  l’on  a = i , il  s’ensuit  = i 

II.  Si  l’on  a = — ’>  s’ensuit^— ^ = — i. 

Ainsi  la  démonstration  des  cas  I et  II  ne  suppose  plus  autre  chose, 
sinon  qu’on  a (^)=-  , ou  que  le  nombre  auxiliaire  b divise 
la  formule 


(171)  C’est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  théorèmes  assez  impor- 
tans , dont  plusieurs  ne  peuvent  se  démontrer  qu’à  l’aide  de  la 
loi  de  réciprocité  qu’on  vient  d’établir. 

Tout  nombre  premier  4n+i  qui  dU’ise  la  formule  t‘  + au*,  est 
en  même  temps  diviseur  de  la  formule  l* — au*,  et  réciproquement. 
Car  soit  c ce  nombre  premier,  la  condition  pour  qne  c divisa 

i'+au*  est  ^ = + i , et  la  condition  pour  qu’il  divise  — ou* 
ejt  =4-1  : or  ces  deux  conditions  reviennent  à la  même , parce 


qne  ^ ^ est  pair.  Donc  si  l’une  a lien , l’antre  a lien  nécessai- 


c — 1 
3 

rement. 

On  peut  aussi  démontrer  la  même  proposition , en  résolvant 

x' — a • 1 • + u 

l’équation  = e d’apres  reqoalion  donnée  pour 


X*  “f*  fl* 

cela  , il  faut  satisfaire  à l’équation  — - — = e.  Or  puisque  c est 

de  la  forme  4«+ 1 , on  peut  supposer  d’abord  c^f'+g',  ensuite 
on  aura  la  valeur  de  * , au  moyen  de  l’équation /jc  — cj'=gi. 


(173)  Tout  nombre  premier  4n — r qui  divise  t*  + au*,  ne  peut 
être  diviseur  de  t* — au*,  et  réciproquement. 

Car  soit  ce  nombre  premier  = c , la  condition  pour  que  c di\  ise 

t’  + oo*,  est  = I , ou  = — 1 } et  la  condition  pour  qu’U 
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divise  t'—au*  est  ^ = i ; or  ces  deux  conditloos  s'excluent  mu- 

luellement. 

Corollaire.  Tout  nombre  premier  4n— -i  divise  nécessairement 
l’une  des  deux  formules  + — a«*j  car  on  a toujours , ou 

^-^=+i,ou  = — *•  On  fait  abstraction  dans  ce  théorème, 

ainsi  que  dans  le  précédent , du  cas  où  c seroit  diviseur  de  a ; 
alors  en  effet  on  ne  mettroit  plus  en  question  si  c divise  t‘  + au* 
ou  C—au'. 


(173)  Si  le  nombre  premier  c divise  les  deux  formules  l*— -au’, 
1* — bu*,  il  divisera  également  la  formule  t’— abu*. 

Car  ayant  par  hypothèse 1 , = 1 j U s’ensuit  que 

^ = I , et  qu’ainsi  c est  diviseur  de  r* — a b u‘. 

Le  même  résultat  auroit  lieu  pour  un  plus  grand  nombre  3a 
facteurs. 

( 1 74)  Si  le  nombre  premier  c ne  divise  ni  la  formule  t* — a n‘, 
ni  la  formule  l*  — bu’,  il  divisera  nécessairement  la  formule 
t’  — abu*. 

Car  ayant  par  hypothèse  = — = — 1 , il  s’ensuit 
encore  = + > J c est  divisenr  de  t' — a b u*. 

(176)  Soient  net  A des  nombres  premiers  , tous  deux  de  la  forme 
4 n + 1 1 7e  dis  que  si  a divise  la  formule  t’ + A u*,  réciproquement  A 
divisera  la  formule  t’  + au*;  et  si  a ne  divise  point  la  formule 
V + A\x' , réciproquement  A ne  divisera  pas  la  formule  t’  + au*. 

Car  dans  le  premier  cas  on  a ^ = 1 , c’est-à-dire  ~ • ; 
donc  réciproquement  ij  donc  .A  est  diviseur  de  t'+au'. 

Dans  le  second  cas  , on  auroit  ^ ^ = —15  d’où  résulte  éga- 
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fcment  — i 


} Jonc  A n’est  point  diviseur  de  <’  + a u'. 


(176)  Soil  a un  nombre  premier  4n+i  , et  soient  A et  B deux 
nombres  premiers  quelconques  tous  deux  diviseurs  , ou  tous  deux 
non  diviseurs  de  la  formule  t‘ — au",ye  dis  que  a sera  diviseur  de 
la  formule  l’ — ^ABu*. 

Car  i“.  à A e\.  B sont  diviseurs  de  la  formule  C — au',  on  aura 
y * i réciproquement  ^=si , i j 


donc  ) = * » donc  a est  diviseur  de  t' — A Bu'. 

a®.  Si  ^ et  J3  sont  non-diviseurs  de  la  formule  t^—au‘,  on  aura 
G)  = -‘  ’ (!■)=-’’  résulte(:^)  = - 

donc  on  a encore  Ç ^ = + 1 j donc  a est  diviseur  de  t' — A Bu'. 


( ' 77)  ® nombre  premier  4 n 4-  • , et  h un  nombre  premier 

4n — i qui  ne  soit  pas  diviseur  de  l*  + au*,  je  dis  que  a sera  au 
contraire  diviseur  de  t*4-bu*» 

Car  ayant  par  hypothèse  = ““  * r C ^ ~ s’ere- 

luit  ^ ^ = I J donc  a est  diviseur  de  T + u'. 

En  général , si  on  a plusieurs  nombres  premiers  b , b',  b"  tons 
de  la  forme  4n — 1,  et  non-diviseurs  Je  **-f  a , a sera  diviseur  de 
la  formule  t'  + bb' b" u'. 

( 1 78)  Tout  nombre  premier  c de  la  forme  8 n -f  1 ou  8 n -f-  7 ,■ 
divise  à‘la~fois  les  deux formules  t*  + au*,  t’-haau’,  ou  ne  divisera 
ni  l'une  ni  Vautre. 

Car  la  valeur  de  est  la  même  que  celle  de  » puis- 

que le  nombre  c étant  de  l’une  des  deux  formes  mentionnées , on 
a toujours  (n®,  i4S), 
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(179)  Tout  nombre  premier  c de  la  forme  8n  + 3 ou  8n  + 5, 
divise  toujours  l'une  des  deux ybr/7j«/<?«t*+au*,t‘  + 2au‘,  mais  n’en 
peut  diviser  qu’une. 

Car  Jajis  les  formes  menüonnées  on  a — ijdonc  les  deux 

quantités  ^ et^ — sont  de  signes  contraires.  Donc  il  faut 

que  l’une  de  ces  quantités  soit  + 1 et  l'autre  — 1 } d’où  il  suit 
que  c divise  l’une  des  deux  formules  dont  il  s’agit , et  ne  divise  pas 
l’autre. 

Remarques  que  dans  ce  théorème  , ainsi  que  dans  le  précédent  , 
a est  un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif. 


(ï8o)  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à multiplier  davantage  ces 
aortes  de  théorèmes , mais  nous  croyons  que  les  Géomètres  verront 
avec  plaisir  l’application  de  notre  loi  de  réciprocité  à la  démonstra- 
tion de  deux  conclusions  générale»  ewxquellea  Euler  est  parvenu  , 
pir  voie  d’induction,  dans  ses  Opuscula  ^naljtica , tom.  I,  et 
qui  sont  la  base  d’une  théorie  importante.  La  première  est  conçue 
â-peu-près  en  ces  termes  : ( Voyez  l’ouvrage  cité,  pag.  276.) 

« Si  tous  les  quarrés  successifs  i , 4 , 9 , 16  , &c.  sont  divisés 
» par  un  même  nombre  premier  4n+i , les  restes  des  divisions 
« comprendront  non-seulement  tous  les  nombres  contenus  dans  les 
» formules  n — qq-^q  qq+q — n,  mais  encore  tous  les  facteurs 

» premiers  dont  ces  nombres  sont  composés  », 

D’abord  il  est  facile  de  voir,  que  puisque  c = 4/»+i,  on  satis- 
r 'D-  • x'x  + 'i  — qq  — q 

lera  a 1 équation = e , en  prenant  2x=2y+  i±c. 


D’ailleurs  c étant  de  la  forme  4n-|-i  , si  l’équation 


*•  + O 

c 


et 

est  possible , l’équation  — pest  également  j donc , en  eflbt , 

tout  nombre  compris,  soit  dans  la  formule  n—qq — y,  soit  dans  la 
fprmuie  qq  + q — n,  ou  ce  nombre  diminué  d’un  multiple  de  c, 
peut  être  regardé  comme  le  reste  d’un  quarré  divisé  par  c.  Cette 
première  partie  du  théorème  ne  soulire  aucune  difficulté , ainsi 

qu’Euler 
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qu’EuIer  lui-mème  l’a  fait  voir.  Venons  à la  seconde  qui  exige  l’em- 
ploi de  la  loi  de  réciprocité. 

Soit  it  un  nombre  premier  qui  divise  n — qq — q ou  qq  + q — n, 
on  pourra  faire  qq-\-q — n = f donc  en  multipliant  par  4, 

puis  mettant  au  lieu  de  4 n sa  valeur  c—i , on  aura 
(7q+  i y — c = db  4 * 

De- là , en  omettant  les  multiples  de  « , on  tire  c=f  ay  + 1 / j donc 
c • ou  suivant  notre  notation  ^ ^ = (iqy  iy~'  =i.  Mais  de  ce 

que  ^ ^ = I , il  s’ensuit  par  la  loi  de  réciprocité  '>  donc  c 

est  diviseur  de  la  formule  x' — «.  Donc  « doit  se  trouver  parmi  les 
restes  des  qnarrés  divisés  par  le  nombre  premier  c , ce  qui  est  la 
proposition  d’Euler. 

(i8i)  La  seconde  conclnsion  générale  (Voyez  l’ouvrage  cité, 
pag.  281)  est  celle-ci. 

«.Si  l'on  divise  les  quarrés  1 , 4,  9,  iG,  &c.  par  le  nombre 
premier  4 n — 1 , les  restes  des  divisions  comprendront  non~seu~ 
iement  tous  les  nombres  représentés  par  la  formule  n -I-  q q + q , 
mais  encore  tous  les  facteurs  premiers  dont  ces  nombres  sont 
composés  ». 

Pour  satisfaire  à la  première  partie , il  faut  trouver  un  nombre  x 
tel. que  ** — Ç+Ç)  soit  divisible  par  le  nombre  premier 
c=^n — I;  or  c’est  ce  que 'l’on  obtiendra  immédiatement,  en 
prenant  2*=2y-l-i=tc.  Donc  le  nombre  n + qq+q,  on  ce  nombre 
diminué  d’un  multiple  de  c , est  toujours  le  reste  d’un  quarré  x‘ 
divisé  par  c. 

Soit  en  second  lieu  * un  nombre  premier  qui  divise  n+qq+q, 
si  l’on  fait  n+qç+q  = a.^ ^ on  en  déduira  comme  ci-dessus, 
(7q+iy+c=ia..^.  Donc  en  omettant  les  multiples  de  «,  on  a 

c = — C^q+if}  donc  ^ — ^=1.  Cela  posé,  il  y a deux  casa 
distinguer. 

I®.  Si  « est  de  la  forme  4m-|- 1 , l’équation  ^ = 1 est  la 

Ff 
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même  que  ^ — )=  i , et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité 

e = I J donc  c est  diviseur  de  **—  «, 

3°.  Si  «t  est  de  la  forme  4 m— i , l’équation  ^ ^ = i , donne 

, et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  ) = > ; 

donc  c est  encore  diviseur  de  ** — a. 

Donc , dans  tous  les  cas  , le  nombre  premier  a , ou  ce  nombre 
diminué  d’un  multiple  de  c , est  le  reste  d’un  quarré  divisé  par  c , 
et  par  conséquent  doit  se  trouver  parmi  les  restes  que  donnent  les 
dilférens  termes  de  la  suite  i , 4 , g , 1 6 , &c.  divisés  par  c. 
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5.  VII.  Usage  du  théorème  précédent  pour  connoitre  si 
un  nombre  premier  c divise  la  formule  x^M-a.  Des  cas 
où  Von  peut  déterminer  a priori  le  nombre  x. 


(182)  liORSQUE  c est  un  nombre  nn  peu  grand , et  qa’on  a besoin 
de  savoir  si  c est  diviseur  de  **+o , il  peut  être  fort  long  d’éle- 


c — i 


ver  a à la  puissance  ^ , même  en  abrégeant  l’opération  autant 

qu’il  est  possible,  et  en  ayant  soin  d’omettre  les  multiples  de  e 
à mesure  qu’ils  se  présentent.  Voici  on  procédé  que  fournit  le 
théorème  précédent , et  qui  conduit  très-promptement  à la  valeur 

cherchée  de  ^ 

1°.  Si  a est  plus  grand  que  c , on  mettra  , au  lieu  de  a , le  reste 
de  la  division  de  a par  c ; ainsi  on  pourra  toujours  supposer  que  a 

est  plus  petit  que  c.  En  effet , on  voit  bien  que  ( me  a ) ' 

divisé  par  c , laissera  le  même  reste  que  » * . 

3®.  Si  le  nombre  a ( ainsi  réduit  ) est  un  nombre  premier , l’ex- 
pression se  changera  suivant  le  théorème , soit  en  ) soit 

en  -(t)  , ce  dernier  cas  n’ayant  lieu  que  lorsque  o et  e sont 


tons  deux  de  la  forme  in  — i.  Mais  puisque  c est  >0 , on  peut, 
au  lien  de  c , prendre  le  reste  de  la  division  de  c par  a ; soit  ce 

reste  c,  on  aura  donc  = et  sdnsi  la  question  concer- 
nant la  valeur  de  est  réduite  à une  question  semblable 

sur  l’expression  <1^  est  composée  de  plus  petits  nombres  ; 

la  résolution  se  fera  donc  ultérieurement , tant  par  ce  qui  a été  déjà 
dit  que  par  ce  que  noos  allons  ajouter. 
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3®.  Si  a n’est  pas  premier , décomposer  a en  ses  facteurs  pre- 
miers <1,  f . parmi  lesquels  2 peut  être  compris  , vous  aurez 

^ = au  produit  des  expressions  Cv) 

lez  parmi  les  facteurs  «,?,■>-,  ceux  qui  sont  quarrés  , car  en  gé- 
néral représente  le  reste  de  a'~‘  divisé  par  c,  lequel  reste 

est  toujours  1 ; observez  de  plus  1®.  qu’on  a ^ =q- 1 , si  c est 
de  la  forme  8/i::i=i , et  qu’on  a e=-  , si  c est  de  la  forme 
87i=t3.  2®.  Qu’on  a — » si  c est  de  la  forme  4«+ 1 , 

et  qu’on  a ^ * **  ^ forme  4 n — 1 . 

Au  moyen  de  ces  préceptes  et  des  renversemens  donnés  par  le 
théorème  du  précédent , on  trouvera  bientôt  la  valeur  de  l’ex- 
pression proposée  Et  l’opération , assez  semblable  à celle  par 

laquelle  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nom- 
bres , sera  à-peu-près'  aussi  expéditive. 

ExxmflsI. 

• 60 1 

(i83)  Pour  avoir  la  valeur  de  l’expression  j’observe  que 

ces  deux  nombres  sont  premiers , et  j’aurai , en  vertu  du  théo- 
rême  ^ division  de  ioi3  par  601  donne  4i2 

de  reste , et  4i2  étant  le  produit  de  4 par  io3  , on  peut  omettre 
le  factelir  quarré  4 , ce  qui  donnera  — 

étant  encore  un  nombre  premier,  on  a par  le  théorème  , 

= j ) ~ divisant  601  par  io3  et  ne  conservant  que  le 


reste , 


> (S)  = (is)  • O ■=  <f““  (ù) = ■' 


— 

'^io3. 
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(â=-0=-©=-(!^)=-(^)=- 

( ^ j = — 1.  Donc  ioi3  n’est  nas  diviseur  de  a'4-6oi. 

Vioii/ 

Pour  faire  la  même  vérification  par  la  voie  ordinaire,  il  auroit 
fallu  élever  6oi  à la  puissance  5o6 , en  rejetant  les  multiples  de 
ioi3  à mesure  qu’ils  se  présentent.  Or  fio6  exprimé  en  cliiffres 
de  l’arithmétique  binaire  (i)  est  iii  lu  oio  , c’est-à-dire  ea 
d’autres  termes  que  5oG  est  la  somme  des  puissances  de  2 , dont 
les  exposons  sont  8, 7, 6, 5, 4, 3,  1.  Pour  former  les  puissances 
de  Goi  qui  ont  ces  puissances  de  2 pour  exposons,  il  faut  faire  huit 
multiplications  ou  élévations  au  quarré  ; ensuite  , pour  multiplier 
entr’elles  les  diverses  puissances  de  601  dont  les  exposans  sont 
2*,  2',  2*,  2*,  2^,  2’,  2',  il  faut  encore  six  multiplications  5 de  soi  te 
qu’il  faut  en  tout  i4  multiplications,  et  autant  de  divisions  par 
ioi3  pour  arriver  au  résultat  final.  Voici  au  reste  le  détail  de 
l’opération , afin  qu’on  puisse  mieux  comparer  les  deux  méthodes  ; 
on  n’a  mis  que  les  restes  des  divisions  par  ioi3. 


(001)*=  5;3 
(601)*  = (673)*=  1 17 
(601)*=  (|I7)*=:520 
(6oi)'*=  (52o)*  = — 71 
(Co))’*  = (71)*  = — 24 
(6oi)‘^  = (24)*  = — 437 
(6oi)’*'=(437)*  = 525 
( 60  0***  = (625)*  =89 


(6oi)’'*=  8gx525=  127 
(6oi)‘^*=  127X — 437  = 4-216 
(601)*’'’  = -1-2 16  X — 24  = — 119 
(6oi)*'*  = — 119X — 71  = 345 
( 60 = 345x520  = 99 
( 60 1)‘*' = 99x573= — 1. 

Donc  en  ~ — ’• 


(f)  Voici  un  moyen  Irès-conrl  d^iprimerun  nombre  un  peu  grand  en  carac- 
tèrc5  binaires.  Soit  par  exemple  le  nombre  )ii83445  dont  il  sera  question  dant 
l’exemple  III , je  divise  ce  nombre  par  64  , j’ai  leresleaiet  le  quotient  1 74741  ; 
cclui'ci , divisé  par  64,  donne  le  reste  21  et  le  quotient  3750^  en6n  3730  divisé 
par  64,  donne  le  reste  4u  et  le  quotient  43:  mais  21  s'exprime  en  chifTres  binaires 
par  10101  et  4s  par  icioio.  t)onc  le  nombre  proposé  s’exprimera  par  lOioio 
101010  010)01  oioioi. 
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Exemple  II. 

(i84)  On  demande  la  valeur  de 

Pour  cela  je  décompose  4o2  en  ses  trois  factextrs  3.3.67  , et  j’ai 

, (— ) . (— )•  Or  oa  a 
Vgîy/  Vqsq/  vqjq/  '93Q/ 


(— ) = 


(è)=Cf)=(T)  = -‘ 

et  le  produit  de  ces  trois  résultats  est  + 1 ",  donc  + 1 j 


donc  939  est  diviseur  de  t‘±4o3u%  ou  de  **: 
Exemple  III. 


:4o3. 


(185)  Prenons  un  nombre  premier  très-grand , tel  que  33  366  891, 
et  cherchons  si  ce  nombre  est  diviseur  de  x*-t-  i45g? 

/ i45g  -V 

Il  faut  donc  avoir  la  valeur  de  ^ 366  891  / ' 

1 459  est  également  un  nombre  premier  4 n — 1 , cette  valeur 

Z' sa  366  891 / 4^  ^ N 

~ \ 1459  y V^Sg/”  V431/  Mai/  ’ 

(parce  que  196  est  un  quarré).  Donc  la  valeur  cherchée  est  — 1. 
Donc  3 a 366  89 1 est  diviseur  de  **-f  14^9. 

C’est  ce  qu’on  n’auroit  pu  trouver  par  la  voie  ordinaire  , qu’en 
faisant  34  multiplications  et  autant  de  divisions  très-laborieuses , 
puisque  le  diviseur  seroit  a 3 366  891. 

(186)  Après  s’être  assuré  que  le  nombre  première  est  diviseur 
de  .r*-l-a , il  reste  à déterminer  la  valeur  de  x qui  rend  la  divi- 
sion possible.  C’est  ce  qu’on  peut  faire  a priori  dans  quelques  cas 
généraux  que  nous  allons  indiquer. 

1®.  Lorsque  c=4n— .1  , la  condition  de  possibilité  donna 
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( — divisible  par  c ; donc  o“  + a est  divisible  par  c ; donc 
si  on  prend  x = a'  ou  égal  au  reste  de  a’  divisé  par  c , on  sera 
. *’+«  ... . . 


sur  que 


est  un  entier.  Ce  premier  cas  très-général  com- 


prend déjà  la  moitié  de  tons  les  cas  possibles.  Il  ne  reste  dojnc  plus 
à examiner  que  le  cas  de  c = 4n-t->  » lequel  comprend  les  deux 
formes  8n-f  i , 8/j-|-5. 

.3*.  Lorsque  c=8n-f5,  la  condition  de  possibilité  exige  que 
a’*'*'* — 1 soit  divisible  par  cj  mais  cette  quantité  est  le  produit 
des  deux  facteurs  a'’"*'  1 , a"*' — i , il  faut  donc  que  l’un  de  ces 

facteurs  soit  divisible  par  c.  Si  le  facteur  a**^'  + i est  divisible 

par  c,  faites  et  vous  aurez ='e..Si  c’est  l’autre 

C 

facteur  qui  est  divisible  par  c , faites  de  même  9 = et  vous 

9' — a . • . 

. aurez  — - — =e,-  dans  ce  dernier  cas  , il  ne  reste  plus  qu  à satis- 


faire à l’équation 


**  + 9* 


= e.  Or  puisque  c est  de  la  forme  4/«  + « , 


on  peut  supposer  c=/‘ -J- g*;  cherchant  ensuite  les  indéterminées 
P et  f/  d’après  l’équation 

9=/p  + gÿ, 

on  en  conclura  * =yÿ — car  de-là  résulte' x* -1-9*— (y* -fS’V 
(p'+'j’)  i donc  x’-h9*,  et  par  suite  x*-fa  est  divisible  par  c. 
3“.  Le  dernier  cas  à considérer,  est  celui  de  c = 87j-|-i  , mais 

alors  on  ne  peut  pas  toujours  satisfaire  à l’équation  = e 

• ^ 

d’une  manière  directe  et  sans  tâtonnement.  Soit  n = aC,  C étant 
un  nombre  impair  et  * une  puissance  de  2 , la  condition  de  possibi- 
lité exigeant  que  a"‘ — i soit  divisible  parc,  il  pourra  arriver  que 
«^±1  soit  divisible  par  c , et  alors  à cause  de  f impair,  on  trou- 
vera la  valeur  de  x de  la  même  manière  qu’on  l’a  trouvée  lorsque 
c = 8 7j-p5. 

Si  n’est  pas  divisible  par  c , on  ne  trouve  pas  de  solution 

a priori  y ainsi  pour  résoudre  l’équation  - = e , il  faudr.r 
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calculer  les  diSërens  termes  de  la  suite  c — a.  ic — a,  3c — a, 
4c — <7,  &c. , jusqu’à  ce  qu’on  en  trouve  un  qui  soit  un  quairé 
parfait  et  qui  donnera  la  valeur  de  x‘ ^ cette  suite  , au  reste  , con- 
tiendra nécessairement  le  quarré  qu’on  cherche,  quarré  qui  doit 
être  ipoiudre  que  je*,  ainsi  le.nombre  de  termes  à calculer  ne 
peut  excéder  .c. 


Par  exemple  , si  l’on  a à résoudre  l’équation 


ar*  + 22g 

64i 


= e 


t 


dont  la  possibilité  est  déjà  établie  par  la  condition  = i , il 

faudra  former  les  difiërens  termes  de  la  progression  arithmétique 
dont  le  terme  général  est  64 1 e — 22g.  Celte  progression  est  4 12  , 
io53,  i6g4,  4335  , &c.  mais  il  faut  la  continuer  jusqu’au  g4*“ 
terme  avant  qu’on  trouve  le  quarré  60026  dont  la  racine  2i5=x. 
Il  est  vrai  qu’on  peut  passer  sur  beaucoup  de  termes , lorsqu’on 
prévoit  que  le  chifibe  qui  les  termine  n’est  pas  un  de  ceux  qui* 
conviennent  aux  quarrés  (i).  Mais  le  travail  est  encore  assez  long 
par  celte  voie  , lorsque  le  nombre  cherché  x n’est  pas  beaucoup 
plus  petit  que  j 0, 


(187)  Pour  rendre  cette  détermination  moins  laboriense  ^ on 
pourra  avoir  recours  aux  propriétés  des  diviseurs  qui  seront  démon- 
trées ci-après.  En  vertu  de  ces  propriétés  , tout  diviseur  de  la 
formule  est  lui-même  de  la  forme  j-’  + aÆ* , ou  au  moins 

il  devient  de  cette  forme  , en  le  multipliant  par  un  nombre  p 


(i)  Le  quarré  de  lom-pn  cal  ioom*-|-30mn-{-n* , donc  le  chilTre  qui  ter- 
mine le  quarré  de  lom-pn  , est  le  mémo  que  celui  qui  termine  le  quarré  de  n. 
Mais  les  nombres  o , 1,3,  3 ...  g ont  leurs  quarrés  terminés  paV  l’un  des  ciiiOret 
O,  1,4, 5,  6,  g;  donc  aucun  quarré  ne  peut  être  terminé  par  3,3,7,  ^ 

peut  ajouter  é cette  observation  , 1°.  que  si  le  dernier  ebifire  d’un  q'sarré  est  o, 
il  faut  que  les  deux  derniers  soient  deux  zéros.  3°.  Que  si  le  dernier  cblflVo  est  5, 
les  deux  derniers  doivent  être  aS.  3°.  Que  si  le  dernier  chifire  est  impair,  l’avant- 
dernier  doit  être  pair.  4°.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  4 , l’avant-demier  doit  être 
pair , afin  que  tout  le  nombre  soit  divisible  par  4.  5*.  Que  ai  le  dernier  chiffre  est  6 , 
l’avant-dernier  doit  être  ÿmpair  par  la  même  raison. 

moindre 
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moindre  que  Supposons  donc  qu'on  a trouvé />c=y^  + o^*, 

O 

on  cherchera  x d’après  l’équation  , 

f—gx  + cy, 

et  la  valeur  de  * sera  telle , que  x‘  + a est  divisible  par  c. 

Ainsi , dans  l’exemple  précédent , on  reconnoît  bientôt  que  64 1 
n’est  pas  de  la  forme  /*+3ag^,  mais  il  le  devient , étant  multiplié 
par  i4,  car  on  a 64i  x 14=8974  = 57*+ aag  . 5’;  faisant  donc 
57  =5*  + 64i_y,  on  trouvera  x = — a45.  Cette  méthode  peut 
faire  éviter  beaucoup  de  tâtonnement  , et  elle  sera  sur-tout  utile 
lorsque  le  nombre  a est  peu  considérable;  car  les  tables  feront 
connoître , d’après  la  forme  4ax  + a du  nombre  c,  quel  est  le 
multiplicateur  p qui  peut  rendre  le  produit  pc  do  la  forme 

r + og"' 
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§.  VIII.  De  la  manière  de  déterminer  X pour  que  x’-i-a 
soit  ^visible  par  un  nombre  composé  quelconque  N. 

(188)  Soit  c un  nombre  premier,  et  a un  nombre  quelconque 
non*  divisible  par  c , si  l’on  demande  la  valeur  de  x telle  que  x'  + a 
soit  divisible  parc",  cherches  d’abord  par  ce  qui  précède  la  valeur 
de  S qui  rend  + o divisible  par  cj  faites  ensuite  (9+\/ — o)" 
=p  + ç\/ — a;  vous  aurez  de  même  (9 — \/ — a)'"=p — q\/ — a, 
et  le  produit  de  ces  deux  équations  donnera  (i‘  + aj"~p'  + aq', 
donc  p'-i-aÿ‘  est  divisible  par  c".  Dans  ce  résultat,  y et  c sont 
premiers  entr’eux  ; ainsi  on  pourra  supposer  p = çx  + c”jyy  et 
**-1-0  sera  divisible  par  c",  ce  qui  est  la  question  proposée. 

Nous  venons  de  supposer  que  y n’est  point  divisible  par  c ; car 
s’ill’étoit,ple  seroit  aussi  en  vertu  de  l’équation  (^S*-l-a^”=/>’  + oy* 
dont  le  premier  membre  est  divisible  par  c".  Mais  on  a ' 

m.m  — 1 m.m—i.m — •2,m — 3.  , 

P = 9- a-—a+ J 9— V—  &c. 

^ 1.2  1.2  . 3 • 4 

Et  puisque  fl*-t-a  est  divisible  par  c , on  peut  mettre  — 9*-f  à 

la  place  de  a , ce  qui  donnera  p de  cette  forme 

/ m.m  — I m.m — i.m — 2.m — 3 „ \ „ 

?=•■(' +-r:^+ — rrrrrr— 

ou  y»  = 3"“’  ®"-i-  Bc-y  mais  9 n’est  point  divisible  par  c , donc  p 
ne  peut  l’èlre , ni  par  conséquent  y. 

Si  le  nombre  a est  divisible  parc,  la  quantité  **  -1-  a sera  divisible 
par  c,  en  prenant  * = o ou  un  multiple  de  c;  mais  il  sera  souvent 
impossible  que  **-l-a  soit  divisible  par  c*  ou  par  une  puissance 
plus  élevée  de  c } par  exemple  , si  a est  divisible  par  c et  non 
par  c'y  il  est  évident  que  jamais  x'+a  ne  peut  être  divisible  par  c*. 


( 1 89)  11  est  facile  maintenant  de  trouver  , lorsque  cela  est  possi- 
ble , la  valeur  de  * , telle  que  x'  + a soit  divisible  par  un  nombre 
composé  quelconque  N. 
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Si  y et  a sont  premiers  enlr’eux  , ou  décomposera  N en  ses 
facteurs  premiers  impairs  &c.  , et  ou  cherchera  , par  la 

méthode  qui  précède  les  nombres  lî , C , &c.  tels  que  les 
quantités 

-V’+«  H'-i-a  C'  + a „ 


soient  des  entiers , il  faudra  ensuite  satisfaire  aux  équations  indé- 
terminées 

+ *V  + = C+y  U — &C. 

Et  il  est  facile  de  voir  que  x'  + o étant  divi.'ible  par  chacun  des 
facteurs  «*',  y , &c.  , sera  divisible  par  leur  produit  a C‘‘  y &c. 

Si  outre  les  facteurs  impairs  a^,  f“,  &c.  , N contient  le  facteur 
a*,  il  faudra  combiner  les  valeurs  précédentes  avec  cglle  qui  résulte 

de  l’éqnafion  — — = e : or  cette  équation  , si  clic  est  possible, 
sera  toujours  facile  â résoudre. 

X*  '4~  ï 5 

Soit  , par  exemple  , l’équation  = e , on  voit  d’abord 

qu’en  faisant  * = i , .v*4- 15  est  divisible  par  y*.  On  fera  , en  con- 

1 *4"  y "i*  4 y* 

séquence  , x = i + a’jK  , ce  qui  donnera —e  ; celle  - ci 

fait  voir  que  i+y  doit  être  divisible  par  4.  Soit  donc^  = 4r — i, 
et  l’équation  à résoudre  deviendra  ■ — — =e,-  d’où  l’on  tire  s =7, 
y=y’j  et  ^ = 217. 

Nous  observerons  que  lorsque  h est  plus  grand  que  a , il  j 
a toujours  deux  manières  de  satisfaire  à l’équation  — ==e, 


car  si  une  solation  , moindre  que  j a*,  est  désignée  par  9 , l’autre 
sera  a*”' — 9.  De  sorte  que  dans  l’exemple  précédent , la  seconde 
solution  seroit  a*' — 317  ou  ag5. 

a”.  Si  les  nombres  et  a ne  sont  pas  premiers  enlr’eux  , soit  4*» 
leur  plus  grand  commun  diviseur , 4*  étant  le  plus  grand  quarré 
contenu  dans  4’»,  et  par  conséquent  « ne  pouvant  plus  avoir  que 
des  facteurs  simples  j alors  il  faudra  fairciA  ==4’*' AT',  a .— 4'*'o', 

* Gg  a 
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»•  + a . . , 

.T:=4.«.r',ell’êqualionàrésouJre — = e,  uevicndra 
Dans  celle-ci  « cl  A"  doivent  être  premiers  enlr’eux , car  s’ds 
avoient  un  commun  diviseur  t , il  faudroit  que  a'  fût  aussi  divi- 
sible par  T ( sans  quoi  l’cquaiioa  à résoudre  serait  impossible  ) ? 
donc  «*4  ne  scroit  pas  le  plus  grand  commua  diviseur  de  a et  N , 
contre  la  supposition. 

Puisque  « et  A'  sont  premiers  enfr’eux  , on  pourra  trouver  deux 
entiers/et  g tels  qu’on  ait /« -g A' = . } multipliant  donc  par/ 

et  mettant  gN'+i  à la  place  de/-, 

cette  équation  deviendra — — = e,-  et  ainsi  la  question  est 

ramenée  au  cas  précédent  où  A et  » sont  premiers  enlr  eux. 

11  faut  maiiitenaal  examiner  combien  dans  ces  différens  cas 

l’équation  pourra  avoir  de  solutions  ou  valeurs  de  x 

moindres  que  {A. 

(190)  6t  N esl  impair  cl  premier  à a,  le  nombre  de  solutions 

de  Vcqualion  = e , .cm  s-,  i étant  le  nombre  des  facteurs 

premiers  différais  qui  divisent  N.  ^ 

Soit  d’abord  A=/;  - étant  un  nombre  premier  ,,^e  dis  qui! 


z=e.  Car 


n’y  aura  qu’une  manière  de  satisfaire  à l’équation 
s’il  y avoil  deux  solutions  désignées  par  a:  et  x',  il  faudroit  que 
ar*—*'’  fût  divisible  par  et  comme  aucun  des  facteurs  x-f  x , 
x-x'  n’est  divisible  par/,  puisque  x et  x'  sont  supposés  inc- 
«aux  et  plus  petits  que  , il  faudra  que  ces  facteurs  x-t-x  , 
X— V soient  tous  deux  divisibles  par  » , donc  leur  somme  seroit 
également  divisible  par  mais  si  x éloil  divisible  par  - , il  lau- 

droil  que  a le  fût  aussi , d'après  l’équation  - = Donc  puis 

x'-ba 

que  ae\  N sont  premiers  enlr’eux , l’équation  - ^ pourra 

avoir  qu’une  solution  moindre  que  î»  . 
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Soit  en  second  lieu  AT=  c”  , et  soient  et  B les  valeurs  Je  jr 

• P , . v’  + a a’  + rt 

cjm  saiislont  aux  équations =e, = e;  si  on  com- 

tt 

bine  enseinble  (n®.  1 i )les  deux  valeurs  a =-</+aV , + 

il  est  clair  qu’on  aura , à cause  du  signe  =fc , deux  valeurs  de  x de 
la  forme  .v=  A'+a^c’\'  = A +A’.r',  chacune  desquelles  peut  être 
rendue  moindre  que  jiV  en  prenant  pour  .v'  la  valeur  convenable. 
Donc  dans  le  cas  des  deux  facteurs  inégaux  « , f , l’équation  pro- 
posée aura  deux  solutions. 


S’il  y a un  troisième  facteur  a.'  , 


il  faudra  combiner  la  valeur 


trouvée  x — ^'^x\  avecune  troisième  formule  j ^dtC+-}’’s , 

et  il  est  éviJeut  que  l’on  aura  quatre  solutions  de  la  forme 
K' + a*"  d* x"  , ou  K'  + Nx”,  lesquelles  pourront  être  rendues 
moindres  que  j iV. 

En  général , cliaque  nouveau  facteur  double  le  nombre  des  solu- 
tions obtenues  ]>ar  les  facteurs  précédens.  Donc  on  aura  en  tout 
2*'"'  solutions , < étant  le  nombre  des  facteurs  a*,  &c.  dont  A” 

est  composé. 


Remarque.  Toutes  choses  restant  les  mêmes  , l’équation 


' a A ■ 


aura  également  a’"*  solutions.  Car  si  9 est  une  valeur  de. v qui  rend 
.T*  + a divisible  par  A,  celte  même  valeur  0 , ou  au  moins  A — 9 , 
rendra  a-’H-q  divisible  par  2 N. 


(igi)  Soit  N impair  ou  double  d’un  impair  , si  les  deux  nombres 
N et  a ont  un  commun  dioiseur  » , lequel  ne  soit  divisible  par  aucun 
. • ,•  „ . x’-fa 

quarre  , je  dis  que  l équation  — — = e aura  toujours  i‘  solu- 


tions , i e'tant  le  nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux 
qui  dioisent  N sans  diviser  a. 

En  effet,  soit  A = « A',  a = ux',  l’équation  proposée  deviendra 

•■x*  + a'  ,,,  , - ... 

V77 — = e,  et  parce  que  «et  A n ont  pas  de  commun  diviseur/ 


on  peut  faire  fu — gA'=i  , ce  qui  donnera  l’équation  réduite 
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= e.  Or  celle-ci,  oùiV'et  fa  sont  premiers  enlr’eux, 


admet  autant  de  solutions  qu’il  y a d’unités  dans  x‘~\  i étant  le 
nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N';  et 
si  l’on  fait  en  général  j:'=9  + N'x",on  aura  + kN'x  ’=^u^  -b  Ax". 

Donc  il  y aura  autant  de  valeurs  de  x moindres  que  7 qu’il  y a de 
valeurs  de  x'  moindres  que  7 N';  donc  le  nombre  de  ces  valeurs  est 
égal  à 2'“'. 


(192)  Si  le  nombre  N,  impair  ou  double  d'un  impair,  a un 
commun  diviseur  quelconque  avec  a , et  que  ce  diviseur  soit  repré- 
senté par  U -l-'t  en  sorte  qu’on  ait  N=4’“N',  « n’étant  divisible 

...  • X*  + a 

par  aucun  quatre , je  dis  que  l équation  — — = e aura  autant 

de  solutions  qu’il  y a d’unités  dans  4-s‘”‘  y i étant  le  nombre  de 
facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N'. 

Car  dans  ce  cas,  on  a a x=4"x',  et  l’équation  à 

résoudre  devient  — laquelle  , comme  on  a vu  dans  le 

n®.  précédent , donne  2*"'  valeurs  de  .r'  moindres  que  7 AT'.  Soit  en 
général  x' = 9 + A?'x",  on  aura  donc  x=4«9  + 4“ArV',*  or  comme 
Ü sufEt  que  les  valeurs  de  x soient  moindres  ou  non  plus  grandes 
que  7iV=74’“  >1  est  clair  qu’on  peut  donner  à x"  les  valeurs 

successives  o , =t  1 , 5 , &c.  jusqu’à  ±7  f 4 — O.  Le  nombre  de 

ces  valeurs  est  évidemment  4 ; donc  chaque  valeur  de  x'  moindre 
que  7A”',  donnera  4 valeurs  de  x moindres  que  fA^/  donc  le  nombre 
de  toutes  les  valeurs  de  x sera  4.2‘“‘. 

Remarque.  Cette  formule  est  vraie  , même  lorsque  /=  o , c’est- 
à-dire  lorsque  le  nombre  AT  ou  au  moins  sa  moitié  est  diviseur  de  0/ 
alors  elle  se  réduit  à 74>  mais  il  faudra  compter  comme  entier  la 
fraction  contenue  dans  74  , de  sorte  que  si  4 = 2 A-J- 1,  on  prendra 
A-b  i pour  74- 
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5.  IX.  Résolotios  des  équations  symboliques  = * > 
c étant  un  nombre  premier. 

(ig3)  Soit  c nn  nombre  premier  quelconque,  et  soit  proposé  de 
trouver  toutes  les  valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équation  = 1 , 


ou = e.  Il  est  aisé  de  voir  qu’on  peut  faire  x =y',  y étant 

un  nombre  quelconque  non  divisible  par  c ; les  différentes  valeurs 

de  a:  seront  donc  1,  4,  9,  16....  jusqu’à  ^ inclusivement, 

ces  valeurs  peuvent  être  abaissées  toutes  au-dessous  de  c,  en  retran- 
chant les  multiples  de  c qui  7 sont  compris , et  leur  nombre  est  , 

comme  on  voit , — j—  ; il  ne  peut  être  plus  grand , parce  que  l’ex- 
posant  de  x n’est  que  — ^ - j il  n’est  pas  moindre  non  plus , car 

si  deux  quarrés  m‘,  «*,  chacun  moindres  que  > laissoient  le 

même  reste  ou  la  même  valeur  de  x,  il  faudrait  que  m' — n'  fût 
divisible  parc  , ce  qui  ne  peut  être  , parce  que  m — n et  m + » sont 

tous  les  deux  moindres  que  c.  Nous  connoissons  donc  les 

3 

solutions  de  l’équation  1 , ccs  solutions  étant  comprises 

entre  o et  c ; mais  comme  il  s’agit  seulement  des  solutions  en  nom- 
bres impairs , parmi  les  valeurs  de  x on  conservera  les  nombres 
impairs , et  on  ajoutera  c aux  nombres  pairs , ce  qui  fera  encore 

— — solutions  impaires  comprises  depuis  1 jusqu’à  2c — «. 

Four  parvenir  immédiatement  à ces  solutions  , on  formera , par 
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le  moyen  des  diOerences , la  suite  des  quarrés  impairs , comme 
on  le  voit  ici  .• 

DilTér.  8 i6  s4  3ï  4o  48  56 

Quar.  1,  9,  a5,  49  , 8i  , lai  , 169,  335,  &c. 

On  retranchera  , tant  dans  les  dilTérences  que  dans  les  quarrés , les 
multiples  de  3C  à mesure  qu’ils  se  présenteront,  et  la  suite  des 

quarrés , ou  plutôt  de  leurs  résidus , continuée  jusqu’à  — — ter- 
mes, contiendra  toutes  les  solutions  de  l’équation  1,  im- 

paires, positives  et  moindres  que  ac.  Ensuite  ces  solutions  pourront 
être  augmentées  d’un  multiple  quelconque  de  3 c , ce  qui  donnera 
c — t 


x = icz  + b,b  ayant  - 


valeurs  différentes. 


Connoissant  ainsi  toutes  les  solutions  de  l’équation  = > , 

on  aura  par  voie  d’exclusion  toutes  celles  de  l’équation  ) = — ». 
Car  les  nombres  impairs  , moindres  que  3 c , qui  ne  sont  pas  com- 
pris dans  les  solutions  de  l’équation  = • > satisferont  néces- 
sairement à l’équation  = — 1 ; et  le  nombre  de  ces  derniers 


c — i 


sera  encore  - — j car  le  nombre 'des  termes  do  la  progressioa 

1 , 3,  5,  7. . . . 3 c — 1 étant  c,  si  on  exclut  le  terme  c qni  ne  satis- 
fait ni  à l’une  ni  à l’autre  de  ces  équations , il  restera  c — 1 termes 

dont  la  moitié  satisfait  à l’équation  = •,  et  l’autre  à l’équation 

— 1.  U est  inutile  d’ajouter  que  les  solutions  de  cette  der- 
nière équation  peuvent  être  aussi  augmentées  d’un  multiple  quel- 
conque de  3c. 


( 1 g4)  Exemple  I,  Soit  c = 4 1 , on  formera , au  moyen  des  diffé- 
rences , la  suite  des  quarrés  impairs , et  on  retranchera  , tant  des 

différences 
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diSerences  qae  des  qaarrés  , les  multiples  de  82  à mesure  qu’ils 
se  présentent.  Voici  l’opération: 

Différ.  8 16,  24  32  4o , 48  , 56  , 64  72  80 

Quar.  i , 9 , a5 , 4g  , 81 , 121  = 3g , 87  = 5 , 61  , 125  = 43,  ii5  = 33. 

Différ.  88  = 6 i4  22  3o  38  46  54  62 

Quar.  ii3  = 3i , 37,  5i , 73,  io3  = 2t , 5g,  io5  = 23,  77. 

Différ.  70  78  86=4 

Quar.  t3g  = 57,  127  = 45,  i23=4t  = c. 

Les  20  premiers  termes  rangés  par  ordre  de  grandeur , donne- 
ront la  formule  suivante , qui  renferme  toutes  les  solutions  de 

l’équaüon  (£-)  = i : 

_ f >,  5,  9,  21,  23,  25,  31  , 33,  37,  3g 

I8i  , 77  , 73 , Gi  , 5o,  57  > 5i  , 49,  45 , 43. 

On  remarquera  que  les  20  valeurs  numériques  qui  suivent  822,  et 
qui  sont  proprement  les  solutions  de  l’équation  proposée , sont  telles 
que  chaque  valeur  5 est  accompagnée  de  son  complément  2 c — 5 , 
les  deux  ensemble  faisant  constamment  2 c.  C’est  ce  qui  aura  lieu 
généralement  toutes  les  fois  que  le  nombre  c sera  de  la  forma 
4m+i  ; en  effet  si  — 1 est  divisible  par  c , il  est  clair  que 
{ 2 c — 5 J'” — 1 est  également  divisible  par  c.  Donc  alors  la  solution  • 
ou  racine  5 est  toujours  accompagnée  de  la  racine  2 c — 6.  Il  n’en 
seroit  pas  de  même , si  c étoit  de  la  forme  4 m — x , et  on  voit , 

au  contraire  , que  si  A satisfait  à l’équation  j son  com- 

plément 2c — 6 satisfera  à l’équation  ^-^^  = — 1. 

( 1 g5  ) Elxemple  11.  Soitc  = 59,2c  = ii8,on  procédera  ainsi  : 

Différ.  8 16  24  32  4o  48  56  64  72  80  88  g6 

Quar.  1 , 9,25,49,81, 121=3, 5i , 107 , 171=53,  126=7  > 87,  175=57, 

Différ.  io4  112  120=2  10  18  26  34  42  5o 

Quar.  i53=35,  i3g=2i , i33=i5,  17,  27,  45,  71,  io5,  147=29. 

Hh 
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Différ.  58  66  -ji  8s  go  g8  io6  ii4 

Quar.  79, 137=19, 85,  i5g=4i , 1 23=5,  g5, 193=75,  i8i=65. 


Rassemblant  par  ordre  ces  2g  résultats  , on  aura  la  formule 
suivante , qui  contient  toutes  les  solutions  de  l’équation  ^^^=  1 : 

*=ii8z+  1,3,5,  7,  9;  i5,  17,  19, 21, 25;  27, 2g,  35,  4i,  45j 
4g,  51,53,57,63;  71,75,79,81,85;  87,95,  io5,  107. 

Par  conséquent  les  solutions  de  l’équation  — 1 , seront: 

4:  = 1181:+  11,  i3,  23, 3i,  33;37, 59,43,47, 55;  61,  65, 67,  6g,  73; 

77,83, 89, 91,93;  97,99,101,103,109;  1 1 1,1 13, 1 i5,i  17. 


\ 
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§.  X.  RECUERcnE  des  formes  linéaires  qui  conviennent  aux 
diviseurs  de  la  formule  t’-Hcu’. 

Nou  s examinerons  d’abord  le  cas  ou  c est  un  nombre  premier , 
ce  qui  fournira  deux  théorèmes  principaux. 

{ 1 96)  T RÉORÊME.  Soit  c un  nombre  premier  4 n + i , et  A «n  divi- 
seur impair  quelconque  de  la  formule  x*  + c ou  l*  + c u*,je  dis  qu’on 

ûura^-^^  = i si  A est  de  la  forme  4n+i  , et  = •A- 

est  de  la  forme  4 n — i . 

Car  soit  « un  nombre  premier  4n+  i , et  C un  nombre  premier 
4 n — 1 , tous  deux  diviseurs  de  **4-c , on  aura  , suivant  le  n®.  i34 , 

= i et  ‘ » 0“  — *■ 

conclut  , par  la  loi  de  réciprocité  , = 1 , et  = — •• 

Mais  le  nombre  ^ , s’il  est  de  la  forme  4u+  1 j est  le  produit  d’un 
nombre  quelconque  de  facteurs  « par  un  nombre  pair  de  facteurs  C, 

donc  dans  ce  cas  ^ — J = 1 j et  si  le  nombre  ^ est  de  la  forme 

kn — i,il  résulte  du  produit  d’un  nombre  quelconque  de  facteurs  s 
par  on  nombre  impair  de  facteurs  C,  donc  dans  ce  second  cas  on 


Corollaire.  Donc  si  on  désigne  par  h l’un  des 


c — I 
a 

X • 


nombres 


impairs  moindres  que  a c qui  satisfont  à l’équation  ^ ^ = 1 , on 

aura  = acz4-^-  Mais  parmi  les  nombres  ô , on  peut  conserver 
ceux  qui  sont  de  la  forme  4n+ 1 , et  ajouter  ac  à ceux  qui  sont 


c — 1 


de  là  forme  4n — 1 j on  aura  par  ce  moyen  ^ nombres  de 

Uh  a 
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la  forme  4/J+ 1 , moindres  que  4 c.  Soit  a un  de  ces  nombres  , on 

C 1 

aura  ^—kcz-\-a , ce  qui  donnera formes  linéaires  des  divl- 

3 

seurs  4n+i  de  la  formule  /’+cn*. 

Pareillement , si  on  réduit  à la  forme  4ra  — i toutes  les  solutions 

de  l’équation  ce  qui  se  fera  , en  conservant  les  nom- 

bres 4n — 1 , et  ajoutant  ac  à ceux  qui  sont  de  la  forme  4n+i  , 
on  aura nombres  de  la  forme  4n — i , et  moindres  que  4c; 

soit  a l’un  quelconque  de  ces  nombres,  et  l’expression  4cs  + a 
sera  la  forme  générale  des  diviseurs  4 n — i de  la  formule  t’  + cn’. 

Ainsi , par  exemple  , les  diviseurs  4 n + > de  la  formule  t’  + 4i«'* 
seront  compris  dans  la  formule 

i64j+  1,5,  9,31,  35;  3.4,  37, 45,  4g,  5;;  61  , 73, 77, 
81,  io5j  ii3,  131,  135,  i33,  i4i. 

Et  les  diviseurs  4 « — 1 1^  même  formule  seront  compris  dans 

la  formule 


.^=i64z+3,  7,  11,  i5,  ig;  27,  55,  47,  55,  63,- 
7>>75,79>95;  99»  'i‘>  147,  i5i. 

On  conclura  de- là , par  voie  d’exclusion  , les  diverses  formes , soit 
4/1+  1 , soit  4/1 — 1 , qui  ne  divisent  point  /''  + 4i  u'.  En  général, 
il  est  aisé  dé  voir  qu’il  y aura  toujours  autant  de  formes  pour 
les  non-diviseurs  que  pour  les  diviseurs,  ce  nombre  étant  égal  à 

— — soit  dans  la  forme  4 /i+  1 , soit  dans  la  forme  kn — 1. 


2 

Hemarque.  Tout  nombre  premier  contenu  dans  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  <‘+c«’  est  nécessairement  diviseur  de  l*+c//*. 
('ar  soit  ce  nombre  premier , s’il  est  de  la  forme  4 /i+  i,  on  aura 


donc  ^ est  diviseur  de  <*+c«*. 


Si  est  de  la  forme  4 n — 1 , on  aura 


— 1 , donc 


1 , donc  ^ est  diviseur  de  r+cu*. 


Cette  remarque  est  le  fondement  d’un  grand  nombre 


de  propriétés 
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lies  nombres  premiers;  car  puisqu’élanl  donné  c on  peut  déterminer 
O priori  toutes  les  formes  linéaires  4cz-|-6  dont  sont  susceptibles 
les  diviseurs  de  la  formule  l'+c  u',  et  que  d’un  autre  côté  on  peut 
aussi  déterminer  toutes  les  formes  quadratiques  py'  -^-iqj'z  + rz' 
qui  conviennent  à ces  mêmes  diviseurs  , il  s’ensuit  que  tout  nombre 
premier  renfermé  dans  l’une  des  formes  linéaires  4cr  + ô , doit 
être  de  l’une  des  formes  quadratiques  py^  + iqys  + rz'.  Proposition 
très- féconde  J et  dont  le  développement  pour  les  différentes  valeurs 
du  nombre  premier  c , fournit  une  multitude  de  lliéorèraes  inté- 
ressans  sur  les  nombres  premiers. 

Lorsque  ^4  est  un  nombre  composé  , il  ne  suffit  pas  qu’il  soit 
compris  dans  les  formes  4ci-l-  ô qui  conviennent  aux  diviseurs 
de  et  malgré  celte  condition  , "il  pourroit  bien  n’ètre  pas 

diviseur  de  cette  formule.  Par  exemple  , lorsque  c = 4i  , la  forme 
i64z-f-57  contient  le  nombre  221  = 13.17,  lequel  n’est  point 
diviseur  de  /*-l-4t«’,  car<’-f  4iw*  n’est  divisible  ni  par  i3  ni 
par  17. 


(197)  Théorème.  Soit  c un  nombre  premier  in — i , et  \ un 
dU'iseur  impair  quelconque  de  la  formule  l*  -t-  c u*,  je  dis  qu’on  aura 

toujours  = • • 

Car  soit  a un  nombre  premier  4n-f- 1 , et  f un  nombre  premier 
in — I,  tous  deux  diviseurs  de  t'+cu',  on  aura  ^ ~ ‘ » 

^—^^  = 1 , ou  1 , ^-^^  = — 1 ; donc  réciproquement 

^-^^  = 1,  ^ = t.  Donc  tout  diviseur  ^ composé  du  produit 

de  plusieurs  nombres  premiers  « et  f , donnera  ^—^=1. 

Corollaire.  Tout  diviseur  impair  de  la  formule  t‘  + cu',  peut  être 
représenté  par  2cz-fa,  a étant  l’un  des nombres  impair» 

et  moindres  que  2C  qui  satisfont  à l’équation  ^-^^=  i. 
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Par  exemple,  si  c=5g,  tout  diviseur  de  la  formule  P+Sgw* 
pourra  être  représenté  par  la  formule 


! iSz-H  I,  3, 5,  7,  9;  1 5,  17,  ig,  21,  25;  27,  29, 35,  4 1,  45  ; 
4g,  5i,53,  57,  63;  71,  75,  79,81,80;  87,  g5,  io5, 107. 

On  démontrera  aussi , comme  dans  le  cas  précédent , que  tout 
nombre  premier  compris  dans  la  forme  linéaire  acz+a  est  né- 
cessairement diviseur  de  + 

Remarque.  On  trouveroit  de  même  , à l’égard  des  diviseurs  de 
la  formule  <’ — cw*,  les  théorèmes  suivans: 

x°.  Soit  c un  nombre  premier  4n  + 1 et  un  diviseur  impair 

quelconque  de  la  formule  <* — eu',  on  aura  = 1 ; donc  ^ 


sera  toujours  de  la  forme  7cz  + a,  a étant  l’une  des  - — - sola- 

2 

tions  de  l’équation  = 1 , et  réciproquement  tout  nombre  pre- 
mier compris  dans  les  formes  2cz+«  sera  diviseur  de  la  formule 
t'—cu'. 

q°.  Soit  c un  nombre  premier  4/j-r-i  et  un  diviseur  impair 
quelconque  de  la  formule  /* — eu'  ; si  est  de  la  forme  4n+i  , 

on  aura  1 , et  si  est  de  la  forme  4n — 1 , on  aura 

/y4\ 

= — t } de -là  on  tirera  aisément  les  formes  linéaires  qui 


conviennent  au  diviseur  A.  Réciproquement  tout  nombre  premier 
contenu  dans  ces  formes  sera  diviseur  de  la  formule  t' eu'. 


(ig8)  Considérons  maintenant  les  diviseurs  de  la  formule  t’  + aeu’, 
c étant  un  nombre  premier. 

Soit  d abord  c = 4/i+i  , et  soient  n , a',  a",  des  nombres 
premiers  respectivement  des  formes  8m+i  , 8w+3,  8m  + 5, 
8/«  + 7,  tons  diviseurs  de  r + 2Ctt’,  on  aura  dans  ces  différens 
cas  (n°.  i34): 
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Mais  on  a en  même  temps  (n®.  i48) 


donc  0=1,  0=-«,  0 = 


réciproquement  0 = i , (7)  = » , (7)  = ’ (7)  = “ ‘ • 


Soit  maintenant  ^ un  nombre  quelconque  de  l’une  des  deux 
formes  8«+i  , 8n  + 3,  et  soit  JS  un  nombre  de  l’tine  des  deux 
autres  formes  8n  + 5 , 8^  + 7 ; le  nombre  ^ résultera  nécessai- 
rement du  produit  d’un  nombre  quelconque  de  facteurs  a , a'  par 
un  nombre  pair  de  facteurs  a',  a' , et  ainsi  on  aura  toujours 

i J de  même  le  nombre  B résultera  du  produit  d’un  nombre 

quelconque  de  facteurs  a , a',  par  un  nombre  impair  de  facteurs 

f B\ 

a",  cl” , et  ainsi  on  aura  ^7^  = — • • 

Soit  en  second  lieu  c = 4/i — i , et  soient  toujours  a,  <7',  &c. 
des  nombres  premiers  des  formes  8n-l-i  , 8n  + 3,  &c.  lesquels 
divisent  la  formule  t'  + 7cu',  on  aura,  comme  ci-dessus 

donc  réciproquement  = = — 1,^-— ^ = 

Soient  v^-et  B deux  nombres  composés  , le  premier  8/i-4-i  ou 
8n-4-7,  le  second  8n-f-3  ou  8/J  + 5,  il  est  aisé  de  voir  que  le 
nombre  ^ résulte  du  produit  d’un  nombre  quelconque  de  facteurs 
a , a",  par  un  nombre  pair  de  facteurs  a,  a”,  et  ainsi  on  aura 

toujours  I.  A l’egard  du  nombre  S , il  peut  être  censé 

formé  du  produit  d’un  nombre  par  l’un  des  facteurs  o',  o";  donc 

on  aura  ) = — i . 

Nous  pouvons  donc  établir  ces  deux  tliéorênies. 
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I.  A étant  un  diviseur  quelconque  8n  + i ou  8n+3,  W B r/n 
diviseur  8n  + 5 ou  811+7  t/c  formule  t*  + 2cu*,  dans  laquelle  c 

est  un  nombre  premier  4 n + 1 , on  aura  toujours  ^ ^ = 1 et 

(J=- 

II.  A étant  un  diviseur  Sn+ i on  8n+7,  et  B un  diviseur  8x1 +5 
ou  8n  + 5 de  la  formule  l*  + 2cu*  dans  laquelle  c est  un  nombre 

premier  4 n — 1 , on  aura  toujours  = \ et  = — 1 , 


(199)  De-là  on  voit  qu’on  peut  déterminer  a priori  toutes  les 
formes  linéaires  8car  + A qui  conviennent,  soit  aux  diviseurs 
soit  aux  diviseurs  B de  la  formule  <*+2cu*. 

Par  exemple  , soit  c = 29  , les  solutions  de  l’équation  1 

étant 

.^  = 58z+  1,  5,  7,  9,  i3  ; 25,  25,33,  35,  45;  4g,  5i,  53,  57, 
si  on  concilie  ces  solutions  avec  les  formes  8n+i  et  8n+3  , on 
aura  toutes  les  formes  des  diviseurs  8/1+1  , 8/i+3  de  Informulé 
/*  + 58u’,  lesquelles  sont: 

.t^  = 23qz+  I,  9, 25, 33, 35; 4g, 5i, 57, 5g, 65  ;67,  81, 83,gi,  107; 

1 15,121,123,129,13g;  161,169,179,187,209;  21g,  225,227. 
On  trouvera  de  même  les  formes  des  diviseurs  8/1+5,  8/1+7, 
de  la  même  formule  , lesquelles  sont  : 

i3  = 232 z+  15,21,31,37,39;  47,55,61,69, 77;  79, 85, 95, 101,119; 

I27,i33,i35,i43,i57;  1 5g,  189,191,205,213;  2 15,221.229. 

Soit  encore  c=ii,  l’équation  = i ayant  pour  solutions 

a:  = 22z+i,3,  5,  9,  i5,  si  on  ramène  chaque  solution  aux  formes 
8//+1  et  8/1  + 7,  on  aura  toutes  les  formes  des  diviseurs  8 /i+ 1 
et  8/1  + 7 formule  i*  + 22/<’,  lesquelles  seront  : 

..^  = 88z  + 1 , 9 , i5 , 23 , 25;  3i , 47  , 4g , 71  , 81. 

De  même  les  solutions  de  l’équation^ — ^ = — 1 étant  x=  2Qz+7, 

i3 , 17 , 19  , 21 , si  on  les  réduit  aux  formes  8/i+3,8/i+5,  on 

aura 
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Sara  tontes  les  formes  des  diviseurs  8n  + 3,  8n  + 5dela  formule 
P + 77U',  lesquelles  seront  : 

J3  = 88r+  i3 , 19,  31 , 39  , 35j  43,  5i  , 61  , 83,  85. 


(300)  Ayant  déterminé  les  diverses  formes  linéaires  8cj  + 5 qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  l‘+acu‘,  on  peut  démon- 
trer que  tout  nombre  premier  compris  dans  ces  formes  est  néces- 
sairement diviseur  de  ^*-i-3c«*j  car  si , par  exemple,  ^ est  do 
la  forme  8n+3,  et  c de  la  forme  oura  (n®.  198) 


= 1 } de-là  on  déduit  = t } d’ailleurs  on  a , par  la  forme 
du  nombre  = — 1 ,donc  Ç ~ • » donc  ^ est  divi- 


seur de  /*+3cu*.  Les  antres  cas  se  démontreront  de  la  même 
manière. 

Remarque.  II  est  essentiel  d’observer  que , quel  que  soit  le  nom- 
bre c , premier  ou  non  , positif  ou  négatif , les  diviseurs  linéaires 
de  la  formule  seront  les  mêmes  , soit  que  ces  diviseurs 

soient  supposés  des  nombres  premiers  , soit  qu’ils  soient  des  nom- 
bres composés  quelconques. 

En  elTet , si  on  considère  seulement  parmi  les  diviseurs  de  la 
formule  ceux  qui  sont  premiers  à c (et  il  est  inutile  d’en 

considérer  d’autres  , parce  qu’on  sait  bien  que  tout  diviseur  de  c 
divisera  la  formule  <’-|-ca*) , et  qu’on  représente  par  3cz-(-5  rua 
des  diviseurs  linéaires  dont  il  s’agit , b sera  premier  par  rapport 
à c,  de  sorte  que  la  formule  3cz-h5  contiendra  nécessairement 
des  nombres  premiers , et  en  contiendra  même  une  inbnité  (Voyez 
l’Introd.  n®.  XXIV).  Donc  la  forme  3cz+6  sera  comprise  parmi 
toutes  les  formes  possibles  des  nombres  premiers  qui  divisent  la 
formule  t*  -f-  c «*  ; donc  il  suffit  de  chercher  toutes  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  premiers, et  celles-ci  comprendront  absolument  tontes 
les  formes  possibles  , tant  des  diviseurs  simples  que  des  diviseurs 
composés. 

Cette  remarque  abrégera  singulièrement  les  calculs  nécessaires 
pour  déterminer  a priori  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  la 
formule  c étant  un  nombre  composé.  Nous  allons  appliquer 

li 
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cette  méthode  à quelques  cas  généraux  ; ensuite  nous  indiquerons 
une  autre  méthode  moins  directe  , mais  beaucoup  plus  expéditive 
pour  remplir  le  même  objet. 


(îOi)  PnoBLtME.  Soit  c=«tC,  « et  C étant  des  nombrea  premiers 
quelconques , i excepté,  on  demande  quelle  doit  être  la  forme  du 
nombre  premier  A , pour  que  A divise  la  formule  l*+aCu*. 

Il  faut  en  général  qu’on  ait  i • mais  pour  satisfaire 

à cette  équation  , nous  distinguerons  deux  cas , selon  que  est 
de  la  forme  in+  i , ou  de  la  forme  in — i. 

1*.  Si  -.^est  un  nombre  premier  4n+  i , l’équation  à résoudre 

sera  = i , et  on  n’y  peut  satisfaire  que  de  deux  ma- 
nières, l’une  en  supposant  i , (2^)  = * > l’autre  en  sup- 

posant(:^)  = -.,(^)  = -i.' 

Dans  le  premier  cas  , on  aura  , par  la  loi  de  réciprocité  , 
^ = 1 , La  première  équation  étant  résolue , comme 

il  a été  expliqué  ci-dessùs , et  les  solutions  étant  toutes  réduites 


à la  forme  4 n + 1 , on  aura 


valeurs  de  ^ de  la  forme 


4«z4-<»’}  la  seconde  équation  donnera  pareillement 


C— 1 


valeurs 


de  yi  de  la  forme  iCz+C.  Donc  si  on  fait  accorder  chacune  des 
formules  4otx-t-tt'  avec  chacune  des  formules  4f  s + f',  on  aura  en 

tout ^ ^ formules  de  cette  sorte  ^=4aCx  + > 

3 2 

Dans  le  second  cas  , on  aura  semblablement  les  équations 
^ ^ = — 1 , ^ » lesquelles  étant  résolues  séparément , 

a I C — 1 

puis  combinées  entr’elles , fourniront  de  meme  . for- 

a 3 

amies  de  la  forme  ^ =.i*Cz+y, 
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a*.  Si  ^ est  un  nombre  premier  4n  — i , la  condition  à remplir 

sera  = — i,  = — *•  “'y  salisfairo 

que  de  deux  manières,  soit  en  supposant  = i , = — i, 

soit  en  supposant  = — i,  = '• 

La  première  manière  donne , d’après  la  loi  de  réciprocité,  (n*.  164) 


^ = C — I — r — • J~i  et  comme  ces  équations  rentrent 

toujours  dans  l’uue  ou  l’autre  des  deux  équations  ^ = q-  1 , 

^ = — 1 , c étant  un  nombre  premier , il  sera  facile  d’avoir  la 

valeur  de  ^ qui  satisfait  à chacune  de  ces  équations.  Ensuite  la 

combinaison  des  valeurs  donnera  un  nombre  - — ^ ^ de  solu- 

3 3 

lions  toutes  de  la  forme  4«Cz+a. 

La  seconde  manière  de  satisfaire  à la  question , donnera 

= ( — ij  • , et  on  en  tirera  des  conséquences 

analogues.  Il  y aura  donc  en  tout  quatre  formules  générales 

4 a fs  4-  a contenant  chacune  pour  ( a ) un  nombre  de  valeurs 

a — 1 f — I 

’ • “■  ■ • 

3 3 

(302)  Si  on  suppose  c=af>  , « , f , ^ étant  trois  nombres  pre- 
miers inégaux  , 1 excepté , on  s’y  prendra  d’une  manière  sem- 
blable pour  trouver  la  forme  des  diiférens  nombres  premiers  qui 
peuvent  diviser  la  formule  t‘+cu‘. 

Soit  ^ l’un  de  ces  nombres  , il  faudra  en  général  qu’on  ait 

^ ^ = 1 . Supposons  d’abord  ^ de  la  forme  4'>+>>  cette 

équation  deviendra  = 1 , et  on  ne  pourra  y 

satisfaire  que  de  ces  quatre  manières  : 

li  3 
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1». 

(ÿ=.. 

(3)= 

». 

©=‘ 

2». 

(3)  = 

— 1 

■ ©=-■ 

3». 

■ 0- 

= 1 

• (3)=- 

4». 

• O- 

= — 

Dans  le  premier  cas , on  aura , par  la  loi  de  réciprocité  , 
(— ) = i , (~)  = 1 , (— ) = 1 J or  les  valeurs  qui  satisfont  à ces 
équations  sont  de  la  forme  -^=4«z  + «',  ^=4jz  + >', 

«'  ayant  valeurs  moindres  que  4«  , f'  ayant  — valeurs 

moindres  que  4c,  et  >' ayant valeurs  moindres  que  4>.  Donc 


si  on  fait  accorder  les  trois  valeurs  4«i  + «',  iCz  + C,  4>z  + >', 
suivant  toutes  les  combinaisons  possibles , on  aura  une  nouvelle 
formule  ^ = 4«f>z  + «*  , dans  laquelle  «*  aura  un  nombre  de  va- 

C 1 y I 

• • 

2 


leurs 


3 2 2 

Il  y aura  une  formule  semblable  pour  chacun  des  quatre  cas 
qui  sont  à considérer  lorsque  ^ est  de  la  forme  4n+  i j il  y en 
aura  quatre  pareilles  pour  représenter  les  valeurs  de  ^ lorsque 
^ est  de  la  forme  4n — i.  Donc  on  aura  en  tout  huit  formules  , 
-I  C 1 y 1 


chacune  renfermant 


formes  différentes. 


3 2 2 

Il  n’est  pas  dilEcile  de  voir  que  si  c conlenoit  un  quatrième 
facteur  <T,  le  nombre  des  formules  deviendroit  double  > et  le  nombre 

des  formes  contenues  dans  chacune  scroit^ — 


2 2 2 2 

On  peut  donc  établir  cette  conclusion  générale. 

Si  on  désigne  par  m le  nombre  des  facteurs  premiers  « , ^ , j- , &c. 
qui  composent  le  nombre  c , les  diviseurs^  impairs  de  la  formule 
t*  + c u’  seront  représentés  par  7"  formules  A = 4 c z + a , dans  cha- 
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cune  desquelles  a aura  un  nombre  de  valeurs . . 

I 11 


t—\ 

1 


. &c. , de  sorte  que  le  nombre  de  toutes  les  formes  linéaires 


contenues  dans  ces  formules  sera  (a — i ) (•  — Cr—’O  8tc. 

Il  pourra  arriver  que  les  formes  kn+\,  4/i — i soient  confon- 
dues dans  une  même  formule,  laquelle  seroit  2c*  + a , au  lieu  do 
4cx  + a que  nous  venons  de  trouver;  mais  alors  il  y auroit  deux 
fois  moins  de  formules , ce  qui  reviendroit  au  même. 


(2o3)  Si  on  &c—'id,  d étant  un  nombre  impair  résultant  du 
produit  des  m nombres  premiers  « , C , > , , il  faudra  consi- 

dérer , à l’égard  du  diviseur  ^ , les  quatre  formes  8«+i  , 8n  + 3, 
8/1  + 5, 871-1-7,  chacune  desquelles  donne  une  valeur  déterminée 

pour  I de  sorte  qu’il  ne  faudra  plus  que  satisfaire  à l’une 

ou  l’antre  des  équations  (^)  = • > ' selon  les  cas. 

Cette  équation  , traitée  toujours  delà  même  manière,  donnera 
valeurs  , chacune  de  la  forme  Salz  + a,  dans  laquelle  (a) 

“ — * ^ ' y — * 

aura  un  nombre  de  valeurs • . . &c.  La  meme 


chose  ayant  lieu  pour  chacune  des  quatre  formes  8/j+  i , 8 /j  + 3,  &c. , 
on  aura  donc  en  tout  a”'’*''  formules  ^ = ^d z + u , ou^=4cz-t-a, 

" ' I 

dans  chacune  desquelles  (a)  aura  uu  nombre  de  valeurs . 


C — I ^ — I 


&c. , et  le  nombre  total  des  formes  linéaires  sera 


par  conséquent  1 (a — i ) (C — i ) (y — 1 ),  &c. 

Si  le  nombre  c contenoit  un  facteur  quarré , on  pourroit  le  divi- 
ser par  ce  facteur  , car  la  formule  t'  + ci'u‘  n’est  pas  plus  générale 
que  t'  + cu‘,  et  n’admet  pas  d’autres  diviseurs  premiers  à c.  Ainsi 
on  peut  toujours  supposer  que  c est  le  produit  de  plusieurs  nombres 
premiers  inégaux  , sans  en  excepter  a ; de  sorte  que  les  deux  cas 
généraux  que  nous  venons  d’examiner  renferment  absolument  tous 
les  cas  possibles.  Enlln  , quoique  nous  u’a}'uus  considéré  jusqu’à 
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présent  que  le  cas  de  c positif,  la  formule  l’ — eu'  se  traiteroît 
de  la  même  manière  ; et  on  auroil  les  mêmes  résultats  quant  au 
nombre  des  formes  4cz  + a,  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  cette 
formule.  Mais  dans  tous  les  cas  , on  peut  trouver  ces  dilTérentes 
formes  linéaires , par  un  procédé  plus  simple  , et  qui  conduit  à 
de  nouvelles  propriétés. 

(204)  On  a déjà  vu  (n°.  i38)  que  les  différens  diviseurs  d'une 
formule  telle  que  peuvent  toujours  se  réduire  à la  forme 

^ =py'+'^ç  y ^^rz' , 

dans  laquelle  on  a pr^ç'  — c,  et  où  l’on  peut  supposer  2 y non 
plus  grand  que  p et  r.  Au  mo3'en  de  ces  conditions , il  est  facile 
de  déterminer  a priori  toutes  les  formes  des  diviseurs  qui  répon- 
dent à un  nombre  donné  c.  Les  formes  pj'-\-iqyz^rz',  con- 
tenant des  indéterminées  an  second  degré  , seront  appelées  dé- 
sormais formes  quadratiquoa  , pour  les  distinguer  des  formes  li- 
néaires 4cx+a>  dontnous  nous  sommes  occupés  dans  ce  paragraphe 
et  dans  le  précédent. 

Supposons  donc  qu’étant  donné  le  nombre  c on  a déterminé 
d’abord  toutes  les  formes  quadratiques  qui  conviennent  aux  divi- 
seurs de  la  formule  proposée  t*±cu*,  il  ne  restera  plus  qu’à  déve- 
lopper ces  formes  quadratiques  en  formes  linéaires  j on  aura  ainsi 
toutes  les  formes  linéaires  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  cette 
formule  , on  aura  de  plus  l’avantage  de  connoîire  la  correspon- 
dance qu’il  y a entre  les  formes  quadratiques  et  les  formes  linéaires. 

Tout  se  réduit  par  conséquent  à voir  ce  que  devient  la  formule 
pjy'  + aqjyz:izrz‘,  lorsqu’on  y substitue,  au  lieu  de  y et  z , des 
nombres  quelconques  déterminés  , et  qu’on  met  les  résultats  sous 
la  forme4cz  + a,  où  l’on  peut  négliger  les  multiples  de  4c,  et  ne 
conserver  que  le  résultat  positif  et  moindre  que  4 c. 

Or  il  n’est  pas  nécessaire  , dans  cette  substitution  , de  fairej'  ni  z 
plus  grands  que  2c;  car  si  à la  place  de  y et  z on  substitue  2 c+_y 
etac+z,  la  formule /j^y'  + syj'zirz*  deviendra 

/jf2C+J'/  + 2yf2C+^;  (7C+z)^r(7C-i-z)‘  , 

quantité  qui  se  réduit  à py' 7 qjf  z ±r z'  + ic M , 4cAf  étant  un 
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multiple  de  4 c;  de  sorte  que  ces  valeurs  3 c+y  , a c + * donneront 
la  même  forme  linéaire  4ca'4-a  qu’avoient  donnée  et  z. 

Il  faut  éviter  également  de  donner  à et  z des  valeurs  qui 
rendraient  py'  + 7qj  zz±:rz'  pair,  car  nous  ne  considérons  ici  que 
les  diviseurs  impairs  , et  de  plus  , les  diviseurs  premiers  à c. 

Pour  remplir  plus  sûrement  cette  condition  , il  sera  bon  de  pré- 
parer le  diviseur  quadratique  pj'-\-iqjz:i=.rz'  de  manière  que  r 
soit  pair,  car  alors  p étant  impair,  on  donnera  à y des  valeurs 
impaires  quelconques  , et  à z des  valeurs  paires  ou  impaires  à vo- 
lonté. Si  r n’est  pas  déjà  pair  dans  le  diviseur  , il  sufRra  de  mettre 
y^z  k la  place  de  y,  et  la  transformée  aura  son  dernier  terme 
pair.  Nous  aurons  occasion  aussi , dans  certains  cas  , de  donner  aux 
diviseurs  quadratiques  la  forme  pj'-^-qjz  + rz'  dans  laquelle  les 
trois  coefliciens  sont  impairs.  Alors  il  faudra  supposer  successiv’e- 
ment  r = 3u,  z + y = 3«,  ce  qui  donnera  trois  for- 

mules ayant  la  condition  requise  ; mais  on  verra  que  le  dévelop- 
pement d’une  de  ces  formules  sudit. 

(3o5)  Considérons  donc  la  formule  ^ = py'  + 'iqyz-±:i  mz’, 
on  l’on  a 3mpqzy*=c,  et  dans  laquelle  y doit  être  impair, 
ainsi  que  p.  Si  on  suppo.se  y et  c premiers  enir’eux  , />  et  c seront 
au.ssi  premiers  entr’eux.  Cela  posé,  si  l’on  fait  jr=  i , je  dis  que 
la  formule  am4*)  où  il  ne  reste  plus  que  4 d’indéter- 

miné , contiendra  toutes  les  formes  linéaires  4 c .r  -f  a , qui  sont  com- 
prises dans  la  formule  proposée  p y*  + 3 /j'zdba  mz‘. 

Il  faut  prouver  pour  cela  que  , quelles  que  soient  j'  et  z , on 
pourra  toujours  trouver  une  indéterminée  4 telle  que 
p + 3 y4^  1 m4‘—py' — ^qyzzp  -imz* 

4c 

soit  un  entier.  En  effet , puisque  p et  4 c sont  premiers  entr’eux  , 
la  quantité  précédente  sera  un  entier,  si  son  produit  par  p en  est  un , 
c’est-à-dire  si  l’on  a 

(p-\-q-\-)'—(py-\-qz)'ziic(Jr'—z') 

^ 

4<? 

Soit  d’abord  4 = z-+-3S  , et  il  suflira  de  satisfaire  à la  condition 

(p  + qz+iqK)'—(pr->rqz)' 

• 4c 
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C’esl  ce  qu’on  peut  obtenir,  en  prenant  une  nouvelle  indélernû* 
née  9 , telle  que 

/»  + y*+3y».=;>^4-ÿ*  + 2c9  j 

or  cette  équation  sera  toujours  résoluble , puisqu’elle  peut  être 
mise  sous  la  forme 


où  c et  7 sont  premiers  entr’eux , et  où  d’ailleurs  le  second  membre 
est  un  entier. 

Donc  pour  déterminer  toutes  les  formes  linéaires  de  la  formule 
^ — P y'  + 3 X db  a m *•,  il  suffira  de  déterminer  celles  de  la  for- 

mule plus  simple 

A =pAr'i  •, 

ce  qui  se  fera , en  donnant  à les  valeurs  successives  o,  i,  3,5,  &c. 
jusqu’à  3c  — 1 , ou  seulement  jusqu’à  c— i sIÿ  = o.  Les  valeurs 
de  A se  calculent  aisément  par  le  moyen  de  leurs  différences  , 
et  en  omettant  les  multiples  de  4c  à mesure  qu’ils  se  présentent. 
Ensuite  on  rejettera  parmi  tous  les  résultats  ceux  qui  sont  iden- 
tiques avec  d’autres , et  ceux  qui  ont  un  commun  diviseur  avec  c. 

(aoG)  Si  ÿ et  c ne  sont  pas  premiers  eutr’eux  , il  sera  toujours 
facile  de  transformer  la  formule  py'->riqyz-^'xmz'  en  une  autre 
semblable  , dans  laquelle  q soit  premier  à c ; de  sorte  qu’on  doit 
regarder  comme  absolument  général  le  procédé  qu’on  vient  d’indi- 
quer, Cependant  nous  dirons  encore  deux  mots  du  cas  particulier  où 
la  formule  proposée  esty*=fccx*  ou  ay'-àzbz'. 

Si  l’on  a A ~y*  x*,  il  faudra  distinguer  deux  cas , selon  que 

c est  pair  ou  impair. 

1°.  Si  c est  impair,  on  supposera  d’abord  y impair  et  x pair, 
ce  qui , en  rejetant  les  multiples  de  4 c , réduit  la  valeur  de  A au 
seul  terme^*,  d’où  résulte  i , g , 35 , &c.  ; on  supposera  en- 
suite y pair  et  x impair,  ce  qui  donnera  A , et  ainsi 

on  formera  la  suite  4=1=  c,  i6=l=c,  36=kc,  &c. , ayant  toujours 
soin  de  rejeter  les  multiples  de  4<^>  Les  résultats  provenus  de  ces 
deux  suppositions  , composeront  toutes  les  formes  linéaires  de  A. 

3°.  Si  c est  pair , il  faudra  nécessairement  que  y soit  impair , mais  x 

et 
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sera  à volonté  ; si  « est  pair,  on  aura  simplement  yt  ~y'=  1 ,9,a5,&c.  ; 
si  Z est  impair  , on  aura  ^ =^“±c  ; de  sorte  qu’il  faudra  former 
la  suite  i=tc,  9±c,  t5^c , &c.  Les  deux  systèmes  réunis  don- 
neront toutes  les  formes  du  diviseur 

Si  le  nombre  c — aù,  parmi  les  diviseurs  de  t’=fcc«*,  on  ren- 
contrera nécessairement  ay'zizùz'.  Pour  avoir  les  formes  linéaires 
de  ce  diviseur,  on  donnera  à 7^  les  valeurs  successives  1 , a,  3.., 
jusqu’à  b — I,  et  on  donnera  à z les  valeurs  i.a.3....  jusqu’à 
a — I,  11  est  Inutile  d’aller  plus  loin  , parce  que  si  à la  place  de^ 
on  met  b+y  et  b — y,  les  deux  résultats  diffèrent  d’un  multiple 
de  iab  on  de  4c,  et  par  conséquent  ne  sont  pas  censés  diffé- 
rens.  11  en  est  de  même  , si  on  met  o + r et  a—  z à la  place  de  z. 
Il  faudra  donc  combiner  chacune  des  valeurs  de  ay'  avec  chacune 
des  valeurs  de  =±=^2*,  et  la  seule  condition  que  la  somme  soit  un 
nombre  impair , exclura  beaucoup  de  combinaisons  ; il  faudra 
ensuite  supprimer  les  résultats  qui  sont  identiques  avec  d’autres  , 
ou  qui  ont  un  commun  diviseur  avec  c. 

A ces  préceptes  généraux  nous  n’ajouterons  plus  qu’une  ob- 
servation, c’est  que  dans  le  cas  dec=4/i  — 1,  les  diviseurs  linéaires 
de  la  formule  l'  + cu'  doivent  être  représentés  simplement  par 
2cx  + a,  au  lieu  de  l’être  par  4cx+a  , parce  qu’alors  une  même 
forme  quadratique  contient  les  diviseurs  4n+i  et  les  diviseurs 
4 n — I.  Le  calcul  d’ailleurs  est  toujours  le  même  , avec  cette  seule 
différence,  qu’au  lieu  de  supprimer  les  multiples  de  4c,  on  sup- 
prime ceux  de  a c , ce  qui  rend  l’opération  encore  plus  prompte. 

Exehfle  1. 

(007)  Soit  proposé  de  trouver  tous  les  diviseurs  tant  quadratiques 
que  linéaires  de  la  formule  <*  + 4ih*. 

On  cherchera  d’abord  les  diviseurs  quadratiques  , au  moyen  de 
la  formule  pr — y’=4i,  où  l’on  doit  supposer 
"iq<,p  et  r.  Voici  le  calcul: 

i®.  Soit  7 = 0,  on  aura  pr  = donc  p — \ , r = 4i. 

C p = i , r=  i4 

3*.  Soit  ÿ = 1 , on  aura  pr=.k%,  donc  / ^ = 7 » r = 6 

l p=2i,  r=3 

Kk 
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3°.  Soit  y = 3 , on  aura  />r=  45  = 5.g  , donc  = 5 , r=  g. 
4®.  Soit  y=3  , on  aura /jr  = 5o  ; mais  5o  ne  se  décompose  pas 
en  deux  facteurs  plus  grands  que  6 , ou  dont  le  moindre  soit  égal 
à 6.  Donc  Eopéralion  est  terminée  , et  il  n’y  a que  cinq  formes 
possibles  pour  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  proposée. 
De  ces  cinq  formes  , trois  sont  relatives  aux  diviseurs  4 n + > > 
savoir  : 

y*+  4i  Z* 

3I^*+  3>  Z + 3 Z* 

4jvz  + gz*. 

Les  deux  antres  se  rapportent  aux  diviseurs  4 n — i > et  sont  ; 
3^’+  3^ Z + i4  z° 

7J'*+  ’y-  + 6-*. 

Cherchons  maintenant  les  formes  linéaires  qui  répondent  à tes 
formes  quadratiques. 

Prenons  parmi  les  diviseurs  4/;  + i la  forme -.^=5ji'*+4rz  + gz*, 
et  comme  le  coefficient  du  dernier  terme  est  impair,  mettonsjv — z 
à la  place  de  y , puis  changeons  le  signe  de  z , nous  aurons 
'^=5y'  + Qiyz->r  loz*.  Après  cette  préparation,  on  peut  considérer 
simplement  la  formule  -^=54-fi4+ »o4’.  Voici  les  résultats  qüe 
donne  cette  fornmle  , en  Tafsant  successivement  4=0  , i , 3.3. . 
et  rejetant  â mesure  les  nmltiples  de  4c*  = i64. 

Diff.  i6  36  56  76  g6  ii6  i36  i56  176=13 

A = 5, 31,57,  ti3,  i8g=35,  »3i , 337=73,309=45,  301=37. 

DifF.  33  5?  73  92 

A = 4g,  81,  i33,  2o5  = 4i,  »33. 

Arrivé  au  résultat  4i  = c,  on  voit  que  les  précédens  i33,  81  , &c. 
doivent  revenir  dans  l’ordre  inverse  de  sorte  qu’on  parviendra 
ainsi  au  terme  5 j mais  il  reste  à savoir  si , passé  le  terme  5,  il  n’y 
auroit  pas  de  nouveaux  termes  non  compris  dans  ceux  qu’on  a 
déjà  trouvés.  Pour  cela  , il  faut  prolonger  la  suite  en  arrière  , 
comme  on  le  voit  ici  : 

DÛT.  — 16,  4,34,44,64  84  io4  134  i44  i64=o 

A=  31,5,  9,  33,  77,  i4i,  235=6i,  i65=i,  135,  369=105. 
Ici , à cause  de  la  düTérence  0 , nous  n’irons  pas  plus  loin , parce 
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qae  nons  sommes  sûrs  maintenant  que  les  termes  précédens  revien- 
dront , et  qu’on  n’aura  aucun  nouveau  terme.  Donc  en  rassem- 
blant les  résultats  trouvés,  et  excluant  4i=e,  on  aura  les  ao 
formes  suivantes  qui  répondent  au  diviseur  proposé  + + 

ou  5^*  + 6^r+ loz’ J ces  formes  sont: 

.^=i64x+  1,  5,  g,  31,  35;  33,  37,  45,  4g,  57; 

61 , 73, 77 , 81 , io5 , 1 13 , 131 , 1 35 , i33 , i4 1. 

Prenons  piointenant  la  formule  quadratique  ^ =j^*+  4 1 x*;  en 
supposant  d’abord  z pair  , il  suffira  de  développer  la  valeur  y*  d’où 
résulteront  les  mêmes  30  formes  qu’on  vient  de  trouver.  Soit  en- 
suite _y  pair  et  Z impair,  on  aura  à développer  la  valeur^=4«*  + gi, 
de  laquelle  résulteront  toujours  les  mêmes  formes.  Enfin  la  troi- 
sième forme  quadratique  ..^=2ij'*  4-3j'  x + 3 s’  des  diviseurs  4n+  1 
donne  encore  les  mêmes  formes  , et  en  effet  les  formes  trouvées 
comprennent  toutes  celles  qui  ont  été  déterminées  a priori  pour 
les  diviseurs  4 /!+ 1 de  la  formule  /‘+c/3*,  le  développement  des 
différentes  formules  ne  pouvoit  donc  fournir  d’autres  formes  que 
le.s  30  déjà  trouvées  n“.  igfi;  mais  on  voit  que  chaque  formule 
particulière  les  fournit  tontes,  et  c’est  une  propriété  que  nous 
allons  démontrer  en  général. 


(208)  Si  c est  un  nombre  premier  4n  + 1 , /es  diJfJrens  diviseurs 
(quadratiques  4 n + 1 de  la  formule  t*  -f-  c u*,  fourniront  tous  les 

c — 1 

mêmes  formes  linéaires  4 c z + a , a ayant valeurs  positives 

moindres  que  4c,  et  ces  valeurs  ne  seront  autre  chose  que  les 
solutions  de  l’équation  ^ ^ = 1 réduites  à la  forme  4 n + 1 . Pa- 


reillement tous  les  diviseurs  quadratiques  4n— 1 delà  même  for- 
mule fourniront  les  mêmes  formes  linéaires  4cz  + a,  a ayant 

valeurs  qui  sont  les  solutions  de  t équation  — 1 , ré-, 

duites  à la  forme  4n. — I. 

En  effet  soit  py'-\-iqjz-\-imz'z=yd  un  diviseur  4«+i  de  la 
formule  t*  + cu*,  p étant  par  conséquent  de  la  forme  4n+i  ; il 
faut  prouver  que  les  formes  linéaires  tirées  de  cette  formule  cois- 

Kka 
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cideront  avec  celles  qui  seroient  tirées  du  diviseur  j'+cz'  qui 
appartient  pareillement  à la  forme  4n4-i.  Changeons  les  indéter- 
minées ^ et  .2  de  cette  dernière  formule  en  s et  4 > pour  ne  pas 
les  confondre  avec  les  antres , et  la  question  est  de  faire  voir  que, 
quels  que  soient^  et  z,  on  peut  toujours  déterminer  ^ et  4 de 
manière  que  la  quantité 

»*  + c4* — Cpy'  + z + 7m  z') 

4 c 

soit  un  entier  J et  puisque  p et  ic  sont  premiers  entr^eux  , cette 
quantité  sera  on  entier , si  son  produit  par  p en  est  un , ou  si 
Ton  a 

pt>'—Cpj+ç^)'+<'Cp4'—^’)_ 

4c 

Or  P est  de  la  forme  4tj4-i  , donc  pourvu  qu’on  prenne-4  = 2, 
on  seulement  4 — -s  pair,  /j4* — z'  sera  divisible  par  4,  çt  ainsi 
il  ne  restera  plus  qu’â  satisfaire  à l’équation 

4 c 

Mais  (n“.  igG)  le- nombre  p,  comme  diviseur  4n+i  de  t'  + cù’, 
est  tel  que  i f dooo  c est  diviseur  de  x‘ — p , et  par  con- 

séquent on  peut  trouver  un  nombre  a tel  que  «* — p soit  divisible 

» rt*—  n 

par  c.  Si  on  prend  de  plus  » impair , — --  - sera  un  entier  j donc 

• 4 C 

Téquation  à laquelle  on  veut  satisfaire  deviendra 

———————  — C* 

4c 

Cette  équation  est  toujours  résoluble  , puisque  <x  et  3 c étant  pre- 
miers enlr’eux , on  peut  toujours  trouver  deux  indéterminées  » et  * 
telles  que 

« » — ( py  + q z)  = ic9. 

Donc  il  n’est  aucune  forme  linéaire  contenue  dans  le  diviseur 
quadratique  py'-\-’iqy  z + i mz‘  qui  ne  soit  pareillement  contenue 
dans  le  diviseur  y’+cz',  et  la  proposition  réciproque  se  prouve- 
roit  par  un  raisonnement  semblable.  Or  la  forme  + c 2*  renferme 
toutes  les  formes  linéaires  possibles  , puisqu’en  faisant  z pair  , elle 
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se  réduit  à j'*  qui  les  renferme  toutes  (n®.  ig3)  ; donc  toutes  ces 
formes  sont  pareillement  contenues  dans  le  diviseur  quadratique 
P y'-\-iqy 

On  démontrera  la  même  chose  de  deux  diviseurs  quadratiques 
4 n — 1, représentés  par py’  + ‘:qyz-\-imz‘  et p'y'' -]-iq'y z z''. 

D’où  il  suit  que  dans  le  cas  où  c est  un  nombre  premier  4/j+i, 
tons  les  diviseurs  quadratiques  4 n + i , donnent  les  mêmes  formes 
linéaires , et  il  suffit  par  conséquent  de  développer  le  premier 
diviseur  quadratique  _y'  + cs‘,  ou  simplement  y';  dans  ce  même 
cas,  tous  les  diviseurs  quadratiques  4n  — i fournissent  pareille- 
ment les  mêmes  formes  linéaires  , de  sorte  qu’il  suffit  de  déve- 
lopper l’un  de  ces  diviseurs. 

(20q)  Soit  maintenant  c un  nombre  premier  4n — 1 , je  dis  que 
tout  diviseur  quadratique  p y*  -f-  3 q y z r de  la  formule  t*  + c u*, 
contiendra  les  mêmes  formes  linéaires  que  donne  le  diviseur 
y‘  + ci*,  ces  formes  linéaires  étant  représentées  par  la  formule 
3 cx-fa. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  prouver  que  quels  que  soient  et  r, 
on  peut  toujours  déterminer  t et  4 de  manière  que  la  quantité 
s‘-t-c4* — (py'-\-iqyz-\-r  z') 

IC 

soit  un  entier.  Or  comme  /j  et  sc  sont  premiers  entr’eux , si  on 
multiplie  cette  quantité  par  p , on  aura  l’équation  à résoudre 
ps'—(pyj^q  z)'Jr  c(py—  z') 

7C  ^ ’ 

et  d’abord  en  prenant  4 — a pair  , />4* — ■:*  sera  toujours  divisible 
par  3 , et  ainsi  il  suifira  de  satisfaire  à l’équation 
pp'~(py  + qz)'  _ ^ 

3C 

Mais  P étant  un  diviseur  de  /*  + en',  on  a (n°.  197)  ) = ' > 

donc  c est  diviseur  de  /' — p , et  ainsi  on  peut  supposer  — - — e, 

et  l'équation  à résoudre  deviendra 

»’f’—Cpy+qz)‘ 

— ■ ■ = e. 

2 c 
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Or  on  satisfait  à cette  équation,  en  cherchant  les  indélerminéei f 
et  i telles  que 

<‘f—(pj'  + qz)=:7ci  i 

équation  toujours  résoluble  > puisque  a.  et  30  sont  premiers  en- 
tr’eux.  Donc  les  formes  linéaires  contenues  dans  le  diviseur  qua- 
dratique + /r  + rr*,sont  également  contenues  dans  le  divi- 
seur j'+cz',  et  comme  la  propriété  réciproque  se  démontreroit 
de  la  même  manière  , il  suit  de  toutes  deux  qu’un  diviseur  quadra- 
tique quelconque  pj'  + 'iqj'  z + rz'  renferme  absolument  toutes  les 
formes  linéaires  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule 
Donc  lorsque  c est  un  nombre  premier  4 n — i , les  mêmes  formes 
linéaires  sont  aflectées  à la  totalité  des  diviseurs  quadratiques  et 
à chacun  d’eux  en  particulier. 

On  verra  qu’il  n’en  est  pas  de  même , lorsque  c est  un  nombre 
composé  : alors  les  formes  linéaires  sont 'distinguées  en  plusieurs 
groupes  qui  répondent  à différens  systèmes  de  diviseurs  quadrati- 
ques. L’existence  de  ces  groupes  est  d’ailleurs  une  suite  de  ce 
qui  a été  démontré  a priori  sur  la  forme  linéaire  des  diviseurs. 

Exemple  II. 

(310)  On  demande  les  diviseurs  linéaires  de  la  formule  t*—  3g  u* 
avec  les  diviseurs  quadratiques  correspondons. 

Tour  cela  , on  commencera  par  chercher  tous  les  diviseurs  qua- 
dratiques , d’après  la  formule  pr+y*  = 3g,  où  l’on  peut  donner 
B q toutes  les  valeurs  moindres  que  \/  i,-  ou  < 3 j ces  diviseurs 
sont 

.y’— 3g  s*  Sgj,*_£* 

— t3î*  i3^* — 3x* 

ujy  + 2yz  — jz‘  z—tgz‘ 

Sy  + éyz  — yz'  qy' — iyz  — 5s*. 

Mais  en  suivant  la  méthode  pour  réduire  ces  diviseurs  an  moindre 
qombre  possible  , on  trouve  qu’il  ne  reste  que  les  quatre  suivons  ; 

y*— 3g  Sgj'*— 

■gy-f-V-  — tga*. 

|1  s’agit  donc  d’avoir  les  formes  linéaires  qui  répondent  â ces  formes 
quadratiques. 
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1*.  Le  diriseur  j' — 3c)£*,  en  supposant  c pair  et  négligeant 
toujours  les  multiples  de  4.3<)—  i5ô,  se  réduit  au  seul  terme  y' 
dont  voici  les  valeurs  successives  : 

DifTér,  8 , i6 , a4 , 3i , 4o , 48,  5G,  64,  72,  8o,  88,  96, 
y 1)  9>  =5,  49,  81  , 121  , i3,  69,  i33,  49,  15g,  61. 

DilTér.  io4,  112,  120,  128,  i3tî,  i44,  iSo,  4 , 12, 

1 , io5  , 61  , 25  , i53 , i33 , 121 , 117,  121  , &c. 

Supprimant  dans  celte  suite  les  termes  divisibles  par  3 et  par  i3, 
il  ne  restera  que  six  termes  différens  , 1 , 25,  4g,  Gi  , 121  , i33j 
de  sorte  que  le  diviseur  quadratique  y — 3g  a*  comprend  les  formes 
linéaires 

i56x+  i , 25 , 4g , 61  , 121,  i33. 

Il  suffit  de  changer  les  signes  des  nombres  déterminés,  ou  d’en 
prendre  le  complément  à i56 , et  on  aura  les  formes  linéaires  (jui 
répondent  au  diviseur  3g_y* — s*  ; ces  formes  seront  donc 
i56x+  23,  35  , g5  , 107  , i3i  , i55. 

Venons  à l’une  des  deux  autres  formes  ig/'+'sys  — 21*,  il 
suffira  de  développer  la  formule  ig  + 24  — 24’,  d’où  l’on  déduira 
les  résultats  snirans  : 

Diffiér.  O — 4 — 8 — 12  — iG  — 20  — 24  — 28  — 32  — 3G 

Suite.  19,  19,  i5 , 7, — 5=i5i,  i35,  ii5,  91,  G3 , 5u 

Diflêr.  — 4o — 44  — 48  — 52  — 5G — 60 — 64  — 68 

Suite.  — 5=i5i,  II),  67,  19, — 33=123,  67,  7, — 57=99. 

Différ.  — 72  — 76  — 80 

Suite.  3i  , — 4i  = ii5,  3g,  — 4i  , &c. 

Ecartant  les  termes  répétés  et  ceux  qui  sont  divisibles  par  3 ou 
par  i3  , il  ne  restera  encore  que  six  nombres  , d’où  l’on  conclura 
que  la  forme  quadratique  + s — 2 s’  comprend  les  six  formes 

hnéaires 

i56x+  7,  19,31,67,  ii5,  i5i. 

Le  complément  de  celles-ci  donnera  les  formes  linéaires  qui  répon- 
deat  à l’auUe  forme  quadratique  iy’ — •2y  z — igs’,  elqul  seront 
i56x+  5 , 4i  , 8g , 125 , 137  , i4g. 
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Nous  avons  donc  dans  cet  exemple  quatre  groupes  de  diviseurs 
linéaires  , chacun  composé  de  six  formes  , et  chacun  répondant  à 
un  diviseur  qnailratique  de  la  même  formule.  C’est  ce  qui  s’accorde 
avec  la  théorie  générale  donnée  ci  de.ssus,  on  vertu  de  laquelle, 
si  le  nombre  c est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  le 
système  entier  des  diviseurs  linéaires  doit  se  décomposer  en  2* 

groupes,  chacun  composé  de  ~ - - termesj  en  effet,  dans 


ce  cas,  « ;=  3,  C=  i3,  et  — 

2 

est- il  composé  de  six  termes. 


6:  aussi  chaque  groupe 


Exemple  III. 


(211)  La  formule  /*  + io5«’  ayant  pour  l’un  de  ses  diviseurs 
z'f  on  demande  les  formes  linéaires  qui  répondent  à ce 

diviseur  quadratique. 

Prenons  d'abord  j impair  et  z pair  , le  terme  5_y*  développé 
seul,  en  négligeant  les  multiples  de  4c  ou  de  420  , donne  une 
suite  qui  se  réduit  aux  sept  termes  5 , 45 , ia5,  i85,  245,  286, 
4o5  J l’autre  terme  2 1 z",  où  z doit  être  pair , ne  donne  que  les 
deux  termes  84, 336.  Il  faut  donc  aux  sept  termes  précédens , ajouter 
84  ou  336 , ce  qui  donnera  les  quatorze  termes  t 
89  , 129,  209  , 269 , 329  , 369  , 69  , 

34i  , 38i  , 4i , 101 , 161  , 201  , 321 , 
desquels  retranchant  ceux  qui  ont  un  commun  diviseur  avec  io5, 
il  ne  restera  que  les  six  termes  4t , 89 , 101 , 209,  269,341. 

On  trouverait  absolument  les  mêmes  six  termes , si  dans  le  divi- 
seur 5^’-1-2iz’,  on  supposoit  z impair  et  pair,  ainsi  il  n’y  a 
que  six  formes  linéaires  qui  répondent  au  diviseur  5jr'  -f  2 1 s* , 
savoir  ; 

420*+  4i , 89 , 101 , 209 , 269,  34 1, 
Exemple  IV, 

(212)  La  même  formule  /’■+-  io5«*  a pour  diviseur  quadratique 
iSj'*-!-  lo^z-b  loz*  ; mais  comme  dans  ce  diviseur  5 , et  que  5 
est  diviseur  de  io5  , on  ne  peut  donner  an  diviseur  quadratique 
la  forme  i3-f  io4+ >o4‘,  parce  que  le  résultat  en  seroit  incom- 
plet. Il  faut  donc  , par  une  substitution  ( n“.  206) , faire  en  sorte 

que 
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qae  le  terme  moyen  de  la  formule  n’ait  plus  de  commun  facteur 
avec  io5  ; or  on  trouve  bientôt  qu’en  mettant  a z au  lieu  dey', 
on  a la  transformée  i3y*  + Say'z  + 8a  z* , laquelle  a la  condi- 
tion requise.  Il  reste  donc  maintenant  à développer  la  formula 
i3  + 6î4  + 8a4*j  en  voici  le  calcul  ; 

Différ.  i44  3o8  5i  ai6  38o  ia4  388  3a  196  36o 
Suite.  i3,  157,  45,  97,  3i3 , 373,  397,  a65,  ag/,  ySj 

et  il  est  inutile  de  le  prolonger  plus  loin  , parce  qu’il  fournit  six 
termes  distincts  ; ainsi  les  formes  linéaires  q%i  répondent  au  divi- 
seur quadratique  i3y'*+ ioy'z+ loz*  sont: 

4ao*+  i3  , 73 , 97  , iSy  , 3i3 , Sgy. 

Voici , au  reste,  le  système  entier  des  diviseurs  quadratiques  de 
<*-t-io5u’  avec  les  formes  linéaires  correspondantes. 


Diviseurs  quadratiques.  Diviseurs  linéaires  correspondons. 


y'-\-  io5z* 

4aox-f- 1 , log,  lai , 169, 389 , 36i 

53y*  + ay  z + az* 

4aox  + 53,  ii3,  137, 197,3.33,317 

-h  a 1 Z* 

43oz+4i  , 89,  101 , 309,  36g,  34 1 

i3y'*-t-  loy'z-l-  loz* 

43ox-bi3,  73,  97,  167, 3i3,397 

5y'+'i5  Z* 

4aox-|-47, 83,  i43,  167,337,383 

I9y*-b6y'z-|-6z* 

430X-1-19,  3i , i3g,  199,  371,391 

7y‘+i5z‘ 

4aox-|-43,  67,  137,  i63,a47,4o3 

1 ïy‘  -H  1 4y  Z + 1 4 Z* 

430X-1-11  , 71,  179,  191,339,359 

n y a donc  en  tout  huit  groupes  de  diviseurs  linéaires  composés 
chacun  de  six  termes.  Et  en  effet , suivant  la  théorie  donnée  ci- 
dessus  (n*.  303 ).,  le  nombre  io5  étant  3.5.7  , il  doit  y avoir  3’ 

3—1  5— i 7“"t  — 

groupes  composés  chacun  du  nombre  de  termes  - ^ — =6. 

Nous  voyons  de  pins,  dans  ce  développement , que  chaque  groupa 
répond  à un  diviseur  quadratique , et  ne  répond  qu’à  un  seul. 


L1 
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§.  XI.  Explication  des  Tables  III,  II^,  , I^I,  6t  f^II. 
TABLE  III. 


(2i3)  Il  ATatle  ül  contient  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  l' — eu',  et  les  diviseurs  linéaires  correspondans  ; elle  est  cal- 
culée, pour  tous  lesjiombres  depuis  c = 2 jusqu’à  c = 79,  excepté 
les  nombres  quarrés  ou  divisibles  par  un  quarré.  On  a exclu  ceux- 
ci  , parce  que  les  diviseurs  de  la  formule  t' — ci'u',  en  les  sup- 
posant premiers  à ci',  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  formule 
t' — eu'. 

Les  diviseurs  quadratiques  représentés  généralement  par  la  for- 
mule pj'  + içy  * — r»',  où  l’on  a pr+^'  = c,  sont  réduits  au 
moindre  nombre  possible  par  la  méthode  du  J.  XHE 

Tout  diviseur  quadratique  py' -\-iqy  z — rz'  doit  être  accom- 
pagné de  son  inverse  ry'  Ar  iqy  z — pz'.  Mais  ces  deux  formes  sont 
quelquefois  identiques  l’une  avec  l’autre  , et  cela  arrive  lorsqu’on 
peut  satisfaire  à l’équation  m' — en'  — — i ( voy,  n”.  go).  Dans 
ces  cas , on  n’a  mis  dans  la  table  que  l’une  des  deux  formes  qui 
doivent  être  identiques. 

A côté  de  chaque  diviseur  quadratique , on  a mis  les  diviseurs 
linéaires  qui  en  résultent , calculés  suivant  la  méthode  du  pré- 
cédent. Ces  diviseurs  sont  toujours  supposés  premiers  au  nombre  c , 
et  on  ne  considère  que  les  diviseurs  impairs , quoique  les  formules 
py'-\-iqy z — r z'  renferment  aussi  des  nombres  pairs. 

On  observe  constamment  dans  cette  Table , que  les  diviseurs 
linéaires  se  partagent  en  plusieurs  groupes  dont  le  nombre  , ainsi 
que  la  quantité  ds  termes  contenus  dans  chacun , sont  conformes 
à la  loi  générale  (n*.  îo3).  Cependant  il  arrive  quelquefois  que 
deux  de  ces  groupes  sont  réunis  pour  répondre  à une  même  forme 
quadratique.  Ainsi , lorsque  c = 66=  3 . 3. 1 1 , la  proposition  générale 


dit  qu’il 


y a 3’  ou  8 groupes  composés  chacun  de 


3—1 

2 


\ 
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ou 5 termes;  mais  on  ne  trouve  dans  la  Table  que  quatre  groupes 
composés  de  lo  termes  , ce  qui  a eu  lieu  par  la  réunion  de  deux 
groupes  en  un  seul.  D’ailleurs  le  nombre  total  des  formes  liuéaires 
est  toujours  4o  , comme  il  doit  être  suivant  la  théorie. 

TABLE  IV. 

(214)  La  Table  IV  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que 
linéaires  de  la  formule  t'  + a «*,  ponr  tout  nombre  a de  forme  4/i  + i , 
non  quarré  ni  divisible  par  un  quarré  , depuis  i jusqu’à  io5. 

La  première  formule  t‘  + u'  qui  n’a  qu’un  seul  diviseur  quadra- 
tique n’aaussi  que  le  seul  diviseur  linéaire  4x-(-  i.  Toutes  les 

autres  formules  + i3n‘,  &c.  admettent  à-la-fois  des  divi- 

seurs 4n-h  I et  des  diviseurs  4n — i;il  est  même  àremarquer  i®.  que 
les  diviseurs  quadratiques  qui  contiennent  les  nombres  in+  i sont 
toujours  distincts  de  ceux  qui  contiennent  les  nombres  4 /i  — ij 
3®.  qu’il  y a toujours  autant  de  formes  linéaires  pour  les  diviseurs 
4n-t- 1 qu’il  y en  a pour  les  diviseurs  4/i  — i.  11  n’en  est  pas  tou- 
jours de  même  des  formes  quadratiques.  On  voit , par  exemple  , 
que  la  formule  t'  + iiu'  a trois  diviseurs  quadratiques  4n-f  i , et 
seulement  deux  4n  — i.  De  même  la  formule  t*4-fi5n*  en  a quatre 
de  la  première  espèce , et  deux  seulement  de  la  seconde. 

(215)  On  a apporté  dans  cette  Table  une  légère  modification  à 
la  forme  générale  des  diviseurs  quadratiquesyy'’-!- ly^z-prs*,-  elle 
consiste  eu  ce  qu’on  a supposé  constamment  q impair.  Par  ce 
moyen  , q'+a  ou  pr  étant  un  nombre  pair  , on  peut  mettre  im 
à la  place  de  r , et  la  forme  des  diviseurs  quadratiques  devient 
pj'  + 7qyz  + -imz',  dans  laquelle  les  nombres p et  m seront  tou- 
jours impairs. 

Cette  forme  a l’avantage  d’en  fournir  immédiatement  une  autre 
!tpy'  + 1 qjy  Z + inz' , et  ces  deux  formes,  à cause  de  la  liaison 
qu’elles  ont  entr’elles  , s’appelleront  désormais  formes  conjuguées , 
ou  diviseurs  conjugués. 

Nous  avons  dit  que  les  nombres  p cl  m sont  toujours  impairs  ; eu 
effet  q'  étant  de  la  forme  8/i-l- 1 , et  o de  la  forme  4n-f- 1 , il  est 
clair  que  y* -b  a ou  3/>/n  sera  de  la  forme  4n-(-a,  donc  pm  sera 

L1  a 
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nécessairement  impair.  I\Iais  il  faut  distinguer  deux  cas  selon  que  a 
est  de  la  forme  8/2+1  ou  8/2  + 5. 

i'’.  Si  a est  de  la  forme  8/2+1  , alors  y’  + o sera  de  la  forme 
8/2  + 2 et  pm  de  la  forme  4//+1  , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à 
moins  que  les  nombres  p et  m ne  soient  tousdeux  delà  forme  4/i+ 1, 
ou  tous  deux  de  la  forme  4/i — i ; donc  alors  les  formes  conju- 
guées /)+*+ 2ÿjz  + 2/21S*,  2/2j'*+ 2 + /n Z*  appartiennent 
toutes  deux  aux  diviseurs  4/i+i , ou  toutes  deux  aux  diviseurs 
4/2  — 1. 

2°.  Si  a est  de  la  forme  8/2+ 5,  pm  sera  de  la  forme  4«+3  , 
de  sorte  que  les  deux  nombres pe\.m  seront , l’un  de  forme  4 /i+  1 , 
l’autre  de  forme  4/i — 1.  Donc  alors  les  deux  formes  conjuguées 
appartiennent,  l’une  aux  diviseurs  4/i+i  , l’autre  aux  diviseurs 
4 n — I.  De-là  on  voit  que  a étant  un  nombre  quelconque  8n  + 5, 
la  formule  t*  + a u*  aura  toujours  autant  de  diviseurs  quadratiques 
4n+i  que  de  diviseurs  quadratiques  4n — 1. 

(216)  Les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t'  + au’  étant 
trouvés  par  la  méthode  générale  , il  sera  toujours  facile  de  les 
réduire  à la  forme  pj‘  + 7qjz  + ‘2  mz*,  où  y est  impair  j car  il  n’y 
aura  à transformer  que  ceux  où  y seroit  pair,  et  dans  ceux-ci 
il  suffira  de  mettre  + — 2 à la  place  de  j. 

On  peut  aussi  trouver  directement  tous  les  diviseurs  quadratiques 
d’une  formule  donnée  t’  + au*, réduits  à la  forme py*  + 2yjz  + 2/22z*. 
Pour  cela,  il  faut  observer  qu’en  laissant  y impair,  on  peut  tou- 
jours faire  en  sorte  que  y n’excède  ni  p ni  m.  Car  en  substituant 
y — 2«z  à Ih  place  de  si  on  a q>p  , ou  2 — a.y  à la  place 
de  2 , si  on  a y > //» , on  déterminera  aisément  le  nombre  a de 
manière  qu’on  ^it  dans  la  transformée  y </> , ou  y ■<  /u.  Donc  par 
une  ou  plusieurs  substitutions  de  cette  sorte  , toute  formule 
py‘-\-7qjz  + 7 mz’ , dans  laquelle  2/2/22 — y*  = a pourra  être  ra- 
menée à une  formule  semblable , où  y n’excédera  ni  />  ni  /n , de 
sorte  qu’on  aura  2/2/22  — V’>y‘,  et  par  conséquent  y < v/  a. 

Donc  pour  avoir  toutes  les  formes  quadratiques  py'  + 7çyz  + 2/nz* 
qui  conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  /*  + «i2’,  il  faut  donner 
à y les  valeurs  impaires  successives  1 , 3 , 5. . . jusqu’à  p' a.  Chaque 
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valeur  de  q en  donnera  une  pour  pm  = — ; et  si  celte  valeur 

peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  p ni  m non  moindres  que  q , 
il  en  résultera  les  deux  diviseurs  conjugués  py' ->riq jr 
2 pj'  + 2 qy  z + mz'. 

Cette  méthode  donnera  , comme  la  méthode  générale  , toutes 
les  formes  possibles  des  diviseurs  quadratiques  ; elle  est  plus  expédi- 
tive , en  ce  qu’on  n’a  à essayer  que  les  valeurs  de  q impaires , 
et  plus  petites  que  \/a,  tandis  que  par  la  méthode  générale  on 
doit  essayer  toutes  les  valeurs  de  q paires  ou  impaires  jusqu’à 
V^ja;  or  on  a-Cy'ja. 

Suivant  cette  nouvelle  méthode , le  diviseur  quadratK)ae 
est  représenté  parla  formule  _y*  + 2_yz  + ('  a+  1 J z‘,  et  son  conjugué 

est  2j'*  + 2j'z+ On  a laissé  dans  la  Table,  pour  plus 

d’uniformité,  la  forme  y'  + 2j'z  + ('a+ 1 Jz',  excepté  dans  la  pre- 
mière case  où  l’on  n’a  pas  voulu  altérer  la  simplicité  du  diviseur 
y*  + z'  en  mettant  à sa  place  y*-|-2_yz  + 2z*. 

Dans  tous  les  cas  , les  formes  linéaires  ont  été  conclues  des 
formes  quadratiques  par  les  méthodes  du  J.  précédent , et  le  nombre 
des  groupes  , ainsi  que  des  termes  contenus  dans  chacun  , est 
toujours  conforme  à la  loi  générale. 

T A B L E V. 

(217)  La  Table  V contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que 
linéaires  de  la  formule  t'  + au‘,  a étant  un  nombre  4n — 1 non 
qnarré , ni  divisible  par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  restés  sous  leur  forme  ordinaire, 
lorsque  a=8n+7,  mais  ils  ont  subi  une  modilication  , lorsque 
a = 8 n + 3.  C’est  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Si  a est  de  la  forme  8n-i-3  , et  qu’on  désigne  par  un  diviseur 
quelconque  impair  de  la  formule  /’  + ou’,  on  pourra  toujours  sup- 
poser < et  M impairs,  et  alors  r-fan*  étant  de  la  forme  8n-t-4, 
le  quotient  de  f o m*  divisé  par  P sera  nécessairrment  de  la  même 
forme  8/»+4,  oa  ^p , p étant  un  nombre  impair  : on  aura  donc 

= iPp. 
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Dans  cette  équation,  les  nombres  w et  ajo  sont  premiers  entre 
eux  ; car  s’ils  avoient  un  commun  diviseur  , i et  u en  auroient  uu 
aussi , ce  qui  est  contre  la  supposition  donc  on  peut  foire  u=x 
et  + q Z , ce  qui  donnera 


Or  cette  équation  ne  peut  subsister  , à moins  que 
un  entier  j soit  donc  r , et  on  aura 


y'+  a 


ne  soit 


Dans  cette  formule , il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  coeflîcieni 
/>,  y , r sont  impairs;  car  d’abord  puisque  ( est  impair  , et  qu’on  a 
t=  2 py  + q ^ t il  est  clair  que  q est  impair  ; ensuite  y*  étant  de 
la  forme  8n+i  , et  a de  la  forme  8n  + 3,  q'  + a est  de  la  forme 

8/J+4  ; donc  ^ oxxpr  est  impair  ; donc p eX.  r sont  impairs. 


De-là  on  voit  que  tout  diviseur  impair  de  la  formule 
peut  toujours  être  réduit  à la  forme  py'-\-qy  z-\-rz'  où  l’on  a 
P ■,  q ^ r impairs  et  kpr — q'=:a.  Je  dis  de  plus,  que  dans  cette 
formule  on  pourra  supposer  le  coefficient  moyen  y plus  petit,  ou  an 
moins  non  plus  grand  qne  chacun  des  extrêmes  p él  r;  en  effet  si 
on  avoit , par  exemple,  q~^  p , on  mettroit  y — az  à la  place  de_y, 
et  le  coefficient  moyen  devenant  y — i»p,  on  pourvoit , au  moyen 
de  l’indéterminée  « , rendre  ce  coefficient  plus  petit  ou  au  moins 
non  plus  grand  que  p. 

Puis  donc  que  ^ et  r sont  plus  grands  ou  non  moindres  que  y, 


il  est  clair  que  ipr—q‘  sera  >3 y*,  et  qu’ainsi  on  aura  y<v^^. 

ù 

Donc  pour  avoir  tontes  les  formes  quadratiques  qui  conviennent 
aux  diviseurs  impairs  de  la  formule  t‘  + au‘,  il  faudra  donner  à y 

les  valeurs  impaires  successives  i , 3,  5 jusqu’à  y/^;  chaque  va- 

leur  de  y en  donnera  une  pour  n r = ■?  ° . , et  si  cette  valeur 

peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  non  moindres  que  y , il  en 
résultera  une  des  formes  quadratiques  demandées. 
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(218)  Soit,  par  exemple,  a = gi, 
9*  + O 


271 


si  l’on  fait  y = 1 on  a 
23  = 1.23,  d’où  résulte  le  diviseur  23 z*. 

y*  + <1 


Si  l’on  fait  y=3,  on  a 


: 25  = 5 . 5 , d’où  résulte  un 


second  diviseur  5^*  + 3j'z  + 5z*. 

La  limite  de  q étant  y/^on  peut  faire  encore  q=5  , ce  qui 

O 


donnera  ^ ° = 29.  Mais  ce  nombre  étant  premier  , il  n’en  ré- 
sulte aucun  nouveau  diviseur.  Donc  les  deux  formules  trouvées 
sont  les  seuls  diviseurs  quadratiques  de  + 

O • 1 1-  • 1 . ,i63 

{joit  encore  a = i63  , la  limite  de  q étant  pourra 

ô 

faire  successivement  q=i,  3,  5,  7,  d’où  résultera />r=4i,  43, 
47,  53;  mais  ces  nombres  étant  premiers,  il  s’ensuit  que  la  for- 
mule /’-t-i63«‘  ne  peut  avoir  que  le  seul  diviseur  quadratique 
y + yz  + iiz\ 


(219)  La  formule  py'  + qyz  + rz‘,  dont  les  coeiliciens  sont  im- 
pairs , représente  en  général  trois  diviseurs  quadratiques  de  forme 
ordinaire  où  le  coefficient  moyen  est  pair;  car  daus  l’application 
de  cette  formule , il  faudra  prendre  les  nombres  et  r tous  deux 
impairs  , ou  l’un  pair,  l’autre  impair  ; on  ne  pourra  donc  faire  que 
les  trois  suppositions  z = 2«,  y = iu,  y=.iu — z , lesquelles 
donneront  les  trois  formes 

^^*+2  qy  « + 4 r;/ 

4 P «’ + 2 y Z U -l- /•  Z * 

4p  ii'-^(iq — ip)uz+Cp — q+r)z'. 

Ces  trois  formes  se  réduisent  à deux  , lorsque  deux  des  nombres 
P , q J r sont  égaux.  Elles'  se  réduisent  à une  seule , si  les  trois 
nombres  /»>?»'■  sont  égaux  entr’eux  ; mais  ce  cas  n’a  lieu  que 
lorsqu’ils  sont  égaux  à l’unité  , ou  lorsque  la  formule  proposée  est 
<*  + 3w*,  et  alors  le  diviseur  y‘+yz  + z*  se  réduit  à la  seule  forme 
_y’  + 3z*,  comme  nous  l’avons  déjà  trouvé  {n°,  i4i).  Dans  tout 
autre  cas , les  trois  formules  qu’on  vient  de  développer  seront 
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essentiellement  différentes  les  unes  des  autres.  Il  suit  de-là  qu’on 
diminue  beaucoup  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  en  les  re- 
présentant par  la  formule  â coeiliciens  iihpairs  py'^ -\-qy  z\tz'  \ 
il  est  d’ailleurs  facile  , ainsi  qu’on  vient  de  le  voir , de  développer 
ces  diviseurs  à coefEciens  impairs  en  diviseurs  quadratiques  de  forme 
ordinaire  , ce  qui  en  donnera  un  nombre  à-peu-près  triple,* 

(a3o)  Il  est  utile  d’observer  que  les  diviseurs  quadratiques 
compris  dans  la  Table  V,  tant  pour  le  cas  de  a = 8«-f-3,  que 
pour  celui  de  a = 8 n-1-7,  peuvent  toujours  être  ramenés  à la  forme 
py' k^y  Z -x Z,' , laquelle  ne  diffère  de  la  forme  générale 
py'-\-t  ^-^rrz',  qu’en  ce  que  q est  pair.  En  effet , si  on  a trouvé 

d’abord  , par  la  méthode  générale  , tous  les  diviseurs  quadratiques 
py'-\-iqyz-\-r z*  de  la  formule  l'+au',  il  ne  restera  à transfor- 
mer que  ceux  dans  lesquels  q seroit  impair  ; et  comme  alors  l’un 
. des  nombres  p et  r doit  être  pair  et  l’autre  impair , si  on  prend  p 
pour  celui-ci,  il  suffira  de  mettre  y — z à la  place  de  y , et  le 
coefficient  moyen  27  deviendra  2 y — 2p  , c’est-à-dire  sera  de 
la  forme  requise  4 f . 

Maintenant , puisque  tous  les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits 
B la  forme  py‘  + i*y  z + vz’,  et  qu’on  a /)7-  = 4»*-fa,  il  s’ensuit 
que  pv  est  de  la  forme  4n — 1 , et  qu’ainsi  les  deux  coefficiens 
p et  x sont,  l’un  de  la  forme  4n-t-i  , l’autre  de  Informe  4n — i. 
On  voit  par-là  que  chaque  forme  quadratique  py‘  + isyz  + wz' 
contient  à- la-fois  des  diviseurs  4 n-t- 1 et  des  diviseurs  in — i j mais 
il  est  facile  de  séparer  ces  deux  formes  l’une  de  l’autre , comme 
cela  a lieu  dans  les  Tables  III  et  IV.  En  effet,  si  p est  de  la 
forme  in+i  , et  qu’on  fasse  z = 2U,  il  est  clair  que  la  formule 
py'-^i^yu  + i-xu'  ne  représentera  que  des  diviseurs  4n-f-ij  au 
contraire,  si  l’on  fait  y ^ au,  la  formule  ipu'  + S^zu+x-z'  ne 
représentera  que  des  diviseurs  in — i. 

(221)  Quant  aux  formes  linéaires  qui  répondent  aux  diviseurs 
quadratiques  , elles  peuvent  de  même  se  partager  en  deux  sortes  , 
les  unes  4n-t- 1 , les  autres  4n — 1 } c’est  ce  qu’il  suffira  de  déve- 
lopper dans  un  exemple. 

On 
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On  volt  dan»  la  Table  , que  la  formule  /’  + 1 1 u*  n’a  que  le  seul 
diviseur  quadratique  à coeülciens  impairs  s + 3z*.  Ce  divi- 

seur en  renferme  deux  autres  de  forme  ordinaire  , savoir: 

Y'+  1 1 Z* 

Sy  + 7jz+Az’. 

De  ces  deux  diviseurs  qu’on  auroit  trouvés  immédiatement  par  la, 
méthode  j^nérale  , l’un  a le  coefficient  moyen  zéro  , et  partant 
de  la  forme  4^>  pour  réduire  l’autre  à la  même  forme,  il  faut 
mettre  J'  — z é la  place  de  z , ce  qui  donnera  pour  transformée 
3^*  + 4^z  + 5z*.  De-là  résultent  deux  diviseurs  quadratiques  4/i+ 1, 
savoir  : 

y + Uz‘ 

5j'  + 8j  z+i^z‘ , 

et  deux  diviseurs  quadratiques  in — 1 , savoir: 

1 i_7'*  + 4 z* 

• 3_y*  + 8y  z+ 20  z*. 

Quant  aux  formes  linéaires  correspiondantes,  on  les  déduira  faci- 
lement de  celles  qui  sont  données  dans  la  Table  , savoir , 3sx+  1 , 
3,  5,9,  i5.  Ainsi,  pour  avoir  les  formes  4n+  1 , on  conservera 
les  nombres  déterminés  1 , 5 , g qui  sont  de  cette  forme,  et  aux 
deux  autres  3,  i5  on  ajoutera  22,  ce  qui  fera  en  tout  les  cinq 
formes  44x  + 1 , 5,  9 , a5,  3y  : on  trouvera  semblablement  les 
formes  in — 1 qui  seront  44x+3,  i5,  a3,  ay,  3i.  Donc  si  l’on 
veut  séparer  dans  la  Table  les  formes  des  formes  4^» — 

il  faudra  substituer  l’article  suivant  à celui  qu’on  voit  dans  la  Table 
concernant  les  diviseurs  de  /*+  n «*. 


Diviseurs  quadratiques, 
y'4-Aiz' 


Diviseurs  linéaires. 

44*+  1,5,9,  35,  37 


44*+  3,  i5,  23,  27,  3i. 


ii^-+4z‘ 

3j^+8  /Z  + 20Z* 

Il  n’est  pas  nécessaire  de  faire  observer  que  l’article  tel  qu’il  est 
inséré  dans  la  Table  , est  beaucoup  plus  court  sans  être  moins  gé- 
néral. Mais  il  est  bon , pour  l’objet  d’une  démonstration  subsé- 
quente , de  s’êue  assuré  en  général  de  la  possibilité  de  séparer 

M m 
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les  diriseurs  in+i  des  diviseurs  4”  — • » tant  dans  leurs  formes 

linéaires  que  dans  leurs  formes  quadratiques. 


(32a)  Enfin  , pour  ne  rien  omettre  de  ce  qui  peut  abréger  la 
recherche  des  diviseurs  quadratiques , nous  ajouterons  encore  deux 
mots  sur  le  cas  de  o = 8/1+7.  ®i  donc  on  a 0 = 8 n+7,  et  qu’on 
suppose  q impair  dans  le  diviseur  quadratique  py* -\-’xqy  z-\-r z'y 
ce  diviseur  prendra  la  forme  py' -\-7q y s +8mz',  où  l’on  aura 

pm=  ^ ^ . Dans  celte  forme,  on  peut  supposer  q plus  petit 

O 

que  4 , et  non  plus  grand  que  r ; par  conséquent  q sera  moindre 

que  ^a.  On  essaiera  donc  pour  q tous  les  nombres  impairs 
1 , 3,  5...  jusqu’à  \/ a i on  calculera  pour  chaque  valeur  de  q 

celle  it  P m =— , et  on  verra  si  cette  valeur  peut  se  dé- 

O 

composer  en  deux  facteurs  , l’un  p impair  et  non  moindre  que  q y 
l’autre  m pair  ou  impair , mais  >•  Autant  de  fois  cette  condi- 

4 

lion  pourra  être  remplie  , autant  on  aura  de  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  t’  + au',  diviseurs  qui  pourront  ensuite  être  réduits 
soit  à la  forme  ordinaire  où  sgr  est  <Cp  et  r , soit  même,à  la  forme 
dont  nous  avons  fait  mention  où  q est  pair.  Celle  méthode  est 
très-prompte  , puisqu’elle  n’opère  que  sur  des  nombres  p m tou- 
jours moindres  que  ^ , tandis  que  dans  la  méthode  générale  p r 
4 

4a 


peut  aller  jusqu’à 


TABLE  VI. 


(223)  La  Table  VI  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que 
linéaires  de  la  formule  r'+aaa’,  a étant  un  nombre  de  la  forme 
4 /j  + 1 , qui  n’est  ni  quarré,  ni  divisible  par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits  àla  forme py'  + 4^yz  + a/nr*, 
où  l’on  & pm=zi9‘+a.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  sans  changer 
celte  forme  , on  peut  supposer  2 ? moindre  ou  non  plus  grand 
que  p et  m y ce  qui  donnera  pm>  4 s*  et  e < j a ; donc  si  d’après 
ces  conditions  on  satisfait  de  toutes  les  manières  possibles  à l’équa- 
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lion  /?m  = 2*’  + a,  on  en  déduira  immédiatement  tous  les  divi- 
seurs quadratiques  de  la  formule  t‘  + 7au',  réduits  à la  forme 
p y'  + ifyz  + 2mz‘.  Ce  procédé  est  beaucoup  plus  court  que  la  mé- 
thode générale,  puisque  i/ja  est  plus  petit  que  \/\a. 

Chaque  forme pj''  + ifyz  imz'  et  sa  conjuguée  ipj''  ifj'z+mz' 
résultent  à-la-fois  d’une  même  valeur  de  pm  qui  satisfait  aux  con- 
ditions requises.  ^ 

Si  le  nombre  p est  de  la  forme  8«-f-i  ou  8n-i-3,  le  diviseur 
quadratique  4-4  «IJ' X -1-3  OTz’  ne  comprendra  que  des  nombres 
de  ces  mêmes  formes  871-i-i  ou8n-i-3j  car  comme  y est  toujours 
impair,  si  z est  pair,  le  diviseur  dont  il  s’agit  sera  toujours  de 
la  forme  p + 8Jk  , c’est-à-dire  de  la  même  forme  quep.  Si  z est 
impair,  le  diviseur  quadratique  deviendra,  en  omettant  les  mul- 
tiples de  8,/»-t-4»-t-2OT.  Soit  d’abord  p = 8n+  1 , à cause  de 
pm  = 7t'  + a,  on  aura  (toujours  en  omettant  les  multiples  de  8) 
77»  = 3 , et  par  conséquent  /j-f-4^-l-37n=i-l-4?-t-4*’-l-3a  = 

1-1-20  = 3;  donc  le  diviseur  quadratique  deviendra  de  la  forme 
8/1-1-3,  Soit  en  second  lieu  p — 8n+'â,  on  aura  3w=2^*-l-o, 
6m=4^*-l-2a,  et  /)-!- 4 f -I-3  m = 3-l-4s  — 4s* — ao  = 3 — 20  = 1 ; 
donc  le  diviseur  est  de  la  forme  80-1-1. 

On  démontrera  de  même  que  si  p est  de  l’une  des  formes 
8 0-1-5,  8o-f7,  le  diviseur  quadratique  py'+  Afy  z + 7mz'  ne 
contiendra  que  des  nombres  de  ces  mêmes  formes  8o-l-5,  80-I-7, 

Donc  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  /*  -1-  a au',  a 
étant  de  la  forme  4o-l- 1 , se  divisent  en  deux  espèces  , l’une  con- 
tenant tous  les  diviseurs  8o-l-i  , 8o-l-3,  l’autre  contenant  tous 
les  diviseurs  8o-l-5  , 80-I-7. 

(234)  Chaque  diviseur  quadratique  , tel  qu’il  est  inséré  dans  la 
Table  , confient  deux  formes  à-la-fois  ; mais  elles  peuvent  être 
facilement  séparées , ainsi  qu’il  résulte  de  la  démonstration  pré- 
cédente. 

Soit  la  formule  proposée  t'  -+-  fan*,  et  considérons  d’abord  le 
diviseur  quadratlque^y* -1- 4 az’,  auquel  répondent  les  formes  linéaires 
i68x-f  1,25,43,67,  Ce  diviseur  quadratique  appartient , 

comme  on  voit , aux  formes  8«-l-i,8/i-i-3j  pour  les  séparer  l’une 

Mm  3 
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de  l’autre  , j’observe  que  si  z est  pair , ou  si  à la  place  de  z on 
met  le  diviseur  deviendra  j‘+  i68r*,  et  ne  contiendra  pins 
que  les  formes  8/1+1.  Si  au  contraire  on  suppose  + et  z impairs 
à-Ia-fois  ; ou  si , pour  exprimer  cette  condition  , on  met  7y  + z i 
la  place  de  le  diviseur  deviendra  4y*  + 4+ z + 43x',  et  ne  con- 
tiendra plus  que  des  formes  8/i  + 3.  Traitant  donc  semblablement 
les  trois  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  proposée  r‘  + 4a«‘, 
on  aura  les  résultats  suivans  : 

Umseurs  8n+ i.  \ 


Quadratiques. 

Linéaires. 

+•+  168  s‘ 

1 qy'  + 1 2+  s + 1 2 z* 

168 A-+  1 , 25,  12 1 
168^+17,  4i , 89 

Diviseurs  8/1  + 3. 

43y*  + 4 z-\-iz' 

3+’+56i* 

168X  + 43,  C7,  if)3 
168X  + 59,  83,  i3i 

Diviseurs  8/1 + 5. 

2ij'’  + 8s* 

i3y‘  + aiyz  + ’2iz' 

168X+29  , 53  , i4g 
i68x+ 13  , 61  , 157 

Diviseurs  8/1+7. 


yy'Jr-xAz'  I i68^:  + 3i  , 55 , io3 

23+‘  + 8j'i  + 8s*  I i684t  + 23,  71,  g5 

Les  diviseurs  linéaires  sont , comme  pn  voit divisés  en  huit  groupes 
de  trois  termes  chacun , ce  qui  est  conforme  à la  loi  générale 
(n".  ao3). 

TABLE  VIL 

(325)  La  Table  VII  contient  les  diviseurs  linéaires  et  quadra- 
tiques de  la  formule  r + 2a«*,  daus  laquelle  a est  un  nombre  de 
la  forme  J^n—i  , non  divisible  par  un  quarré. 
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Les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits  comme  dans  la  Table 
précédente  à la  forme  + 4 * y z + s’ , dans  laquelle  on  a 
— de  sorte  que  la  détermination  de  ces  formes  se  fait 

toujours  de  la  même  manière. 

Si  le  coefficient  p est  de  la  forme  8n+3  ou  8n  + 5,  le  diviseur 
quadratique  />  y*  + 4 » J' •=  + 2 m z*  ne  comprendra  que  des  nombres 
8/1  + 3 ou  8/J  + 5 ; si  le  coefficient  p est  de  la  forme  8/j+i  ou 
8/1  + 7 , le  diviseur  ne  comprendra  que  des  nombres  de  ces  mêmes 
formes  8/j+i  et  8/J  + 7,  C’est  ce  que  l’on  démontrera  comme 
nous  l’avons  fait  dans  l’explication  de  la  Table  précédente. 

11  s’ensuit  par  conséquent  que  tous  les  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  C + sau",  a étant  un  nombre  de  la  forme  in — 1 , 
se  divisent  en  deux  espèces  , l’une  contenant  tous  les  nombres 
8/1  + 3, 8/J  + 5;  l’autre  contenant  tous  les  nombres  8 //  + 1 , 8 //  + 7. 
Et  indépendamment  de  ces  nombres  impairs , il  est  clair  que  chaque 
diviseur  quadratique  py'  + i py  z + i m z'  contient  aussi  des  nom- 
bres pairs  , puisqu’on  peut  prendre  y pair  et  z impair , pourvu 
qu’ils  soient  premiers  entr’eux. 

On  pourra  de  même  séparer  les  diviseurs  tant  quadratiques  que 
linéaires  , en  quatre  espèces  qui  répondent  aux  quatre  formes 
8/j+i,  8/1  + 3,  8/1+5,  8/1  + 7. 
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XII.  Suite  de  Théorèmes  contenus  dans  les  Tables 
précitées. 

(336)  Théorème  général.  Soit  4cx  + a l’une  des  forme» 
linéaires  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  V'zixc  u*,  je  dis  que  tout 
nombre  premier  compris  dans  la  forme  4cx  + a sera  nécessaire- 
ment diviseur  de  la  formule  l’  =fc  c u‘,  et  sera  par  conséquent  de 
l’une  des  formes  quadratiques  py‘  + 2 qyirtrz*  qui  répondent  à 
la  forme  linéaire  4cx+a- 

Ainsi  en  prenant  dans  la  Table  VII  l’exemple  de  la  formule 
t'  + 5ou‘,  et  choisissant  dans  cet  exemple  les  formes  linéaires  qui 
répondent  au  diviseur  quadratique  2 z' , on  peut  affirmer 

que  tout  nombre  premier  de  l’une  des  formes  120X  + i7j33,  47»  1 13 
est  diviseur  de  t'  + 3ou',  et  conséquemment  doit  être  de  la  forme 
i5j'’+3z'. 

Par  un  autre  exemple  pris  dans  la  même  Table  , on  peut  affirmer 
que  tout  nombre  premier  de  l’une  des  formes  56*+3,  5,  i3,  ig, 
37,  45  est  diviseur  de  P+i4«‘,  et  par  conséquent  doit  être  de 
la  forme  3_y’  + 4j)'  = + 6z’. 

La  démons(ration  de  ce  théorème  a été  donnée  ci-dessus , lors- 
que e est  un  nombre  premier  ou  le  double  d’un  nombre  premier; 
elle  peut  être  aussi  établie  sans  difficulté  pour  toute  valeur  de  c , 
si  le  nombre  premier  de  la  forme  4c^+a,  est  en  même  temps 
de  la  forme  4n  — 1 , car  alors  il  est  nécessaire  que  le  nombre 
divise  la  formule  t’+cu‘  ou  la  formule  t‘ — eu'  (n®.  173).  Or  si 
on  cherche  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  /* — eu',  ces  formes 
seront  trouvées  différentes  de  celles  des  diviseurs  de  t' + eu' ^ 
donc  le  nombre  ^ , s’il  est  de  l’une  de  ces  dernières  formes , ne 
peut  diviser  t' — eu'  ; donc  il  divisera  nécessairement  i'  + cu',  et 
sera  par  conséquent  de  l’une  des  formes  quadratiques  qui  répondent 
U ces  formes  linéaires. 

Le  même  raisonnement  n’auroit  plus  lieu  si  .rd  éloit  de  la  forme 
4 1 ; il  est  même  incomplet  dans  le  cas  de  = 4 n — i , parce 
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qu’il  suppose  le  déreloppement  effectif  des  diviseurs  linéaires  tant 
de  la  formule  l‘+cu'  que  de  la  formule  /’ — eu',  c'est  pourquoi  il 
convient  de  suivre  une  autre  route  pour  parvenir  à la  dêmonilra- 
tion  générale  de  la  proposition. 


(227)  Observons  d’abord  que  la  forme  linéaire  4ca  + a,  à laquelle 
se  rapporte  le  nombre  premier  ^ , peut  toujours  être  censée  l’une 
de  celles  qui  répondent  à un  diviseur  quadratique.  Soit  ce  diviseur 
+ et  on  pourra  supposer + zt.rz‘==.  4«  + a j 

ou , ce  qui  est  la  même  chose  , 

pj'+içyz:àzrz'  = icx  + A. 

Cette  équation  multipliée  par  p , donnera 

(py-\-qz)'^cz'  =/ipcx-\-Ap  , 

d’où  l’on  volt  que  ^^-  ^■'^—2. est  un  entier  ; donc , d plus 

C 

forte  raison  , si  9 est  un  nombre  premier  qui  divise  c , l’équation 


x' 


—P^ 

9 


e 


sera  résoluble  , et  par  conséquent  on  aura 


ou  général  on  a + i ou  — i , 


('fl')  • * ‘ P®*"  (t)^  ('fl')’ 

Nous  pourrions  considérer  le  cas  particulier  de  /j  = i , et  celui 
de 7}=  à un  quarré  , dans  lesquels  on  conclut  aisément  que  A doit 
être  un  diviseur  de  la  formule  proposée  t'dzcu'  (1)  ; mais  il  vaut 
mieux  suivre  la  démonstration  dans  toute  sa  généralité. 


(228)  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  les  diviseurs  4n+  i et  4n — 1 
sont  distingués  par  des  formes  quadratiques  particulières  , et  même 
lorsque  la  formule  proposée  est  t'  + iau',  les  diviseurs  se  subdi- 
visent en  quatre  formes  8/j-f-i  , 8»-(-3,  8/I-1-5  , 8n  + 7,  et  ceux- 
ci  sont  contenus  chacun  dans  des  formes  quadratiques  distinctes.  On 
pourra  donc  supposer  que  le  diviseur  quadratique  /jy* -f  îy_)'z±2/nz* 
qui  répond  à la  forme  linéaire  4cx-t-a  ou  4cx-l-^  ne  contient  que 
des  nombres  de  la  même  espèce  que  A , c’est-à-dire  tels  que  la 


( 1)  Le  double  «igné  indique  seulemenl  que  la  formule  proposée  peut  être 
<*d-vu*  ou  (* — eu*,‘  mais  d’ailleurs  il  ne  laisse  aucune  indétermination. 
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difierence  de  ces  nombres  avec  ^ est  divisible  par  4 et  même  par  8 , 
si  la  formule  est  /’  + a au’,  ou  si  l’on  &ip  m — y*  — ia.  Par  consé- 
quent P qui  est  l’un  de  ces  nombres  , sera  tel  que  ^ 


entier , ou  meme  que 


j. — en  est  un,  si  c = a a. 


N6us  supposerons  de  plus  que  le  coefficient  p est  un  nombre 
premier  ; s’il  ne  l’éloit  pas , on  chercheroit  un  nombre  premier 
compris  dans  la  formule  py' -{-^q  ^ zdtz  i m z'.  Soit  ce  nombre 
/i'=p/i’  + ays‘»±  nmt',  si  l’on  détermine  et  d’après  l’équation 
f*!’' — f*°r  = 1 , et  qu’on  fasse^  =z  fi  y -y  jt"  z\  z — t y'  -\-v’  z , on  aura 
pour  transformée  le  diviseur  quadratique  p' y y 1 q y z' m z' z\ 
dans  lequel  le  coefficient  du  premier  terme  est  un  nombre  premier. 
Ainsi  , en  regardant  cette  préparation  comme  déjà,  faite , il  est 
permis  de  supposer  p un  nombre  premier. 

Reprenons  maintenant  l’équation  déjà  trouvée  = (Jy)  * 

où  S désigne  un  diviseur  premier  quelconque  de  c;  soient  et",  &c. 
les  diviseurs  premiers  4/i  + i , et  f , f',  C".  • . les  diviseurs  premiers 
kn — 1 , nous  aurons,  en  mettant  ces  nombres  au  lieu  de  S , 

(^)  = 0)'  (^)  = (4).  (<)  = ©.  ^c. 
(t)  = (I)'  (r)  = (F).  (^)  = ©. 

De-là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité , et  parce  que  ^ p 
sont  tous  deux  de  la  forme  in+i , ou  tous  deux  de  la  forme  4« — i, 

G)  = (j 

Donc  1®.  si  c est  impair,  il  sera  égal  au  produit  de  tous  les 
nombres  premiers  «,  a',  f,  C,  f',...  et  on  aura 


r)'  ë)  = (7)-^'- 

■)•  (S)=(^ 

Digitized  by  Google 


s E C O N D E P A R T I E.  281 

Et  puisque  les  factenrs  de  ces  expressions  sont  égaux  chacun  à 

chacun,  on  aura 

2®.  Si  c est  pair , outre  les  facteurs  précédens,  c contiendra  le 
facteur  2 ; mais  puisque  p^\.  A sont  de  même  forme  par  rapport 

aux  multiples  de  8 , on  a » donc  on  aura  encore 

G)  = (7> 

Mais  P étant  diviseur  de  «’=fc  c , on  a ( — j * î donc  on  a 

\ P y 

aussi  1 } donc  le  nombre  premier  A est  toujours  divi- 
seur de  la  formule  proposée  Donc  il -doit  être  de  l’une 

des  formes  quadratiques  qui  répondent  à la  forme  linéaire  4cx+a. 


(229)  La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer,  est  sans 
contredit  l’une  des  plus  générales  et  des  plus  importantes  de  la 
théorie  des  nombres  j la  démonstration  que  nous  en  avons  donnée 
suppose  seulement  qu’il  existe  un  nombre  premier  compris  dans 
le  diviseur  quadratique  py'  + T çy  z4-rx‘.  Or  cette  supposition 
n’a  rien  que  de  très-admissible  , et  elle  se  vérifie  aisément  à l’égard 
de  tontes  les  formes  quadratiques  reql^^nnées  dans  nos  tables  ; il  n’jr 
a même  aucun  doute  que  la  formule  p^'+^Çjr  z4-  r z*  ne  contienne 
une  infinité  de  nombres  premiers , excepté  seulement  dans  le  cas 
où  les  trois  nombres  p t Ç,  r auroieut  un  commun  diviseur  i ; mais 
ils  ne  peuvent  en  avoir  , puisque  c on  pr  — q'  est  supposé  n’avoir 
aucun  facteur  quarré. 

On  pourroit  néanmoins  rendre  la  démonstration  tout  - à - fait 
indépendante  de  la  supposition  que  p est  un  nombre  premier  j il 
faudroit  pour  cela  examiner  difiërens  cas  , selon  le  nombre  des 
factenrs  dont  c est  composé. 

On  a déjà  examiné  les  cas  où  c est  un  nombre  premier  ou  le 
double  d’nn  tel  nombre  : supposons  donc  maintenant  c = «C,  aetC 
étant  deux  nombres  premiers  impairs  à volonté  ; soit  en  même 
temps  py‘+^çy  *+2mz*  la  forme  quadratique  qui  répond  à la 

Nn 
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forme  linéaire  4c*  + a ou  kcx-\-j4 ■,  de  sorte  que  p cX.  seront 
tous  deux  de  l’espèce  4n+i  j ou  tous  deux  de  l’espèce  4n — i. 
On  aura  donc  par  hypothèse 

py'  + a qy  z + 7 mz'  = kcx-\-ud 
et  en  multipliant  par  p , 

(.py-\-qz)'->rCz'z=.  icpx-\r-^ P‘ 

( On  ne  considère  ici  que  le  cas  de  c positif,  celui  de  c négatif 
pouvant  être  traité  d’une  manière  semblable.  ) 

Maintenant  puisque  c=«C,  on  aura  successivement , par  rap- 
port à a et  C , les  équations  i ~ * > lesquelles 

donnent 

(t)=(9  . 

Soit  P =ir Tt' it" it"'  &c.,  w , t",  w"",  &c.  étant  des  nombres  pre- 
miers 4n+i  , et  7t',  ît'",  &c.  des  nombres  premiers  4n — i } si  /> 
étoit  divisible  par  des  quarrés  , on  les  omettroit  entièrement , pour 
ne  conserver  que  les  facteurs  inégaux.  On  aura  donc 

(T)  = (f)-(T);(T)-^'- 

Mais  l’équation  ipm — y’  = c = et*,  donne 

et  ainsi  par  rapport  à tout  facteur  de  p.  On  aura  donc 

(t)  = (t)  . G)  = (f-) . (^.)  = (-^)  ■ 

De-là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  (n“.  t64) 

(t)  = (t).(Ï)  = (t').(v)  = (^^)’^=- 

f - i-tf  / ^3  tu 
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Ces  dernières  seulement  ont  besoin  de  quelqu’explication  : or  la  loi 


générale  donne  — ij  • " • . (A)  J et  parce  que 

— • . . \ “ N 

— — est  impau*,  cette  équation  devient  ^ — )~( — ’ 

on  aura  de  même  (•y)  =( — > donc  puisque  Ç — 

= — (“)  ’ résulte  ^ 
autres  relatives  à *• ',  ir'’,  &c. 

Multipliant  entr’elles  les  deux  suites  d’équations  qui  précèdent , 

on  aura  ) = ( — i ) ~ > * étant  le  nombre  des  facteurs 

w',  ir'",  &c.  de  la  forme  in — i. 

Soit  d’abord  et  par  conséquent  p de  la  forme  4n+i  , il 

faudra  que  le  nombre  k soit  pair  , et  ainsi  on  aura  ’ 

donc  aussi  ^ ^ = s’ensuit  réciproquement 

ou  1 , donc  ^ est  diviseur  t'  + »Cu'. 

Soient  en  second  lieu  ^ et  p de  la  forme  4 n — i , le  nombre  Jb 
sera  impair,  et  on  aura  ) = ( — O * > donc  ( — ) 

= { — 1 ) * De-là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité 

îzi/a\  ttf  + iri/fx 

-b)* 

ce  qui  se  réduit  à C^)  ” — 

(-=^)=';donc^  est  encore  diviseur  de  l'  + aCu'. 

La  conclusion  que  ^ est  diviseur  de  <*  + cu*  a donc  lieu  , quel 
que  soit  le  coefficient  p , et  il  n’y  a pas  de  doute  qu’elle  ne  se 
vérifiât  également , si  c étoit  le  produit  de  plus  de  deux  nombres 
premiers. 
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(?3o)  On  Toit  maintenant  que  chaque  article  de  nos  Tables 
fonrnit  plusieurs  théorèmes  qui  donnent  des  rapports  entre  les 
formes  linéaires  des  nombres  premiers  et  leurs  formes  quadrati* 
ques.  Voici  les  plus  mémorables  de  ces  théorèmes  , ou  ceux  qui 
s'appliquent  aux  formules  les  plus  amples. 

D'après  la  Table  111. 

1.  Tout  nombre  premier  8 *+ 1 ou  8*4-7  forme ^*—2  z*. 

2.  Tout  nombre  premier  12  *-b  i e-t  de  la  forme  y' — 3 z*. 

Et  tout  nombre  premier  i2*-f-  « 1 est  de  la  forme  3j'* — z*. 

3.  Tout  nombre  premier  de  l’une  des  formes  20*-fi,  20*-f-gi 

aox-l-M,  20*4-19,  est  de  la  forme  — 5z‘. 

4.  Tout  nombre  premier  24*4-1  ou  24*  4-  19  est  de  la  forme 

y' — 6z*,  et  tout  nombre  premier  24*4-5  ou  24*-f-23  est  de 
la  forme  — z*. 

5.  Tout  nombre  premier  28*-!- 1 , 9,  25  est  de  la  former* — 7**, 

et  tout  nombre  premier  28*4-3,  28*4-19,  28*-f27  est  de 
la  forme  "jy' — z*. 

6.  Tout  nombre  premier  4o*4- 1,9, 3i,  89  est  de  la  former* — loz*, 

et  tout  nombre  premier  *3,  27,87  est  de  la  forme 

7.  &c. 

D’après  la  Table  ly. 

1.  Tout  nombre  premier  4 *4-1  est  de  la  forme  j'*  4- z*. 

2.  Tout  nombrepremier  20*4- 1 ou  20*4-9  est  forme  y'  + Sz'^ 

et  tout  nombre  premier  2o*-b3  ou  20*4-7,  forme 

3.  Tout  nombre  premier  62*4-1  ,9,  17,  a5 , 2g,  4g  est  de  la 

forme  _7'*4- i3z%  et  tout  nombre  premier  52*-p7,  ii,  i5, 

' ig  , 3i , 47,  est  de  la  forme  :iy'  + 7y  z-\-j z'. 

4.  &c. 

D’après  la  Table  y. 

1.  Tout  nombre  premier  6*4- 1 est  de  la  forme  4-^*4- z*,  ou, 
ce  qui  revient  au  même , de  la  forme^*-f  3z*. 
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5.  Tout  nombre  premier  i4j:  + i , g , 1 1 est  de  la  forme  + 

3.  Tout  nombre  premier  S5x+i,3,5,  g,  i5,  est  de  la  forme 

jr'+jrz  + 3z\ 

4.  Tout  nombre  premier  3ox+i  ou  3ox+ig  est  de  la  forme 

j'‘+i5z‘,  et  tout  nombre  premier  30X+17  ou  3o*+23  est 
de  la  forme  3y'  + 5z*. 

5.  &c. 

D'après  la  Table  V I. 

1.  Tout  nombre  premier  8jt+i  ou  8x  + 3 est  do  la  forme  y*+5z*. 
a.  Tout  nombre  premier  40 i,gj  1 1,  1 g est  de  la  forme  lo:*, 
et  tout  nombre  premier  40^  + 7 j i3, 23  , 37  est  de  la  forme 
2J'*  + 5z*. 

3.  Tout  nombre  premier  io4*+  > , 3 , g,  17,  26 , 27 , 35 , 43»  40> 

5i,  75 ,81,  est  de  l’une  des  formes  j'*  + 26  z*,  3j‘+.\yz+  ioz‘j 
et  tout  nombre  premier  io4x  + 5 , 7 , i5 , 21 , 3i  , 37 , 45 , 
47,  63  , 71  , 85,  g3,  est  de  l’une  des  formes  2^’+  i3z’, 
6j'*  + 4^z  + 5z*. 

4.  &c. 

D’après  la  Table  y 11. 

1.  Tout  nombre  premier  24x4-5  ou  24x4-11  est  de  la  forme 

2 j'*4-3  Z*,  et  tout  nombre  premier  24x4- 1 ou  24x4-7  est  de 
la  forme  j'’-r6z*. 

2.  Tout  nombre  premier  56x4-3,  5,  i3,  ig,  27,  45  est  de  la 

forme  3_y‘ -f  4^  z -1- 6 z*,  et  tout  nombre  premier  56x-fi,  9, 
i5,23,  25,  3g  est  de  l’une  des  formes 1 4 z’, 

3.  Tout  nombre  premier  88x-f- 13  , ig,  21  , 2g  , 35  , 43  , 61  , 61 , 

83,  85  est  de  la  forme  ay‘+iiz',  et  tout  nombre  premier 
88x-f  1,  9 , i5 , 23 , 25 , 3i , 47 , 4g , 71 , 81  est  de  la  forme 
y'  + aaz'. 

4.  Tout  nombre  premier  120x4- 1 1 , 2g  , 5g  , 101  est  de  la  forme 

5^‘4-6z’. 

Tout  nombre  premier  i20x-4-i3 ,37,  43  , 67  est  de  la  forme 
io^*-f  3z*. 
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Tout  nombre  premier  laox+i  , 3i  , 4g  , 7g  est  de  la  forme 
y'-rSoz'. 

Tout  nombre  premier  12oæ’  + 17  , a3  , 47  , ii3  est  de  la  forme 
ay’‘+\5z'. 

5.  &c. , &c. 

Lagrange  est  le  premier  qui  ait  ouvert  la  voie  pour  la  recherche 
de  CÊS  sortes  de  théorèmes  ( Vo3*ez  Mémoires  de  Berlin  1775). 
Mais  les  méthodes  dont  ce  grand  Géomètre  s’est  servi , ne  sont 
applicables  que  dans  très-peu  de  cas  aux  nombres  premiers  4«  + 1; 
et  la  diiliculté  à cet  égard  ne  pouvoit  être  résolue  complètement 
qu’à  l’aide  de  la  loi  de  réciprocité  qui  a été  donnée  pour  la  première 
fois  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris , année 

1785. 
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. §.  XIII.  Autres  Théorèmes  concernant  les  formes 
quadratiques  des  nombres. 

(a3i)  Soit  P un  nombre  quelconque  diviseur  de  la  formule 
/’±cu*,  et  comme  tel,  renfermé  dans  le  diviseur  quadratique 
py'-\-uqjr z:±^r z',  on  pourra  supposer  P z=p±'-\-nqa.Cdz.rC'.  Si 
ensuite  on  détermine  et  f’  d’après  l’équation  , et 

qu’on  mette  ay  + <t°z  etCy  + Cz  h la  place  de^v  et  î,  le  diviseur  qua- 
dratique py' + aqyz  riz rz'  deviendra  de  la  forme aQ>ys-)-y/s*. 

Soit  P'  un  autre  diviseur  contenu  dans  la  même  formule 
py'yaqyzzizrz',  ou  dans  son  équivalente  Py'  + aQy  z+Rz', 
on  pourra  faire  P'=  Pj«’  + 2 et  ainsi  on  aura  P P ■=. 

(P  !jLyQt)'ztLct'.  Donc  si  P cl  P'  sont  deux  dieiscurs  de  la  for- 
mule t*±cu*,  tous  deux  compris  dans  une  même  formule  qua- 
dratique py*-(-aqyz±rz*,  leur  produit  PP'  sera  toujours  de  la 
forme  l*±cu*. 

Réciproquement  si  les  deux  nombres  P et  P'  sont  tels  qu’on 
ait  P P' = l’ rtc  U*,  t et  u étant  premiers  entr’eux  , je  dis  que 
ces  deux  nombres  appartiendront  à un  même  diviseur  quadratique. 

En  effet , puisque  t et  u sont  premiers  entr’eux  , il  faut  que  u 
et  P le  soient  aussi  j on  pourra  donc  faire  t=Pj  + Qu  et  ^ étant 

c 

des  indéterminées  , ce  qui  donnera  P'=Py'  + aÇy  u + — -- — u'. 

Dans  cette  expression  , u et  P n’ayant  pas  de  commun  diviseur  , 
on  voit  que  Q’zfce  doit  être  divisible  par  P;  ainsi  faisant  Q'z±zc—PR, 
on  &VLTÜ  P P y' -\-a  Qy  u-\- R u'.  Le  second  membre  , en  regar- 

danty  et  u comme  des  indéterminées , représente  l’un  des  diviseurs 
quadratiques  de  la  formule  t'zh.cu‘,  et  il  est  évident  que  ce  diviseur 
contient  à-la-fois  P et  P'.  Donc  si  les  deux  nombres  P et  P',  Oc. 

(a3a)  Tout  nombre  premier  A qui  divise  la  formule  t’rtcu*, 
ne  peut  appartenir  quà  un  seul  diviseur  quadratique  de  cette 
formule. 


Digitized  by  Google 


s88  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Car  si  le  nombre  premier  ^ appartenoil  à deox  diviseurs  qua- 
dratiques düTérens,  on  pourroit  transformer  ceux-ci  en  deux  autres, 
dans  lesquels  ji  serait  coefficient  du  premier  terme  (u®.  a3i  ). 
Soient  ces  deux  diviseurs 

y z-\-Cz' 

u4y'^-iB'yz->rCz\ 

on  pourra  supposer  en  même  temps  A'y>iB  et  iB' \ car  si  on 
avoit  il  fandroit  substituer  — mz  à la  place  de^, 

et  déterminer  m de  manière  que  le  coefficient  de  r ne  fût 
pas  plus  grand  que  ui.  Cela  posé  , on  auroit  toujours  B' — ^ C 

B*  — B^* 

= Bf'^—A  C — zkzc  } donc — — serait  un  entier , et  puisque  ^ 

est  premier,  il  faudroit  que  divisât  l’un  des  facteurs  B + B'f 
B — B'.  Mais  B et  B'  étant  l’un  et  l’autre  plus  petits  que 
les  nombres  B + B',  B — B'  seront  tous  deux  plus  petits  que  ^ ; 
donc  ils  ne  seront  ni  l’on  ni  l’autre  divisibles  par  ^ , à moins 
qu’on  ne  suppose  B'-=B.  Mais  alors  les  deux  diviseurs  quadrati- 
ques dont  il  s’agit , seront  identiques  ; donc  le  nombre  premier  ^ 
qui  divise  la  formule  ne  peut  appartenir  qu’à  un  seul  divi- 

seur quadratique  de  cette  formule. 

Remarque.  Le  même  raisonnement  auroit  lien , si  éloit  le 
double  d’un  nombre  premier  , et  en  général , si  étoit  une  puis- 
sance quelconque  d’un  nombre  premier , ou  le  double  de  cette 

Jt*  ^^2  C 

puissance  ; car  l’équation  - — — — = e n’admet  qu’une  seule  solu- 

tion  , lorsque  A est  de  la  forme  mentionnée , ou  même  plus  géné- 
ralement , lorsque  A = <t'i  , ou  a «"#  , i étant  un  diviseur  de  c , 
et  a.  un  nombre  premier  (Voyez  n®.  igi).  Donc  dans  tous  ces  cas  , 
qni  sont  fort  étendus , le  nombre  A ne  pourra  être  compris  que 
dans  un  seul  diviseur  quadratique  de  la  formule  ^ :i=cu*. 

( a33  ) .Au  contraire , si  A est  un  nombre  composé  , il  pourra 
y avoir  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  l*  c u* 
qui  contiennent  le  nombre  A. 

En  effet  le  diviseur  quadratique  qui  contient  A peut  se  représen- 
ter par  la  formule  Ay'^^By z-\-Cz' où  l’on  a ^B<iA  et 

B' 
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B' — ^C==fco.  Or  ^ étant  connu,  on  peut  prendre  pour  B 

X*  c 

tout  nombre  qui  satisfait  à l’équation — — = e , pourvu  que 

cette  solution  soit  comprise  entre  xéro  et  ï yi.  D'ailleurs  lorsque  yi 
a des  facteurs  premiers  inégaux  et  non  communs  avec  c , on  a 
déjà  vu  (n®.  igi  ) que  cette  équation  admet  un  nombre  a‘~‘  de 
solutions,  t étant  le  nombre  de  ces  facteurs  ( 3 excepté).  Donc 
il  y aura  pareillement  un  nombre  i'~'  de  diviseurs  quadratiques 
yi y* ■‘r'xBy  ou  de  formes  de  diviseurs  quadratiques  , ren- 

fermant yi.  Il  pourra  arriver  cependant  que  plusieurs  de  ces  divi- 
seurs , réduits  à l’expression  la  plus  simple  , ne  difierent  point 
entr’eux;  de  sorte  qu’en  vertu  de  la  limite  assignée,  le  nombre 
des  diviseurs  quadratiques  qui  contiennent  A ne  peut  excé- 
der mais  il  pourra  être  plus  petit.  Cela  est  d’autant  plus 
manifeste  , que  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  d’une  même 
formule  /*=bc«*  est  souvent  très-petit,  et  se  réduit  quelquefois 
à un  ou  deux  , tandis  que  si  l’on  prend  un  nombre  A comjKtsé 
de  plusieurs  facteurs  ,1a  quantité  qui  représente  le  nombre  des 
valeurs  de  B peut  devenir  aussi  grande  qu’on  voudra. 

Ju.squ’ici  nous  avons  ‘considéré  les  diviseurs  des  deux  for- 
mules t‘+cu‘,  t’ — cu‘  indistinctement  ; dans  le  reste  de  ce  para- 
graphe , nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  première  formule 
t'+cu',  et  de  scs  diviseurs  quadratiques. 

(234)  Tout  nombre  premier  A qui  est  de  la  forme  y*-f-  az*, 
a étant  un  nombre  positif,  ne  peut  être  qu’tttee  seule  fois  de  cette 
forme  , en  sorte  qu’on  ne  pourroit  avoir  à-la-fois  A = f’-l-ag*  e/ 
A = f'*-(-ag'*,  g'  étant  différent  de  g. 

Supposons , s’il  est  possible  , que  ces  deux  formes  aient  lien  à*Ia- 
fois,  et  qu’en  conséquence  on  ait  f'+a(^  =f'-\-a^',  owf' — ■/'*  = 
a(ff — g'),  il  faudra  que  f-\-f  soit  divisible  par  un  facteur  de  a et 
par  l’autre  facteur.  Soit  donco=/n/i,m  et  n étant  deux  facteurs 
indéterminés  ; et  on  aura  /-b/'  = mh,  f — f =:  ni- , ce  qui  don- 
nera ht=g' — g’.  Soit  * le  plus  grand  commun  diviseur  de  h 
et  de  g' -b g-,  on  pourra  faire  A = g+g  =rp , et  il  restera  à 
satisfaire  à l’équation  f*iz=(g^ — g)r.  Or  puisque  et  r sont  pre- 

O o 
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miers  entr’eux , il  faudra  qu'on  ait  t , g — g = /«  4 , 't  étant 

une  nouvelle  indéterminée.  De  là  résulte 

f=^(mh  + nk)={(mt^^+nfA) 
m4;. 

Donc/*  + ag^  ou  + ('m  ç*  + n4-*^.  Et  puisque  ^ est 

un  nombre  premier , il  faudra  que  l’un  des  facteurs  du  second 
membre,  par  exemple  soit  égal  à 4 ou  à 3. 

Soit  d’abord  /»  /**  + n r*  = 3 , on  ne  peut  supposer  /n  = o ni  r = o , 
parce  que  l’une  ou  l’autre  supposition  rendroit  identiques  les  deux 
formes /*  + ag*, /'‘  + ag'*j  donc  la  seule  manière  de  satisfaire  à 
cette  équation  , est  de  supposer  tous  les  nombres  m ,n,  f égaux 
à l’unité.  Mais  alors  on  auroit  a = i , + , g={(* — i-)  t 

f = — V > g'  — i(*+V,  donc  f‘-{-ag'  et  f'  + ag\  ne  se- 

roient  qu’une  seule  et  même  forme  + — 4^’,  contre 

la  supposition. 

En  second  lieu,  soit  mii'  + nr'  — i;  comme  on  ne  peut  faire 
encore  /u  = o , ni  r = o , il  n’y  aura  que  deux  manières  de  satis- 
faire à cette  équation  J l’une  en  faisant  /n  = n = 3,  |u:=r=i; 
l’autre  en  faisant  m=i,  n = 3,  f/K=r  = i.  Le  premier  cas 
donncroit  ^ = 7f'  + 24't  et  ainsi  ^ ne  seroit  pas  un  nombre 
premier. 

Dans  le  second  cas,  on  aura  ^ = f‘-|-34**  /=t(’?  + 34.}, 
gz=:j(ç — 4.1  i mais  ces  dernières  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu, 
à moins  que  v et  4 ne  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs , 
et  dans  les  deux  l^^^thèses  a* +3 4’  ou  ^ seroit  divisible  par  4, 
Donc,  dans  aucun  cas,  le  nombre  premier  ^ ne  pourra  être 
exprimé  de  deux  manières  différentes  par  la  même  formule 
y‘+ax*. 

r Remarqtte.  Si  un  nombre  A peut  être  exprimé  de  deux  ma- 
nières par  la  formule  y*+az'y  ce  nombre  sera  nécessairement 
un  nombre  composé , et  on  pourra  même  , par  l’analyse  précé- 
dente , en  déterminer  les  deux  facteurs.  Mais  il  est  à observer 
que  ce  théorème  ne  seroit  plus  vrai  si  a étoit  un  nombre  négatif, 
car  l’équation  A — y' — az'  étant  supposée  avoir  une  solution, 
elle  en  a dès- lors  une  infinité. 
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(235)  Nous  avons  déjà  eu  occasion  d’observer  que  le  produit 
des  deux  formules  semblables  x'  -{-aj'',  p'  + aç‘  donne  un  produit 
semblable , lequel  est  susceptible  des  deux  formes 

Cpx—açj')'  + a(py+çx)' 

(px+açj)'  + a(pjr—^x)\ 

C’est  ce  dont  on  peut  s’assurer  par  le  simple  développement  de 
ces  quantités.  Mais  on  peut  trouver  directement  la  forme  de  ces 
produits  , en  considérant  que  les  deux  facteurs  x'  + aj',.p'  + aq* 
équivalent  aux  quatre  suivans 

, x~j\/ — a , p + q\/—a  . p’—q\/—a. 

Or  si  on  multiplie  les  deux  facteurs  x-\-y^ — a,  pj^q^—a^ 
l’un  par  l’autre  , le  produit  sera  px  — aqy->r(py  qx)  v/ — a ; 
les  deux  antres  facteurs  auront  de  même  pour  produit  px — aqy— 
(py  V — et  le  produit  de  ces  deux  produits  sera 

(P* — ^7y)’+  ^(py  Le  résultat  seroit  le  même,  en 

changeant  le  signe  de  ^ , et  ainsi  une  autre  forme  du  produit  est 
(px  + açy)'-\-a(py — çx)'.  Ces  formules  ont  lieu  , quel  que  soit  le 
signe  de  a j tout  ce  qui  suit  suppose  que  a est  positif. 

(236)  Si  la  formule  x*  + ay‘  représente  un  nombre  composé  AT, 
lequel  soit  m fois  de  la  forme  x'+ay',  et  que  p'  + aq’  représente 
un  nombre  premier  , on  voit,  par  le  n®.  précédent  , que  le 
produit  N A sera  susceptible  de  2 m formes  semblables  à x*  + o^*, 
pourvu  toutefois  que  N ne  soit  pas  divisible  par  A : on  verra  tont- 
à-l’heure  pourquoi  nous  mettons  cette  restriction. 

Si  le  nombre  premier  A est  de  la  forme  + le  quarré 
du  nombre  A sera  une  fois  de  la  forme  **,  et  une  fois  de  la  forme 
x'  + ay'j  car  on  a,  suivant  les  formules  précédentes, 

-^'=(p'  + aq')'  et  A'  — (pp  — aqq)'-\-a('ipq)'. 

Donc  si  le  nombre  composé  N est  m fois  de  la  forme  x'-{-ay*, 
et  que  le  nombre  premier  A soit  aussi  de  la  forme  p»  + ay*,  le 
produit  N A'  sera  susceptible  de  3 m formes  semblables  X’  + a 
parmi  lesquelles  il  y aura  2 m formes  où  X et  Y n’auront  point 
de  commun  diviseur  A , et  m où  ils  l’auront.  On  suppose  encore 
que  A n’est  point  diviseur  de  N. 

Le  nombre  premier  A étant  toujours  de  la  forme  p*  + a y*, 

O O a 
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le  cube  de  A sera  deux  fois  de  celte  même  forme  ; car  est 
de  la  forme  (p  p — aqq)'  + a(7pq)'  ■,  et  celle  quanlité  muUi- 
pliée  par  p'  + aq'  fournit  les  deux  formes 

(p^—Zapq')'‘+  aC5p'q  — aq^)' 

(P^  + op9‘)'  +o(p'q  + aç')'- 

La  dernière  étant  représentée  par  X'  + aY',  on  voit  que  X et  T ont 
pour  commun  diviseur  ^ , et  qu’elle  se  réduit  à (pA)'  -^a(q^)', 
la  même  que  si  on  eût  multiplié  simplement  p’  + a y*  par  A'. 

En  général , A étant  un  nombre  premier  de  la  forme  p*  + ay*, 
on  peut  faire  A'  =P*  + aQ",  et  on  aura,  pour  déterminer  P et  (J, 
l’équation  fpH- y — a)'—P-^Q\/ — o,  dans  laquelle , après  avoir 
développé  le  premier  membre  , il  faut  égaler  la  partie  ration- 
nelle à la  partie  rationnelle  , et  la  partie  imaginaire  à la  partie 
imaginaire. 

On  aura  aussi  A'  = A'  . A'~'  , de  sorte  que  si  on  fait 
'A'~'=  P' P'  + aQ' Q\  on  aura  une  nouvelle  valeur  de  A qui  sera 
(A  P')'  + a(A  Q'y.  On  en  tirera  une  semblable  de  A*.A"~*,  &c. 

Donc  autant  il  y aura  d’unités  dans  i + - , autant  on  aura  de  for- 
• 2 

mes  diverses  X'  + aY’  pour  la  puissance  A";  mais  parmi  ces 
formes , il  n’y  en  aura  qu’une  seule  dans  laquelle  .X  et  T seront 
premiers  enlr’eux  ; dans  toutes  les  autres  , X et  Y auront  succes- 
sivement pour  commun  diviseur  A , A'y  A’,  &c.  Donc  la  valeur 
de  A'  sera 

lorsque  ti  = 3 , une  fois  A'  et  une  fois  de  la  forme  X'+aY‘  , 

lorsque  n = '6  , deux  fois  de  la  forme  X’+aY'  , 

lorsque  u = 4,  une  fois  et  deux  fois  de  la  forme  X'  + aY'  , 

lorsque  u = 5,  trois  fois  de  la  forme  X*  + aT*  , 

ainsi  de  suite. 

Et  comme  chaque  facteur  X'  -|-  aY‘  mnltiplié  par  un  nombre  de  même 
forme  J produit  deux  résultats  de  cette  même  forme  , tandis  que  A** 
•enl  n’en  donne  qu’un  , on  peut  conclure  en  général  que  le  produit 
d’une  formule /•-t-ogr'  par sera  susceptible  de  u+i  formes 
semblables  x'  + ajf*,  lesquelles  seront  toutes  différentes  entr’elles, 
pourvu  que  A ne  divise  point /*-|-ag'*. 

Donc  si  on  a N=cl'C  y”  &c. , «,  f , >,&c.  étant  des  nombres 
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premiers,  tous  de  la  forme  p*-\-aq',  le  nombre  N sera  avlanl  de  fois 
de  la  forme  x'-\-ay*  qu’il  y a d’unités  dans  le  produit 
i(n+\)  (n'+\)  (n‘+  i)  (n"'-\-\)  &c. 

Ce  nombre  coïncide  arec  la  moitié  de  celui  des  diviseurs  de  N, 
ou  arec  celui  qui  indique  en  combien  de  manières  on  peut  par- 
tager N en  deux  facteurs. 

Dans  le  cas  où  ( n+  1 ) ('«*+  1 ) &c.  seroit  impair  , le  résultat 
seroit  toujours  vrai,  pourvu  que  la  fraction  restante  ^ fût  comptée 
pour  une  unité. 

Lorsque  a = 1 , ou  que  la  forme  dont  il  s’agît  est  ar’+j’,  le 
facteur  2 ni  ses  puissances  n’entrent  point  en  considération  , et 
ne  changent  pas  le  nombre  des  formes  du  produit.  Car  en  mul- 
tipliant par  1 , on  n’a  qu’un  produit  de  la  même  forme  , qui 

est  (x+y)'  + (x—y)'. 

, (337)  Pour  appliquer  la  formule  générale  , considérons  les  trois 

nombres  5 , 13,17,  qui  tous  sont  de  la  forme  p'  + q',  on  trouvera  : 

1°.  Que  le  produit  5.  i3.i7  sera  -;.2.2.3,ou  quatre  fois  delà 
forme  p*+y*. 

2“.  Que  le  produit  5*.  i3  sera  ^.3.2  , ou  trois  fois  de  la  même 
forme. 

3°.  Que  le  produit  5*.  i3*.  17  sera  f.3.3.2  , ou  neuffois  de  cette 
forme. 

4".  Que  le  produit  5*.  i3^  sera  7.5.5,  ou  treize  fois  la  somme 
de  deux  quarrés  ; toutes  propositions  qu’il  est  facile  de  vérifier. 

Le  problème  inverse , qui  au  premier  abord  anroit  pu  paroîire 
fort  difficile,  se  résoudra  très- simplement , en  faisant  attention 
an  résultat  trouvé  dans  la  solution  directe. 

Par  exemple  , soit  proposé  de  trouver  un  nombre  qui  soit  trente 
fois  de  la  forme  /i*  + 2ÿ*.  Les  nombres  les  plus  simples  de  cette 
forme  sont  les  nombres  premiers  3,  17,  19,  4t  > 43,  &c.  , je 
les  désigne  par  a ,f , > , &c.  et  le  nombre  cherché  par  a"  C y'"  &c.  j 
il  faut  donc  faire  en  sorte  qu’on  ait 3o=7 (n+i )(n'  + i ) (n"  + i) &cl* 
Pour  cela , décomposez  60  en  facteurs , premiers  ou  non  , tels 
que  3.4.5  j diminuez  chaque  facteur  d’une  unité,  vous  aurez 
3,3,4  pour  les  valeurs  de  n , n',  ni'.  Donc  «'  C'  y^  sera  l’un  des 
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nombres  cherchés;  ainsi  doit  satisfaire  à la  question. 

Fermât  a indiqué  cette  solution  , sans  en  donner  de  démonstra- 
tion , dans  une  de  ses  notes  sur  Diophante  , page  laS. 

Le  théorème  du  n*.  dont  nous  venons  de  donner  diverses 
applications  , renferme  une  propriété  essentielle  et  très -remar- 
quable des  nombres  premiers  , mais  il  est  susceptible  d’être  rendu 
beaucoup  plus  général , ainsi  qu’on  va  le  voir  dans  les  proposi- 
tions suivantes. 

! (a38  ) Tout  nombre  premier  A compris  dans  la  formule  my*  + nz*, 
où  m n sont  positifs  ( i ) , ne  peut  être  exprimé  de  deux  manières 
différentes  par  cette  formule  , en  sorte  que  si  l’on  a A = 01^  + 0 g*, 
on  ne  pourra  avoir  en  mime  temps  A = mf'*  -1-ng'*,  g'  étant  diffé- 
rent de  g. 

Si  on  avoit  à-la-fois  ^4  = m f'  + ng*  = m J’’  + ng‘,  il  en  résulte- 

f t/' n‘ 

foil  I 1—  = — ; équation  dont  chaque  membre  doit  être 

n m 

un  nombre  entier  , parce  que  m et  n n’ont  point  de  commun  divi- 
seur. Soit  donc  n = ttC , m=yf',  on  pourra  faire  en  général 
f+J’=»MN-  g'-\-g=yMP 

f-f^cPQ  ^-8=tNQ; 

ce  qui  donnera  if—uMN+CPQ,  yg-=yM P — J' AT Q;  donc 
4/«/*  + 4wg*  ou  S^A  = (oiyM'->rCfQ')  . (sLlîP->rCyP'). 

Maintenant , puisque  A est  un  nombre  premier , cette  équation 
ne  peut  subsister , à moins  qu’un  des  facteurs  du  second  membre 
ne  soit  égal  à 4 ou  à a. 

Soit  1®.  a.yM'-\-it'Q'  — y : j’observe  qu’aucun  des  nombres 
A/ , N ^ P , Q ne  peut  être  supposé  égal  à zéro , parce  que 
cette  supposition  rendroit  identiques  les  deux  formes  mf'  + ng', 
mff*-\-ng'  s on  ne  pourra  donc  satisfaire  à l’équation  précédente 
qu’en  faisant  M—  Q = i.  Mais  alors  le  nombre  A 

V 

(1)  Le*  nombres  m et  n doivent  être  premiers  entr’euz , puisque  mp-{-ng* 
est  égal  D un  nombre  premier;  mais  on  peut  supposer  de  plus  que  m et  n n’ont 
aucun  facteur  quarré  : car  si  on  avoit  m = il  est  chir  que  la  formule 
my*-hns*  seroit  comprise  dans  m'^*+ns*. 
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seroit  de  la  forme  + et  par  conséquent  il  ne  ponrroit  être 
qu’une  fois  de  cette  forme  (n“.  a34). 

Soit  Q°.  ayM'  + ClQ'=i  ^ cette  équation  ne  pourra  avoir  lieu 
qu’en  faisant  «>f<f=3,  A/=Ç=i,  alors  le  nombre  ^ seroit 
de  la  forme  ^*+3x‘,  ce  qui  rentre  dans  le  cas  déjà  examiné 
n®.  a34. 

Donc  dans  tons  les  cas  le  nombre  premier  ^ ne  pourra  être 
exprimé  que  d’une  manière  parla  formule  my'-^nz'. 


(23g)  Le  double  d'un  nombre  premier  A ne  peut  être  exprimé 
non  plus  de  deux  manières  différentes  par  la  même  formule 
my*4-nz*,  en  sorte  que  si  Von  a a A = mf  * + ng*,  o/a  /le  pourra 
avoir  en  même  temps  2 A = m f'*  + ng'*,  g'  étant  différent  de  g. 

Car  toutes  choses  restant  comme  dans  la  proposition  précédente  , 
on  sera  conduit  de  même  à l’équation 

= + (sitN'-trCyP'). 

Or  pour  que  cette  équation  subsiste  , il  faut  que  l’un  des  facteurs 
du  second  membre  soit  égal  à 2 , ou  à 4 , ou  à 8 , sans  cependant 
qu’aucun  des  nombres  Ai  , AT , P , Q soit  ïéro. 

Soit  i“.  <t>Af*+CiÇ*r=:  2 ; cette  équation  ne  pourra  avoir  lieu 
qu’autant  qu’on  aura  « f > 1 , AI=Q  = i.  Mais  alors  2-//  seroit 

de  la  forme  /’  + •«*,  et  si  on  avoit  y^=ff-]rg'~f'+g''t  il  en 
résulteroit 


Donc  le  nombre  premier  ^ seroit  deux  fols  de  la  forme  + ce 
qui  est  impossible  (n®.  234). 

Soit  2®.  «7  + Q*  = 4 J la  seule  manière  de  satisfaire  à cette 

équation  ( sans  supposer  M ou  Q égal  à ïéro  , ni  « f > tT  divisible  par 
un  quarré),  est  de  faire  «Cj.i'=3,  Af=i,  Q=ij  mais  alors 
on  auroit  =y*+3^  équation  impossible  , parce  que  le  pre- 
mier membre  est  de  la  forme  in+y  , tandis  que  le  second  sera 
toujours,  ou  impair,  ou  multiple  de  4. 

Soit  3®.  et  y JtP  -b  C iT  Q*  = 8 , il  est  aisé  de  voir  d’abord  que  »Cy  J' 
ou  mn  ne  peut,  dans  ce  cas,  être  un  nombre  pair;  car,  par 
exemple,  sil’on  fuit  tty^i,  CJ'=3,on  aura  l’équation  2iM‘  + 3Af*=8, 
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ù laquelle  on  ne  peut  satisfaire  qu’en  faisant  N=o.  Les  autres 
valeurs  paires  de  mnne  pourroient  être  que  2 ou  10;  mais  on  recon- 
noîtra  de  même  qu’elles  sont  inadmissibles. 

11  reste  donc  à examiner  les  valeurs  impaires  de  mn  ou  de 
(t  <T  , au  moins  celles  qui  ne  donnent  pas  plus  de  8 pour  la  somme 
des  deux  facteurs  ay+Ci',  car  la  quantité  a.y  M'  + Ci-Q'  est  au 
moins  égale  à cette  somme , puisqu’on  ne  peut  faire  ni  M ni  Q 
égal  à zéro. 

Le  cas  de  mn=i  ayant  été  déjà  examiné,  soit  mn=5,  on 
aura  Ai*  + 3Q’  = 8 , équation  dont  l’impossibilité  est  manifeste. 

Soit  mn—o,  on  aura  Af'  + 5Q’  = 8,  équation  pareillement 
impossible. 

Soit  mn=-j  , on  aura  jW  + 7Q’  = 8 , équation  possible  ; mais 
alors  on  auroit  2^  = f'  + Jg'y  équation  impassible  , parce  que  le 
second  membre  est  ou  impair  ou  multiple  de  8. 

Oiine  peut  faire  mn  = gà  cause  du  facteur  quarré  , ni  mn  = i i, 
ou  mn  = i5  , parce  que  1 + 11  ou  1 4- 13  surpassent  8. 

Soit  enfin  OT«  = i5,«>  = 3,f^  = 5,  l’équation  3JU'  + 5Q‘—  S 
sera  possible  ; mais  alors  on  auroit  2.^=^’*+  i5g'  ou  2^~'ôf‘  + 5g', 
équations  toutes  deux  impossibles  , parce  que  le  second  membre 
est  ou  impair , ou  multiple  de  8. 

Donc  , dans  aucun  cas , le  double  d’un  nombre  premier  ne  peut 
être  compris  de  deux  manières  dans  la  formule 

(lio)  Tout  nombre  P premier , ou  double  d’un  premier  , qui  est 
compris  dans  la  formule  quadratique  py*4-2qyz+  '"’Z*,  ne  peut 
être  exprimé  que  d’une  manière  par  cette  formule , en  sorte  que 
si  on  a P = pf  *4-  2 q fg4-  2 wg*,  on  ne  pourra  avoir  en  même  temps 
P=pf '*4-  2 qf'g'4-  2»g'*.  ( On  suppose  toujours p impair  et  2/jît — q' 
égal  â un  nombre  positif  c.  ) 

J’observe  d'abord  que  le  cas  où  P est  double  d’un  nombre  pre- 
mier se  ramène  aisément  à celui  où  P est  un  nombre  premier  j 
car  si  on  a 

3 =p/‘+  a qfg+  2 

2 =/>y '•  4- J yy  y + 2 irg'*, 

U 
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il  faudra  que  f et  f soient  pairs.  Ainsi  faisant  /=  2 A 1 J'  — "ih\ 
on  aura 

= 2pA'*+2y  A'g'+Tg'‘. 

Donc  s’il  est  impossible  qu’un  nombre  premier  yt  soit  comprit 
de  deux  manières  dans  une  même  formule  quadratique , il  sera 
pareillement  impossible  que  son  double  a ^ soit  exprimé  de  deux 
manières  par  la  formule  quadratique  qui  contient  1^.  Récipro- 
quement si  la  proposition  étoit  démontrée  pour  le  cas  de  P=2^, 
elle  le  seroit  pour  celui  de  P = c’est  pourquoi  il  suffira  de 
considérer  l’un  de  ces  cas. 

Soit  donc  un  nombre  premier  compris  dans  la  formule 
/)j^*+2yjz  + 2wz*  qu’on  pourra  considérer  comme  l’un  des  diviseurs 
quadratiques  de  la  formule  + Si  l’on  A=pf'  y 

et  qu’aprcs  avoir  déterminé  et  g-’ par  l’équalion /jf’ — f = 
on  substitue  fy-\-f'z  et  gY+g"!^  à la  place  de  ^ et  z dans  la 
formule  py'  + iqy z-\-  itz',  cette  formule  deviendra  de  Informe 
^y'  + 7 By  z+  Cz‘,  où  l’on  aura  — B'=c. 

Donc  si  le  nombre  ^ est  compris  de  deux  manières  différentes 
dans  la  formule  proposée py'-^i  qy  z 7 -r  z' , il  faudra  qu’on  puisse 
satisfaire  à l’équation  ^ = y^y‘  + 7Byz  + Cz'f  sans  supposer 
x=o.  Cette  équation  étant  multipliée  par^  donne  A y + Bz)' 

+ CX*,  ou  A' — (Ay+Bz)'—cz'.  Soit  c = mn,  m et  n étant 
deux  facteurs  indéterminés  , on  pourra  faire 
A-\-Ay+Bz  —mM 
A — A y — B z = nNj 

et  l’équation  A résoudre  deviendra  MN  = z'.  Or  on  satisfait  géné- 
ralement à cette  équation  , en  prenant  Af  = a j«*,  N s = A/ir  j 
fl  et  r étant  premiers  entr’eux  ; on  aura  donc 
A+Ay  + B>^fir  = m>^n' 

A — A y — — 
d’où  l’on  lire  ^A  = y(  + 

Ce  résultat , qui  a lieu  quel  que  soit  A , prouve  que  si  un  nombre 
quelconque  A est  compris  de  deux  manières  différentes  dans  une 
même  formule  quadratique  py'+iqy  y son  double  iA 

Pp 
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sera  le  prodail  de  deux  factcars  ^ > l’un  « de  la  forme  my'  + n :* 

(où  mn^c)  , l’autre  a moindre  que  • . 

Maintenant  si  ^ est  un  nombre  premier  , comme  on  peut  faire 
abstraction  dn  cas  de  c = i , on  ne  pourra  faire  ni  a = ^ , ni 
donc  puisque  a est  diviseur  de  a ^ , il  faudra  que  a 
soit  I ou  a , et  ainsi  on  aura  soit  ^=/n/i*  + n>^,  soit  7^=m(i‘  + nr'. 

I®.  Si  on  & ^ = m fl'  + nv' , le  nombre  premier  ^ sera  compris 
dans  la  formule  my'+nz'  , qui  est  l’un  des  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  i'  + cu‘.  Mais  comme  un  même  nombre  premier 
ne  sauroit  appartenir  à deux  diiïërens  diviseurs  quadratiques  d’une 
même  formule  f+cu'^  il  s’ensuit  que  la  formule  my'  + nz'  doit 
coincider  avec  la  formule  donnée  py'  + iqy  z+'i  ■r  z‘.  Or  on  a 
prouvé  (n®.  a38)  que  le  nombre  premier  ^ ne  peut  être  qu'une 
fois  de  la  forme  my‘+nz‘,  donc  il  ne  peut  être  qu'unofois  (i)  de  la 
forme  équivalente  py’  + 'içyz  + ^vz'. 

i".  Si  on  a a^  = my‘+  nz',  le  nombre  appartiendra  au 
diviseur  quadratique  my'-\-nz'.  Mais  de  ce  que  le  nombre  ^ est 
compris  dans  le  diviseur  py'  + iqyz-\-nrz',  il  s’ensuit  que 
est  compris  dans  le  diviseur  conjugué  i p y' 1 q y z n z' . Honc. 
comme  a ^ ne  peut  appartenir  à deux  diviseurs  quadratiques 
différens,  il  faut  que  la  formule  npy'-^aqyz-Y-ir  z'  soit  identique 
avec  my‘-\-nz'.  Mais  s’il  y avoit  deux  solations  de  l’équation 
u4  — py'  + "iqyz  + a»x*  , il  y en  auroit  deux  de  l’équation 
— 2p_y*+ a r + Tz* , et  partant  deux  de  son  identique 
•2  ^ =my'  + nz' , ce  qui  est  impossible  (n®.  aSg). 

Donc  le  nombre  premier  ^ ne  peut  être  exprimé  de  deux 
manières  difiérentes  par  la  même  formule  py'  + 2qy z + 7tz'  ^ 
donc  tout  nombre  P , &c. 


(a4>)  Remarque.  Cette  proposition  générale  est  cependant  su- 
jette à deux  exceptions , lorsqu’on  a q~p  ou  q—ir, 

1®.  Si  le  nombre  P est  compris  dans  la  formule  py'  + ^pyz  + awz’. 


(i)  Cette  conclasion  est  sajette  à ane  exception  dont  il  sert  &it  mention  dans 
Ik  Remarque  suivante. 
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on  pourra , sans  changer  z , oaettre  — y — 2«  à la  place  de  _y,  et  ainsi 
il  y aura  toujours  deux  solutionsde  l'équation  P=py'  + tpyz  + 2»r *. 
Mais  alors  on  peut  réduire  la  formule  dont  il  s’agit  à la  forme 
/ny'  + nz*  ; et  dans  celle-ci  les  deux  solutions  se  réduisent  à une 
seule , de  sorte  que  l’exception  n’est  qu’apparente , et  peut  être 
totalement  évitée , en  mettant  la  formule  proposée  sous  une  forme 
plus  simple. 

a®.  Si  le  nombre  P est  compris  dans  la  formule  py'+iqyz-\riqz'f 
on  pourra  , sans  changer  y , mettre  — y — z à la  place  de  x , ce  qui 
donnera  deux  solutions  de  l’équation  x+a  yz*.  Mais 

j’observe  que  selon  que  P est  égal  au  nombre  premier  ou  à 
son  double , les  nombres  2^  ou  ^ se  réduiront  à la  forme  my‘  -J-  nz‘, 
et  les  deux  solutions  à l’égard  de  cette  dernière  forme  coincideront 
en  une  seule. 

Un  troisième  cas  où  l’on  auroit  P=py'+  2çyz+pz*  paroît 
devoir  faire  exception , puisqu’il  est  évident  qu’on  peut  permuter 
y et  z entr’eux , sans  changer  la  valeur  de  P mais  ce  cas  est  com- 
pris dans  le  précédent  , parce  que  si  à la  place  de  y on  met 
y — z , la  formule  py‘+  2 yy  z + pz'  aura  pour  transformée 
py' — ( 2 P —2q)y  z-\-(2p — 2 q)z',  où  le  coefEcient  deyz  est  égal 
à celui  de  z*. 

On  voit  par  conséquent  que  les  exceptions  à la  proposition  gé- 
nérale se  réduisent  au  seul  cas  où  l’on  a P =py*-\-2q y z+2q z'^ 
et  cette  exception  est  encore  limitée  , de  manière  que  dak  deux 
nombres  , 2 ^ , l’un  seulement  exprimé  par  cette  formule  y 
sera  compris  de  deux  manières , tandis  que  l’autre  compris  dans 
la  formule  my'  + nz'  ne  sera  susceptible  que  d’une  seule  forme. 

(via)  Tout  nombre  premier  A compris  dans  la  formule  qua- 
dratique py’-hqyz+rz*  dont  les  coefficieru  sont  impairs,  n’y  peut 
être  compris  que  dune  seule  manière  , excepté  dans  le  cas  évident 
où  deux  des  nombres  p , q , r sont  égaux.  (On  suppose  toujours 
ipr  — q‘  égal  à un  nombre  positif  c.) 

On  a déjà  vu,  n“.  219,  que  la  formule  py‘  + qyz  + r z'  ren- 
ferme les  trois  suivantes  : 

py‘  + 2qyz  + irz' 

Pp  3 
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ipy^-tfiqyz-^rz' 

(p—q->rr)y'-\-(S,p  — 7q)yz->ripz\ 
donc  il  faudra  que  le  nombre  premier  A appartienne  à l’une  de  ce* 
formules.  Mais  celles-ci  étant  réduites  à la  forme  ordinaire , où 
deux  coefficiens  sont  pairs,  il  suit  du  théorème  précédent,  que 
le  nombre  u4  ne  pourra  être  compris  que  d’une  seule  manière  dans 
la  formule  à laquelle  il  appartient  ; donc  il  ne  pourra  être  exprimé 
que  d’une  manière  par  la  formule  proposée  py'-\-qy  z-\-r  z',  sauf 
les  cas  prévus  qu’il  faut  examiner. 

I®.  Si  l’on  a q=p,  les  trois  formules  comprises  dans  qy'-\-qyz-{-rz' 
se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

qy'-iriqy  z + i r z' 
hq  y'-\riqy  rz'. 

Mais  la  première  peut  se  réduire  ultérieurement  à la  forme 
qy'  + r — q , donc  alors  le  nombre  sera  ou  de  la  forme 

qy'  + Cir — q)z',  ou  de  la  forme  4 2 s-t-rs’,  et  dans  les 

deux  cas , il  ne  peut  être  représenté  que  d’une  manière  par  ces  for- 
mules , quoiqu’il  le  puisse  être  de  deux  par  la  formule  proposée 
qy'+qy=+rs‘. 

2°.  Le  cas  de  y = r donnera  un  résultat  semblable. 

3®.  Si  l’on  a p=r,  les  trois  formules  comprises  dans py’+qyz+pz’ 
se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

^ py'  + 2qy  z + ipz' 

(■2p—q)y'  + (ip—iq)yz  + ipz’. 

La  dernière  est  la  seule  qui  puisse  donner  lieu  à exception  ; mais 
comme  elle  peut  être  mise  sous  la  forme  (-2p — q)y'  + (‘2  p-tq)z', 
il  s’ensuit  que  le  nombre  ^ , qui  doit  être  compris  dans  l’une  ou 
l’autre  de  ces  deux  formes  , n’y  pourra  être  compris  que  d’une 
seule  manière. 

On  voit  par  ces  détails,  que  les  cas  d’exception  résultant  de 
l’égalité  entre  deux  des  coefficiens  p,  y , r,  n’existent  plus  lors- 
qu’on réduit  la  formule  proposée  aux  formes  les  plus  simples  dont 
elle  est  susceptible  ; de  sorte  qu’ alors  le  nombre  premier  ^ ne 
peut  s’exprimer  que  d’une  manière  par  celle  des  formules  réduites 
à laquelle  il  appartient. 
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SECONDE  PARTIE. 

Par  exemple,  le  nombre  ^3  résulte  de  la  formule 3_y*+3_yj:  + 5£*, 
soit  en  faisant  z—i  , ^ = 3 , soit  en  faisant  z = i , _y  = — 3 j 
mais  le  même  nombre  a5  n’est  compris  que  d’une  seule  manière 
dans  la  formule  + z + 5 z',  l’une  des  deux  dans  lesquelles 
se  résout  la  formule  donnée  3_y’  + 3_y  z + 5z’. 

Nota.  Les  théorèmes  précédens  concernant  les  nombres  P-=^A , 
P=2-^,  premiers  ou  doubles  de  premiers  , s’appliquent  également 
aux  nombres  de  la  forme  P = P — t k étant  un  exposant 
quelconque  ; car  dans  ces  formes  , comme  dans  celles  où  A=i , 
le  nombre  P ne  pourra  appartenir  qu’à  un  seul  diviseur  quadra- 
tique de  la  formule  + (Voyez  n“.  aSa). 

(243)  Soit  P un  nombre  composé , impair  ou  double  d'un  impairs,  i 
Von  suppose  que  P soit  diviseur  de  la  formule  t‘  + cu’,  et  qu’en 
conséquence  P soit  compris  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadra- 
tiques de  cette  formule  , je  dis  que  P sera  toujours  exprimé  par 
ces  diviseurs  quadratiques , de  a*""'  manières  différentes  , i étant 
le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  qui  divisent  P sans 
diviser  c. 

En  effet , puisque  P est  diviseur  de  la  formule  t'  + cu',  il  le  sera 

C 

de  la  formule  x*+c , et  l’équation  — -p — =e  aura  autant  de  solu- 
tions qu’il  y a d’unités  dans  a*~*  (voyez  n°.  191).  Soient  Q,  Ç', 
Q",  &c. , ces  différentes  valeurs  de  x moindres  que  7 P , et  soient 
en  même  temps  P,  R,  R , &c.  les  valeurs  correspondantes  de  la 

quantité  — p — , on  pourra  avec  ces  nombres  composer  les  for- 
mules 

Py‘+tQyz  + Rz‘ 

Py'  + a Q'yz  + Rz' 

Py’  + iQ'yz  + Rz' 

&c. 

dans  lesquelles  P est  constamment  le  même  , et  qui  seront  toutes 
des  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t’  + cu‘. 

Soit  py'  + 7qy z + rz'  un  des  diviseurs  de  la  même  formule, 
réduit  à la  forme  la  plus  simple  , et  dans  lequel  le  nombre  P soit 


3o2  théorie  des  nombres. 

contenu , on  pourra  donc  supposer  P=pf‘  + aq  Si  ensuite 

on  détermine  /’  et  g"  d’après  l’équation  f g'—f'g—  * > et  qu’ou 
mette  fy-\-f^z  au  lieu  de^  , et  gy+g’ ^ au  lieu  de  * , la  formule 
py‘  + ^qyz  + rx'  deriendra  par  cette  substitution  Py'  + iMyx  + Nz*, 
et  on  aura 

M = pfp  + q(fg+pg)Jrrgg 

N =pf'  + 7qpg^  + rg°‘. 

D’ailleurs  on  pourra  toujours  prendre  f‘  et  g de  manière  que  Jf  soit 
moindre  ou  non  plus  grand  que  jP.  De-là  on  voit  que  pour  que  JU 
puisse  être  successivement  égal  à chacun  des  nombres  Q,  (/ ■, 
Q",  &c.  ( comme  cela  est  nécessaire  , puisque  chaque  diviseur 
quadratique  Py'  + ^ Qyz  + Rz',  après  avoir  été  réduit  à la  forme 
la  plus  simple  , doit  coincider  avec  l’un  des  diviseurs  représentés 
par  py‘  + '2ç  y z + rz')  il  faut  que  les  valeurs  deyet  g’  paissent 
être  variées  en  autant  de  manières  qu’il  3'  a de  nombres  Q , (/, 
Q"j  &c, , c’est-à-dire  en  un  nombre  de  manières  étant  le 

nombre  des  facteurs  premiers,  inégaux  et  impairs,  qui  divisent  P 
sans  diviser  c. 

Donc  le  nombre  P sera  compris  de  a'~‘  manières  diSërentes  dans 
les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 

(a44)  Si  le  diviseur  quadratique  /jy'  + ay  yz  + rz',  est  le  seul 
affecté  à un  même  groupe  de  diviseurs  linéaires,  il  faudra  que  les 
2‘“‘  formes  dont  il  vient  d’être  question  soient  comprises  dans  ce 
seul  diviseur , et  ainsi  il  y aura  dans  ce  cas  manières  de  satis-^ 
faire  à l’équation  P ~py'-{-iqy  z-\-rz'.  Résultat  remarquable, 
et  qui  mérite  d’être  confirmé  par  un  exemple. 

La  formule  t*-|-6gu*  a pour  diviseurs  , d’après  la  Table  IV, 
les  nombres  premiers  5,7,  i3,  17,  ig,  &c.  ; donc  le  produit 
5.7.1g,  par  exemple , ou  5g5 , est  un  diviseur  de  la  même  formule. 
Ce  diviseur  étant  de  la  forme  276Z  + 43  , la  même  Table  fait  voir 
qu’il  doit  être  compris  dans  le  diviseur  quadratique  io_y*4-v^x  + 7z*, 
et  parce  que  ce  diviseur  est  seul  de  son  espèce  , et  qu’en  même 
temps  le  nombre  compris  5g5  est  composé  de  trois  facteurs  im- 
pairs , inégaux , il  faudra  , d’après  le  corollaire  précédent  , que  5g5 
soit  compris  de  2’"'  ouimanières  dans  la  formule  iqy’-fayz  + yz’. 
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En  effet,  si  on  met  l’équation  ioy'-\-iy  z + j z'  sous  cette 

forme  ( io^  + i^*=5g5o — 6g  z%  et  qu’on  donne  à z les  valeurs 
successives  O , i , i,  '5,  &c. , un  trouvera  les  solutions  suivantes  : 
z = 3,  ioj'+z  = ±7-'î.  >-=7 

z = 5f  lo^y+z  = ± 65,  = 

*=9»  'oy  + z—:±ziç),y=u 

Donc  il  y B trois  valeurs  de  z dont  une  répond  à deux  valeurs 
de^  , et  ainsi  il  y a quatre  solutions  de  l’équation  proposée,  con- 
formément au  théorème. 

(245)  Remarque  I.  Les  mêmes  exceptions  qui  ont  été  obser- 
vées n”.  24 1 , lorsque  est  premier  ou  double  d’nn  nombre  pre- 
mier , ont  également  lieu  lorsque  P est  un  nombre  composé  ; mais 
on  peut  les  éviter  de  manière  que  le  résultat  réponde  exactement 
à l’énoncé  du  théorème. 

Ces  exceptions  se  réduisent  aux  deux  cas  où  l’on  auroit 
P — q y'  iq  Y Z r z'  y on  P —py'-\-iqyz-\-iq  z'-,  ordanslepre- 
mier  cas  on  peut  mettre  P sous  la  forme  P — qy'  + ( r — y j s* , et  il 
n’y  a plus  lieu  à exception.  Dans  le  second  , on  peut  écrire 
iP=  (ip — yjly*  + yz*,  si  P est  impair,  et  P=i(qz'-\-(ip — q)y') 
si  P est  pair  ; dans  ces  dernières  formes  , il  n’y  aura  plus  que  le 
nombre  de  solutions  désigné  par  2'~‘.  On  peut  aussi , dans  le 
second  cas , ne  pas  regarder  comme  différentes  la  solution  y — a.^ 
z — Cy  et  la  solution  y = a,  z = — a — f. 

Remarque  II.  Si  un  nombre  impair  P est  diviseur  de  la  for- 
mule t‘+cu‘,  où  c est  de  forme  8n  + 3,  et  qu’en  conséquence  P 
soit  compris  dans  le  diviseur  quadratique  py’ yqy  z-\-rz'  dont 
les  coefiieiens  sont  impairs  , on  prouvera  , comme  ci-dessus,  que  le 
nombre  P sera  compris , de  2^‘  manières  différentes , dans  les 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  i étant  le  nombre 

de  facteurs  premiers  inégaux  qui  divisent  P sans  diviser  c. 

L’exception  qui  auroit  lieu  , si  on  avoit  r =y  , peut  être  évitée 
de  deux  manières , i“.  en  considérant  comme  une  même  solution 
celles  qui  donnent  les'mêmes  valeurs  tant  pourjv  que  pour  (y  + z)z, 
2®.  en  considérant , au  lieu  des  valeurs  de  P , celles  de  4/*  com- 
prises dans  la  formule  iP=(ip  — q) y' + 
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§.  XIV.  Sur  les  moyens  de  trouver  un  nombre  premier 
plus  grand  qu’un  nombre  donné. 

(î4R)  Soit  un  nombre’contenu  deux  ou  plusieurs  fois  dans  la 
formule  py' -k-iqyz  + rz'^  en  sorte  qu’on  ait 

iW  =^ct*+ 3 y <t  f +rf=/>>*  + 2 y > r <r*; 

multipliant  tout  par  p , el  faisant  à l’ordinaire  p r — q'~  c , on  aura 

(pa  + qCr  + cr=  Cp>  + q V‘  + c r. 

Supposons  que  c ou  -ï  e soit  un  nombre  premier , ou  qu’au  moins 
si  l’un  ou  l’autre  est  le  produit  de  deux  facteurs , l’un  de  ces 
facteurs  soit  commun  avec  p et  y alors  l’équation  précédente  ne 
peut  avoir  lieu,  a moins  que  pa  + q e^Cp-y  + qS'J  ne  soit  divisible 
par  c.  Soit  donc  p^  + yf  = =fc('p  a+y  f — exj,  on  aura,  après 
avoir  substitué  et  divisé  par  c,  l’équation 

C‘-i-7('pa  + qCJx  — cx’  = S’,  (a) 

Toutes  les  fois  que  cette  équation  sera  possible , c’est-à-dire,  toutes 
les  fois  qu’on  pourra  trouver  une  valeur  de  x autre  que  zéro , par 
laquelle  le  premier  membre  devienne  un  quarré  parfait,  il  s’en- 
suivra que  le  nombre  M ou  sa  moitié  n’est  pas  un  nombre  premier. 

(«47)  Si  l’équation  (a)  n’est  possible  qu’en  faisant  x = o,  il  ne 
faudra  pas  encore  en  conclure  que  le  nombre  JU  ou  sa  moitié  est 
un  nombre  premier.  Cependant  si  dans  ce  même  cas  le  diviseur 
quadratique  py‘  + 7 qy  z + rz’  relatifs  la  formule  t‘  + cu\  est  seul 
de  son  espèce  , en  sorte  qu’un  nombre  qui  y est  contenu  ne  puisse 
appartenir  à aucun  autre  diviseur  quadratique  de  la  même  for- 
mule ou  en  d’autres  termes,  si  le  diviseur  quadratique 

py’  + ^^y^  + rz’  est  seul  affecté  à un  même  groupe  de  diviseurs 
linéaires , comme  on  en  voit  des  exemples  multipliés  dans  les 
Tables  IV,  V,  VI  et  VII,  je  dis  qu’on  pourra  conclure  que  le 
nombre  ilf  ou  sa  moitié  est  un  nombre  premier,  sauf  une  excep- 
tion dont  il  sera  fait  mention. 

En 
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En  effet , i®.  si  le  nombre  M , compris  clans  la  formule 
py’  + içjrz  + rz',  est  divisible  par  deux  nombres  premiers  différens 
non  diviseurs  de  c , on  a déjà  vu  (n".  î44)  que  M sera  compris 
de  deux  manières  différentes  dans  la  formule  pj  ' + 7çjy  z + rz', 
puisque  celle-ci  est  seule  de  son  espèce.  Donc  alors  l’équation  (a) 
auroit  au  moins  deux  solutions. 

2”.  Si  le  nombre  M est  égal  à une  puissance  paire  du  nombre 
premier  «,  ou  si  l’on  a = alors  le  nombre  A/  appartiendra 
au  diviseur  quadratique  -J- cr*  ; car  si  dans  ce  diviseur  on  fait 
^ = a*  et  X = à un  nombre  pair , on  obtiendra  la  même  forme 
linéaire  4cx-f  a qui  convient  au  nombre  M.  Mais  on  suppose  que 
les  formes  linéaires  dans  lesquelles  .91  est  compris  ne  répondent 
qu’à  un  seul  diviseur  quadratique  py'  + ^çyz-^-rz'-,  donc  ce 
diviseur,  dans  lequel  M est  contenu,  n’est  autre  que^’-i-cs*, 
ou  son  équivalent  9 Z -pfc-l- 1^3*.  J’observe  maintenant  que 
le  nombre  JH  qui  sera  exprimé  par  f'-\-cg',f  et  g étant  premiers 
entr’eux  , pourra  l’être  aussi  par  la  simple  formule  en  faisant 
>'  = > = «",  z = o;  et  quoique  celle  dernière  expression  ne  soit  pas 
régulière , puisqu’on  doit  toujours  supposcr_y  et  z premiers  entr’eux  , 
cependant  il  n’en  est  pas  moins  vrai  qu’on  pourra  faire  /*  + cg*=  >*, 
et  qu’ainsi  l’équation  (a) , outre  la  solution  x = o , en  aura  une 
autre  qui  donne  J'=o. 

3®.  Si  le  nombre  Al=  a étant  un  nombre  premier  , alors 
il  est  aisé  de  voir  que  a.  et  JH  appartiendront  an  même  diviseur 
quadratique.  Car  soit  ay^^aCy  z + y z'  le  diviseur  quadratique  qui 
contient»,  si  l’on  fait  j = «"  et  z égal  à un  multiple  de  2c, 
alors  ce  diviseur  devient  de  la  même  forme  linéaire  4cx-ba  dont  est 
ou  JH.  Mais  il  n’y  a par  supposition  qu’un  seul  diviseur  qua- 
dratique qui  réponde  au  groupe  de  formes  linéaires  dans  lequel  JH 
est  compris,  donc  ce  diviseur  py'  + 7 çy  z + rz'  sera  identique 
avec  le  diviseur  a.y'  + 7Cyz  + yz'.  Or  celui-ci  offrira  toujours  deux 
manières  de  représenter  AI , l’une  où  y et  z seroient  premiers 
enlr’eux  , l’autre  où  l’on  feroity  = a",  z—o.  Donc,  en  vertu  de 
ces  deux  expressions  , l’équation  (a)  auroit  encore  deux  solutions. 

4®.  Si  on  a AI—  , on  prouvera,  d’une  manière  sem- 
blable, que  le  nombre  JH  appartiendra  au  diviseur  quadraüque 
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3_y‘+7_yz  4-^— — si  c est  impair , ou  au  diviseur  7j'‘+~z‘ , 

si  c est  pair.  Dans  les  deux  cas , le  nombre  Jtf  pourra  être  exprimé 
de  deux  manières  par  ce  diviseur,  et  ainsi  l’équation  (a)  aura 
deux  solutions. 

5".  Si  le  nombre  a on  prouvera  encore  de  la  même 
manière  , que  le  nombre  JU  appartiendra  au  même  diviseur  qua- 
dratique que  3 « , et  qu’ainsi  ce  diviseur  pourra  être  représenté 
par  7 aj'  + 7Cjr  z+y-z*.  11  y aura  donc  au  moins  deux  manières  de 
satisfaire  à l’équation  + 3 y y i + r s’ , et  par  conséquent 

au  moins  deux  solutions  de  l’équation  (a). 

Il  paraît , par  l’examen  de  tous  ces  cas  , que  si  le  premier 
membre  de  l’équation  (a)  ne  peut  devenir  un  quarré  que  lorsque 
x — o,  on  peut  conclure  que  le  nombre  ou  est  un 

nombre  premier.  11  faut  néanmoins  excepter  le  cas  où  Æ auroit 
un  facteur  premier  a non  commun  avec  c,  et  plusieurs  autres 

f,  >,  &c.  communs  avec  c,  car  alors  1 équation  • — — =e 

ne  seroit  susceptible  que  d’une  solution , et  le  nombre  Æ ne  pourroit 
être  représenté  que  d’une  manière  par  la  formule  pj'+^çj'z  + rz*. 
Mais  si  d’une  part  le  diviseur  quadratique  pj‘  + 7ç^z  + rz'  qui 
contient  Al  est  seul  de  son  espèce  ; si  d’autre  part  M n’a  aucun  divi- 
seur commun  avec  c,  et  que  la  quantité  ^*  + 3 + y j — ex*, 

formée  d’après  la  valeur  Æ=/)**  + sy  « C+r  C*,  ne  puisse  êtreégale 
à un  quarré  que  dans  le  seul  cas  de  x=o,  on  pourra  conclure 
avec  certitude  de  ces  conditions  réunies  , que  le  nombre  Al  ou 
sa  moitié  , s’il  est  pair  , est  un  nombre  premier. 

(348)  Cela  posé , si  on  prend  pour  « et  C des  nombres  quelcon- 
ques premiers  entr’eux  , on  pourra  regarder  comme  autant  de 
Théorèmes  les  résultats  suivans  choisis  entre  plusieurs  autres  sem- 
blables qui  sont  contenus  dans  nos  Tables.  Us  indiquent  diverses 
formules  générales  dans  lesquelles  tout  nombre  compris  sera  pre- 
mier ou  double  d’un  premier , si  la  formule  conditiounelle  ne  peut 
être  un  quarré  que  lorsque  x = o,  et  si  en  même  temps  Al  etc 
sont  premiers  enlr’eux , ainsi  que  a et  C. 
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Formule  condiliormclle. 

Formule  de  nombres  premiers. 

C'  + aft  + CJx—  l'àx' 

«•  + 2«f+i4C* 

C'  + 'i(t  + e)x  — 'â-;x' 

«•+2af+38f 

C'q-6('«  + f)a:  — 5jx' 

3«*  + 6 «f+22C' 

C'  + Ct(a  + C)x  — g3x‘ 

3«*-|-6«f-t-34  f 

r+(3(5a  + C)x—i^n  x' 

i5»*  + 6«  C4- 10  C* 

C + aCii  a + '^CJ X — 1 gSa-* 

n «*+  14  « ^+22 

C‘  + a (la  + C)  X — iix' 

«•-(-«f+Sf’ 

C'+aCi*  + ’)x — igx* 

C'  + -3(aa-rC)  X — ‘iSx’ 

«•  + «f+ni‘ 

C + aCax+CJx — 67  X* 

«•  + «e-t-  17  c* 

C'  + &(ait  + C)  X — 123x’ 

3«’  + 3«C+  n c* 

C + j (a  et  + C) X — i63x* 

«•-(-af-t-4l  f 

f*-|- loCz^  + ^yïa;  — 235x*  I 

5«’-f-5«f+i3C’ 

C*  + 2<«x — lo.r* 

«•-t-iof* 

C*  + 2«x — 22  X* 

«*  + 32  C' 

C-|-2aX  — 5bx’ 

«*+58f 

C*  + 1 0 « X — 70  X* 

5«*+i4f 

f*  + 6«x — 102  X* 

3«*+34c* 

C’+lOatX — 190  X* 

5«*  + 38f* 

(24g)  Si  l’on  supposoit  les  nombres  f , > , c pris  au  hasard,  il 
seroit  facile  de  trouver  combien  il  est  probable  que  la  formule 
C + ayx — car’  deviendra  un  quarré  , en  prenant  pour  x un  nombre 
entier  qnelconquc  positif  ou  négatif  , excepté  léro.  En  effet  , 
puisque  n'  est  le  seul  quarré  contenu  entre  les  limites  n* — n+j, 

n*  + «+i , il  s’ensuit  que  — est  la  probabilité  qu’un  nombre 

'yf  pris  au  hasard  sera  un  quarré.  Et  d’après  ce  principe  , on  trou- 
vera aisément  que  la  probabilité  de  ne  rencontrer  aucun  quarré 
dans  toutes  les  valeurs  de  f*+2>*  — ex',  est  égale  au  produit 

de  toutes  les  quantités  i : formées  en  don- 

^ + car*; 

nant  à x toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers , positifs  ou  négatifs 

(zéro  excepté)  comprises  entre  les  deux  racines  de  l’équation 

Qqa 
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C‘  + 7-}X  — ex’  — O.  Doue  si  le  nombre  + — cjr'  reste  tou- 

jours assex  grand  (i)  , la  probabilité  contraire  , ou  celle  de  ren- 
contrer un  quarré,  sera  sensiblement  égale  à la  somme  de  toutes 

les  quantités ^ Mais  au  moyen  du  cercle  dont 

^ 2\/(C‘  + 2-}X ex')  ■’ 

C*  *2  y X 

l’équation  est  — il  est  facile  de  voir  que  cette 


♦ » ^ 
somme  est  a-peu-pres  — r- 

c 


•X  désignant  le  rapport  de  la  circon- 


férence an  diamètre  ; donc  — '■ — sera  une  valeur  approchée  de  la 

2 v/c 

probabilité  dont  il  s’agit  (a). 

Ce  résultat  dépend  seulement  de  c,  et  il  est  d’autant  plus 
petit , que  c est  plus  grand.  De-là  il  est  facile  de  juger  quelles 
sont  les  formules  qui  sont  les  plus  propres  à donner  des  nombres 
premiers. 

Par  exemple  , pour  que  la  quantité  — i63x*  de- 

Tienne  un  quarré , la  probabilité  est  ■ ^ ^ ou  à-peu-prés  j.  Donc 

il  y a environ  7 à parier  contre  i , que  le  nombre  a’-t-af-f-à i C' 
sera  un  nombre  premier , a et  f étant  pris  au  hasard  parmi  les 
nombres  premiers  entr’eux. 

n y auroil  près  de  8 à parier  contre  1 , que  la  formule  5 a* -4- 38  C’ 
donnera  un  nombre  premier  , ou  le  double  d’un  tel  nombre  , a et  C 
étant  pris  à volonté  premiers  entr’eux , et  en  supposant  que  a n’est 
point  divisible  par  ig  , ni  C par  5. 

Çes  deux  formules  , et  sur-tout  la  dernière  , sont  celles  de  toute 


(i)  Les  résultats  que  nous  indiquons  ne  seraient  pas  exacts,  si  la  quantité 
C*-|-  a y M — ex*  pouToit  être  égale  à séro.  Hais  dans  1a  formule  dont  il  s’agit  , 
où  l’on  a y = p*  q C,  cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu,  parce  qu’il  en  résul- 
teroil  cx^p  tt  q , donc  il  faudroit  que  p M fût  un  quarré.  Or  ce 

cas  est  l’un  de  ceux  qu’on  peut  vérifier  d’avance , gt  mettre  à l’écart , comme 
ne  pouvant  donner  pour  ilf  ou  ^ ilf  un  nombre  premier. 

(u)  Cette  estimation  ne  doit  pas  être  prise  é la  rigueur , elle  n’est  CTopIoyce 
ici  que  comme  un  moyen  grossier  de  comparer  deux  formules  quant  ù leur  aptitude 
à contenir  des  nombres  premiers. 
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la  Table  qui  présentent  le  plus  d’avantages  pour  la  détermination 
d’un  nombre  premier  plus  grand  qu’un  nombre  donné. 


(?5o)  Pour  s’assurer  si  la  quantité  C'-\-':(p<t  + q Cx — cx.t  ne 
peut  être  un  qnarré  que  lorsque  r = o , il  faudra  essayer  pour  x- 
toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  comprises  entre  les  deux 
racines  de  l'équation  + + — cxx  = o.  Le  nombse  des 

essais  est  donc  en  général  - y^pM,  A/  étant  le  nombre  pa,'+iq<tC->rTC' 

dont  on  veut  déterminer  la  nature.  La  formule  la  plus  avantageuse  , 
ou  celle  qui  exige  le  moins  d’essais  , est  donc  celle  où , toutes 
choses  d’ailleurs  égales,  p sera  le  plus  petit , et  c le  plus  grand. 

Par  exemple  , si  on  considère  la  formule  a*  + « f + 4 1 f* , on 
plutôt  aa’  + Qaf+Sar',  afin  de  l’assinfiler  à la  formule  générale 
py'  + iqyz  + rz',  le  nombre  des  essais  , pour  s’assurer  si  le  nombre 


iV=»‘-f(»C+4iC’  est  un  nombre  premier  , sera 


4 t/JV 


, ou  ü-peu- 


près  ^ AT, 

La  formule  5 «’  + 38  f*,  qui  répond  au  nombre  c=  i go , est  encore 
plus  avantageuse  ,*  au  moins  en  prenaut  a.  impair  j car  si  l’on  fait 

2 1/5  N 'i  4 

A^=5«*+38f*,lenombredesessaissera on  — i/  N<i—;r-.V'N. 

itjo  85  iW 

Si  l’on  suppose  de  plus  dans  cette  seconde  formule , que  le  nombre  C 
soit  impair , le  nombre  des  essais  se  réduira  encore  à moitié.  En 
effet,  si  C est  impair,  ainsi  que  « ,1a  quantité  f’+io«x — igox* 
ne  pourra  être  de  la  forme  8/»  + i , ni  par  conséquent  devenir  un 
quairé , à moins  qu’on  ne  suppose  * de  la  forme  4^'  ou  4 4 — «, 
et  ainsi  les  formes  4 4+3,  M — s étant  exclues  , le  nombre  des 


essais  se  réduit  à— t/2V. 

85 


(îSi)  Enfin  on  peut  observer  que  plus  « sera  petit,  pins  la 
limite  de  x sera  petite.  D’après  toutes  ces  considérations , voici  la 
manière  qui  paroit  la  plus  simple  de  trouver  un  nombre  premier 
plus  grand  qu’une  limite  donnée  L. 

Ayant  fait  » = i , prenes  pour  c un  nombre  impair  > 

00 
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non  divisible  par  5,  vous  aurez  le  nombre  impair  N—S  + ZSC 
plus  grand  que  la  limite  donnée  L ; ce  nombre  n’a  point  de  diviseur 
commun  avec  190  j donc  pour  savoir  si  N est  un  nombre  premier, 
il  restera  à examiner  s’il  y a une  valeur  de  x autre  que  zéro  qui 
poisse  rendre  la  quantité  10  x — 190**  égale  à un  quarré.  Les 
valeur^  de  j;  à essayer  seront  tous  les  nombres  de  forme  ik  on 


4 i- — 1 , tant  positifs  que  négatifs,  moindres  que : si  au- 
cun de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité  dont  il  s’agit  égale  â un 
quarré , on  en  conclura  que  le  nombre  5 +38î*  est  tin  nombre 
premier. 

Soit  proposé , par  exemple , de  trouver  par  cette  méthode  un 
nombre  premier  plus  grand  que  1000000;  on  prendra  f impair 

et  > v/  ■'°°°°— . Soit  e = i63  , il  faudra  voir  si  on  peut  satisfaire 
00 


à l’équation 

26569+  *0* — i90x’=y^. 

Les  valeurs  de  * à essayer  seront  seulement  — 1 ,3, ±4,  — 5,7, 
dt8,  — 9,  11;  et  comme  aucune  d’elles  ne  rend  le  premier 
membre  égal  à un  quarré,  il  s’ensuit  que  le  nombre  5 + 38f*=  1 009627 
es!  un  nombre  premier. 


(q52)  Dans  des  exemples  plus  compliqués , on  parviendrolt  faci- 
lement à diminuer  encore  le  nombre  des  tentatives , en  obser- 
vant quels  sont  les  restes  des  qnarrés  divisés  par  3,  par  7 , ou 
par  quelqu’ autre  nombre  premier , et  excluant  les  valeurs  de  x 
qui  ne  peuvent  donner  ces  restes.  Ainsi , en  prenant  C=Zk  , on 
trouveroit  que  * ne  peut  avoir  aucune  des  quatre  formes  9 4 + 3, 
9A  + 4,  9 il' +6,  94  + 7,  ce  qui  réduit  le  nombre  des  essais  aux  J 
du  nombre  total.  Si  l’on  avoit  C=22Adci  , les  formes  exclues 
seroient  *=ii4+i,  6,  8,9,  10,  et  le  nombre  des  essais  seroit 
réduit  aux  Donc  par  la  combinaison  de  deux  semblables  suppo- 
sitions, c’est-à-dire  en  prenant  C=66i±2i  , le  nombre  des  va- 
leurs de  X à essayer  se  réduiroit  ou  ÿf  du  nombre  total 

qui  est  environ  et  deviendroit  seulement  -~\/ L. 

Soit,  par  exemple  , f=68t  ; pour  savoir  si  le  nombre  5+38 C* 
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= 17  6j2  923  pst  un  nombre  premier  , il  faut  voir  si  on  peut  saïU- 
faire  à l’équalion  4fi376i  + io.r — igo**=7'*;  et  d’après  ce  que 
nous  venons  de  trouver,  les  valeurs  de  x à essayer  se  réduisent 
aux  suivantes  : 

1 1 , 27, 35, 36, 44,  47, -4,-8,  —g,  — 1 7,  —28,  — 37,  — 4o,  —44. 

Or  la  valeur  35  donne^  = 48i  , donc  le  nombre  dont  il  est  ques- 
tion u’est  pas  un  nombre  premier. 

Soit  encore  C=74y,  on  aura  la  quantité  558oog4-iox — 190 x* 
dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  x chacun  des  nombres 
suivans  : 

1 1,27,35,36,44,47,— 4,— 8,— g,— 17,— 28,— 37,— 4o,— 44,— 52,— 5.3 

Et  comme  on  trouve  qu’aucun  de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité 
dont  il  s’agit  égale  à un  quarré  , il  s’ensuit  que  le  nombre  5 + 38C* 

= 21  2o4  347  est  un  nombre  premier. 

(253)  On  peut,  d’après  ces  principes  , expliquer  d’une  manière 
satisfaisante  , pourquoi  certaines  formules  renferment  une  suite  do 
nombres  premiers  asseï  étendue.  (Voyez  Introd.  n®.  XVI.) 

Par  exemple  , on  trouve  dans  la  Table  (n“.  a48)  que  la  formule 
«•  + « + 4 1 doit  être  égale  à un  nombre  premier  , toutes  les  fois  quo 
la  quantité  i+(i»  + ‘2)x — i63x*  ne  pourra  devenir  un  quarré 
qu'en  faisant  x = o.  Or  on  voit  au  premier  coup  d’œil , que  cette 
quantité  ne  pourra  être  un  quarré , ni  même  un  nombre  positif, 
tant  que  4«+2  sera  <163,  ou  « <4o.  Donc  si  on  fait  successii 
vement  «t  = o,  1,2,3...  jusqu’à  3g  , toutes  les  valeurs  qui  en 
résulteront  pour  «*  + <»  + 4 1 , doivent  être  des  nombres  premiers. 

On  trouve  également  , dans  la  Table  du  n*.  248,  que  la  formule 
■*  + 58  désigne  un  nombre  premier  ou  son  double  , tontes  les  fois 
que  i+2«x  — 58 X*  ne  pourra  être  un  quarré  (excepté  en  faisant 
x = c).  Or  il  est  manifeste  que  cette  quantité  ne  peut  être  un 
quarré  tant  que  ■ sera  au-dessous  de  ag.  On  voit  donc  a priori 
que  les  ag  premiers  nombres  contenus  dans  la  formule  ■‘  + 58 
doivent  être  premiers  ou  doubles  de  premiers. 

11  en  est  de  même  des  19  premiers  nombres  contenus  dans  la 


3i2  T II  É O R I E D E s N O M b R E s. 
formule  5 «*  + 38  , parce  que  la  quantité  i + io«x — i go**  ne  peut 
devenir  un  quarré  , tant  que  a est  au-dessous  de  ig. 

Remarque.  Le  problème  de  déterminer  un  nombre  premier  plus 
grand  qu’un  nombre  donné , n’est  pas  résolu  complètement  dans 
ce  paragraphe.  On  a indiqué  seulement  diverses  formules , dans 
lesquelles  prenant  au  hasard  un  nombre  plus  grand  que  la  limite 
assignée  , il  y a déjà  une  probabilité  assez  grande  que  ce  nombre 
sera  premier.  Mais  pour  s’en  assurer  entièrement , il  faut  faire  des 
essais  qui  sont  d’autant  plus  longs  , que  le  nombre  dont  il  s’agit 
doit  être  plus  considérable  ; et  si  cette  grandeur  passe  certaines 
limites , il  pourra  être  plus  avantageux  de  suivre  les  méthodes 
indiquées  dans  le  paragraphe  suivant. 


f XV. 
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5.  XV.  Usage  des  Théorèmes  précédens  pour  reconnoitre 
si  un  nombre  donné  est  premier  ou  s'il  ne  P est  pas. 

(î54)  Le  s Tables  de  nombres  premiers  qa’on  a conslrnites  jusqu’à 
présent  n’étant  pasfort  étendues,  U seroit  à desirer,  pour  la  perfec- 
tion de  la  théorie  des  nombres , qu’on  trouvât  une  méthode  praticable 
au  moyen  de  laquelle  on  pût  décider  assez  promptement  si  un 
nombre  donné  qui  excède  les  limites  des  Tables  est  premier  ou 
s’il  ne  l’est  pas.  En  attendant  que  cette  méthode  soit  trouvée  , 
nous  allons  faire  voir  quels  secours  on  peut  tirer  des  théorèmes 
exposés  jusqu’à  présent,  pour  la  solution  de  ce  problème  particulier. 

On  a déjà  vu  que  si  le  nombre  proposé  ^ est  de  la  forme 
o*±i,  ou  s’il  est  seulement  diviseur  de  cette  formule,  tout 
nombre  premier  qui  divise  doit  être  de  la  forme  n x -t-  1 ou 
anx+  i lorsque  n est  impair  j car  s’iln’étoit  pas  de  cette  forme , il  di- 
viseroit  le  nombre  plus  petit  a’±i , r étant  un  diviseur  impair  de  n. 
Ayant  donc  examiné  tous  les  nombres  , qui  remplissent  cette 

condition , si  aucun  de  leurs  facteurs  premiers  ne  divise  on  sera 
assuré  que  les  diviseurs  de  yi  ne  peuvent  être  que  de  la  forme  men- 
tionnée «x-i- 1 ou  3 71 X -h  1 ; et  si  71  est  impair  , il  faudra  non-seule- 
ment que  les  diviseurs  de  ./é  soient  de  la  forme  2 71  x -h  1 ^ mais 
qu’ils  soient  aussi  de  l’une  des  formes  linéaires  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  an*.  Ces  formes  étant  connues  par  nos  Tables 
( au  moins  lorsque  a ne  passe  pas  leurs  limites  ) , on  pourra  , par  la 
combinaison  de  ces  deux  conditions , réduire  beaucoup  la  multitude 
des  nombres  premiers  moindres  que  par  lesquels  il  faut  essayer 

de  diviser  Nous  avons  déjà  donné  des  exemples  de  cette  mé- 
thode dans  le  5.  V ; nous  ajouterons  encore  les  deux  suivans. 

(255)  Considérons  1®.  le  nombre  2** — 1 = ('2* — 1^.  io824oi  j et 
proposons-nous  de  trouver  tous  les  diviseurs  du  facteur  io824oi=y/} 
comme  ce  nombre  n’est  pas  divisible  par  2^ — 1 =3i  , il  ne  peut 

Kr 
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avoir  pour  diviseur  que  des  nombres  de  la  forme  5ox+i.  De  plus» 
le  nombre  A étant  diviseur  de  la  formule  2*' — 2 qui  est  de  la  forme 
t' — 2 «*,  il  faudra  que  les  diviseurs  de  A soient  de  la  forme  8n+ 1, 
ou  de  la  forme  Sn  + j.  Mais  la  forme  5o*  + » renferme  les  quatre 
200JC+ 1 , 5i , 101 , i5i  ; 

excluant  donc  la  seconde  et  la  troisième  qui  ne  s’accordent  pas 
avec  les  formes  8/1+1  et  8/1+7,  il  ne  restera  pour  les  diviseurs 
de  A que  les  deux  formes 

200X+1,  200X+i5i. 

Les  nombres  moindres  que  \/A  compris  dans  ces  formes  sont  : 
i5i,  201,  35i,  4oi,  55i,  Poi,  y5i , 8oi,  gSi,  1001; 
d’où  excluant  ceux  qui  ne  sont  pas  premiers  , il  reste  les  quatre 
seuls  nombres  i5i , 4oi , 601  , 761  , par  lesquels  il  faut  essayer 
de  diviser  A. 

La  division  ne  réussit  ni  par  i5i , ni  par  4oi  , mais  elle  réussit 
par  601  , et  on  a pour  quotient  1801  ; donc  le  nombre  A n’est 
pas  un  nombre  premier.  Et  quant  au  quotient  1801  , il  est  néces- 
sairement premier,  car  s’il  ne  l’étoit  pas,  il  admettroit  la  divi- 
sion par  un  nombre  moindre  que  v^iSoi  , ce  qui  n’est  pas  pos- 
sible, puisque  le  moindre  nombre  premier  qui  divise  est  601. 
Donc  on  a simplement  ..^  = 601  . i8oi. 

Considérons  2®.  le  nombre  2*’ — 1 = (2° — 1^.262667  , et  soit 
proposé  de  trouver  les  diviseurs  du  nombre  A = 262667  ; il  est 
facile  *de  s’assurer  que  ce  nombre  n’est  divisible  par  aucun  de 
ceux  qui  divisent  2’ — 1 ou  2’ — i;  donc  ses  diviseurs,  s’il  en  a , 
sont  de  la  forme  54x+i.  D’ailleurs  A étant  lui-mème  diviseur 
de  2** — 2 , les  diviseurs  de  A sont  aussi  de  la  forme  C — 21/*,  et 
par  conséquent  de  l’une  des  formes  8/1+1  ou  8/1+7.  Si  on  com- 
bine donc  ces  deux  formes  avec  la  forme  54x+i  , on  aura  les 
deux  formes  2 16 x+i  , 2 16 x + 55  , lesquelles  ne  comprennent , au- 
dessous  de  \/A=5i7,  que  les  cinq  nombres  65,217,  271,  433, 
487.  Retranchant  de  ceux-ci  les  nombres  composés , il  ne  reste 
à essayer  que  les  trois  nombres  premiers  271 , 433 , 487  ; et  comme 
aucun  de  ces  trois  nombres  ne  divise  262667  / conclura  avec 

certitude  que  262667  nombre  premier. 


V. 
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( 356)  En  général , étant  proposé  un  nombre  quelconque  , 
on  tâchera  de  ramener  ce  nombre  ou  un  de  ses  multiples , à la 
forme  t'  + au',  a étant  un  nombre  le  moins  grand  possible  , et  qui 
ne  passe  pas  les  limites  des  Tables.  Pour  cela,  il  faut  extraire  la 
racine  quarrée  tant  de  v/  que  de  quelques-uns  de  ses  multiples 
2^,  5^,  , &c. , et  on  fera  en  sorte  que  le  reste,  positif 

ou  négatif,  soit  de  la  forme  au*,  u*  étant  le  plus  grand  quarré 
par  lequel  ce  reste  est  divisible. 

Dès  qu’on  aura  mis  ^ , ou  en  général  sous  la  forme  a u*, 
on  sera  sûr  que  les  diviseurs  de  ^ sont  compris  parmi  les  formes 
linéaires  des  diviseurs  de  la  formule  r*ztau*,  et  comme  ces  formes 
linéaires  excluent  la  moitié  des  nombres  premiers  , autant  on  aura 
trouvé  de  formes  différentes  t'  ±au'  pour  ^ ou  autant  do 
fois  on  aura  réduit  à moitié  le  nombre  de  diviseurs  à essayer  pour 
le  nombre  Si  donc  il  y a m nombres  premiers  compris  depuis  i 

jusqu’à  et  que  i soit  le  nombre  des  formes  r*±au*  dont 

il  s’agit,  on  n’aura  plus  à essayer  que  (t)'-"*  nombres  premiers , 
pour  s’assurer  si  est  premier , ou  s’il  ne  l’est  pas. 

Si  ^ étoit  un  diviseur  de  la  formule  a*±i  , ou  a'^b',  a el  b 
étant  premiers  entr’eux , on  auroit  de  plus  les  conditions  dont 
nous  avons  déjà  parlé , qu’on  combineroit  avec  celles  qui  résultent 
de  la  forme  r’zfcaa*. 

(257)  Enfin  on  peut  encore  indiquer  un  moyen  qui  le  plus  souvent 
aura  du  succès.  11  consiste  à convertir  en  fraction  continue  1/..V, 

ou  , y/Z  A y &c.  Car  si  en  général  ^ ^ 

quotient-complet  provenant  du  développement  de  / k A ^ et  que 
- soit  la  fraction  convergente  qui  répond  à ce  quotient , on  aura 

(n®.  3o)  ±£>=7>* — kAq',  orx  kAq'=p*^D.  Donc  les  divi- 
seurs de  A sont  diviseurs  de  /j'rpD  , ou  en  général  de 
savoir  de  lorsque  le  quotient-complet  est  de  rang  pair, 

et  de  t' — Du'  lorsqu’il  est  de  rang  impair. 

Dans  cette  opération  , le  nombre  D n’excède  jamais  1/ k A , 
et  le  plus  souvent  il  est  beaucoup  plus  petit  j ainsi  on  pouira 

Rr  2 
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connoître , par  ce  moyen  , des  formules  assez  simples 
dont  les  facteurs  de  doivent  être  diviseurs.  Et  s’il  arrivoit  qu’oa 
trouvât  deux  formules  t*  + Z7zi*,  <" — Z?u*  contenant  la  même 
valeur  de  Z?  , il  s’ensuivroit  que  u4  qui  divise  l’une  et  l’autre  , 
divise  et  par  conséquent,  que  ses  propres  diviseurs  doivent 

être  aussi  de  la  forme  + et  de  la  forme  linéaire  4ar+i , ce 
qui  abrégeroit  les  calculs. 

(î58)  Appliquons  ces  principes  au  nombre  333667=^.  On 
trouvera  d’abord , par  l’extraclion  de  la  racine  , = 577*  + 83.3’; 

donc  A est  de  la  forme  t*  + 82  et  ses  diviseurs  doivent  être 
du  nombre  de  ceux  qui  conviennent  à celte  formule.  Pour  trouver 
d’autres  formes , j’essaye  de  décomposer  des  multiples  de  , je 
trouve  par  exemple  3^=  1001001  1001^* — loCioJ",  quan- 

tité de  la  forme  t' — ion*j  donc  les  diviseurs  de  ^ doivent  être 
de  l’une  des  formes  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  t’ — ion*. 
Ces  deux  formes  réduiroient  déjà  au  quart  seulement  les  nombres 
premiers  qui  sont  à essayer  pour  diviseurs  de  , et  qui  doivent 
être  moindres  que  ou  677.  Mais  comme  l’opération  seroit 

encore  longue,  nous  chercherons  de  nouvelles  formes  par  le  dé- 
veloppement de  en  fraction  continue.  Ce  développement 

donne  les  quoliens-complels  qui  suivent  : 

t/^  + o \/u4  + 5jj  t/^+i6i  + 

i " ^8  ’ 4T7  ’ 643  ’ 28G  * 

t/./^  + 47i  v''^+3ii  \/^+iCj5  v/^  + Big  t/-,^+42g 

.3gi  ’ 606  * 407  ’ i58  ’ g47  * 

y/^  + 5i8  v^^  + 5i7  y'^  + 445  y/^-\-bki  . 

69  * 962  ’ i4i  ’ 288  ’ 

De-là  on  voit  que  les  diviseurs  de  ^ doivent  diviser  les  formules 
t*  + 738z»*  ou  /*+82m*,  i' — 417/1*,  /’  + GiS/i*,  &c. 

Les  plus  simples  sont  t*  + 8m*,  t' — 6g«*,  et  car  c’est 

à cette  dernière  que  se  réduit  la  formule  /'  + 288/1’  donnée  imr 
médiatement  par  le  terme  £>=288. 

Si  à ces  formes  on  ajoute  celle  qui  a été  déjà  trouvée  /* — ion*, 
on  sera  en  état  de  diminuer  beaucoup  le  nombre  des  essais  qui 
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restent  à faire.  Et  d’abord  les  diviseurs  de  <*+2«*  étant  de  la 
forme  8 n+  1 ou  8n+5  ; et  ceux  de  /* — to;/*  étant  4o  » , 3, 
9,  i3,  27  , 3i  , 37,  3g  : si  on  rejette  parmi  ceux-ci  les  formes 
qui  ne  sont  pas  ou  8/j-|-3,  il  ne  restera  que  les  formes 

4of-l- 1,3,9,  27. 

Maintenant  si  on  développe  tous  les  nombres  premiers  compris 
dans  ces  formes  jusqu’à  677  qui  est  y/ ^ , oa  trouvera 

1 , 3 , 4i , 43,  67 , 83,  89 , 107,  i63  , 227 , 24 1 , 281 , 283, 

347,  4oi , 4og,  443,  44g  , 467,  48i  , 521, 523,  547 , 563, 56g. 

Éliminant  parmi  ceux-ci  ceux  qui  ne  peuvent  être  diviseurs  de 
t' — 6gu‘,  ce  qu’on  reconnoîtra  facilement  (Table  III)  par  les 
formes  276  x -fa  qui  conviennent  à ces  diviseurs , il  restera 

• • • • 

1,  83,  8g,  107,  i63,  227,  281,  4oi , 4og,  467,  52 1, 

547  , 563 , 56g. 

Enfin  rejetantdemême  parmi  ces  derniers  ceux  qui  ne  peuvent  être 
diviseurs  de  la  formule  <*-(-82  u*,  ou  qui  ne  sont  pas  de  la  forme 
328x-(-a  qui  convient  à ces  diviseurs  (Table  VI),  il  ne  restera 
à essayer  que  les  sept  nombres  premiers 

83,  107,  i63 , 4oi,  4og,  467,  56g. 

Or  aucun  de  ces  nombres  ne  divise  333667 , ainsi  on  est  assuré 
que  333667  est  un  nombre  premier. 

On  auroit  diminué  beaucoup  le  nombre  des  tentatives , si  on 

1 1 

eût  observé  que  3 étant  looioot  = io*-f  lo’-f  i = - , les 

10  — i 

diviseurs  de  ^ doivent  diviser  10’ — t , et  par  conséquent  doivent 
avoir  la  forme  i8x-f  1.  Mais  nous  avons  voulu  faire  voir  comment 
on  doit  procéder  lorsqu’on  n’a  aucune  donnée  sur  la  nature  du 
nombre  qu’on  examine. 

(269)  Proposons-nous  encore  le  nombre  10  ogi  4or=..^  ; H 
faudroit , suivant  le  principe  général , essayer  la  division  par  tous 
les  nombres  premiers  moindres  que  \/^ , c’est-à-dire  moindres 
que  3176.  Mais  pour  diminuer  le  nombre  de  ces  tentatives , nous 
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chercherons  tout  d’un  coup,  par  le  développement  de  ^ en 
fraction  continue , les  diverses  formules  t‘zt:Du‘  dont  ^ doit  être 

diviseur.  Soit  l’expression  générale  du  quotient-complet , 

on  trouvera  que  les  valeurs  de  D fournies  par  cette  opération 
«ont  successivement 


D=\ , 4425=  177.5*,  1928=482.2*,  1709,  218g,  303.3=337.3*, 
2872  = 718.2*,  25ii=3i.g*,  3755,  384  = 6.8*,  5585,  437, 
3648  = 57.8’,  2619,  24g5,  i83,  2019,  720=5.12*,  2963, 
i52  = 38.2*,  2061=229.3*,  365  , 48o  = 3o.4*,  1119,  34i5, 
2712=678.2*,  2525=101.5*,  3789=421.3*,  184=46.2*,  &c. 

De-là  on  déduit  déjà  plusieurs  formules  assez  simples , desquelles  ^ 
doit  être  diviseur.  Ces  formules  sont  : 

/*-l-3iu*,  t'+6u',  t* — Sju'j  t'+5u‘,  <’-t-38«*,  t* — 3ott*,  <* — 46«*. 
Mais  il  est  â observer  que  la  formule  t' — 3o«*  n’apprend  rien  de 
plus  que  les  deux  précédentes  t’-l-6n*,  t’ H- 5 a*;  car  si  un  nombre 
premier  est  diviseur  de  t’-f-ôn*  et  de  t'  + 5u',  il  sera  diviseur  de 
t' — 3oa*  j de  même  la  formule  /*-1-38m*  est  censée  comprise  dans 
les  deux  précédentes  /*  + 6 n*,  t* — 5j  u'.  Il  ne  reste  par  conséquent 
des  sept  formules  précédentes , que  cinq  qui  soient  distinctes  les 
unes  des  autres  , et  qui  pouvant  chacune  réduire  le  nombre  des 
essais  à moitié , pourront  par  leur  combinaison  réduire  ce  nombre 
â sa  trente-deuxième  partie.  Par  ce  moyen  , le  nombre  des  essais  , 
ou  celui  des  nombres  premiers  moindres  que  ^ ^ , qui  auroit  été 
environ  454  , se  réduit  à i4,  et  l’opération  devient  praticable. 
On  auroit  pu  encore  prolonger  davantage  le  calcul  des  valeurs  de  Z>, 
et  il  en  scroit  résulté  les  nouvelles  formules  t* — 55«*,  l' — 97«’, 
t'-l-3tt*,  dont  ^ doit  être  diviseur.  Avec  tous  ces  secours,  voici 
comment  on  trouvera  les  formes  linéaires  qui  conviennent  aux 
diviseurs  de  A. 

i'’.  Les  diviseurs  de  <*-|-3u*  sont  en  général  de  la  forme  6x-f- 1 , 
laquelle  contient  les  quatre  formes  24*-}- 1, 7,  i3,  19. 

2°.  De  ces  quatre  formes , il  n’y  en  a que  deux  qui  peuvent 
diviser  <’-}-6u’,  ce  sont  24*-|-i, 
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3®.  Ces  dernières , considérées  par  rapport  aux  multiples  de  5 , 
contiennent  les  huit  formes  i20*+»>  7>  3»,  4g,  73,  79,  97, 
io3 , parmi  lesquelles  écartant  celles  qui  ne  peuvent  diviser 
il  restera  les  quatre  formes 

120X+1,  7,  4g,  io3. 

Les  nombres  premiers  contenus  dans  ces  formes  diviseront  donc  à- 
la-fois  les  trois  formules  /*  + 3tt*,  /’-t-6u*,  + 

4°.  Si  les  quatre  formes  précédentes  sont  développées  par  rap- 
port aux  multiples  de  1 1 ; c’est-à-dire , si  au  lieu  de  x , on  met 
successivement  iix,nx+i,  1 1 x-f-2  , &c. , et  qaon  rejette  les 
multiples-  de  1 1 , il  en  résulte  les  quarante  formes  suivantes  : 

»32ox+i,  7,  4g,  io3,  127,  1G9 , 223  , 24i  , 247,  289, 
343,  36i , 367 , 4og,  463  , 48i , 48?  , 629 , 601  , 607  r 
703,  721,  727,  769,  823,  84i  , 889,  943,  961  , 967,. 
1009,  1081, 1087, 1129,  1 183, 1201,  1207, 1249,  >3o3. 

Parmi  ces  formes  , il  ne  faut  conserver  que  celles  qui  peuvent 
diviser  <’ — 55«*;  pour  cet  effet , on  prendra  dans  la  Table  111  ’ 
les  formes  220x  + a qui  divisent  /* — 55u'-,  et  la  comparaison  faite, 
on  trouvera  qu’il  ne  reste  que  les  vingt  formes  : 

i320x+i,  4g,  io3,  169,  223;  247,  289,  36i,  367,  463; 

487, 529, 727, 823,  84i  ; 889, 961, 1081,  1087,  )3o3. 
Maintenant  si  l’on  prend  les  nombres  moindres  que  3176  compris 
dans  cette  formule  , et  qu’on  en  exclue  les  nombres  composés , ils 
se  réduiront  aux  suivans  : 

io3,  223,  367,  487,  727,  823,  1087,  i32i  , i423,  1489 
i543,  1609,  1783,  2i43,  2161,  2281,  2689,  3ooi,  3169. 
Excluant  encore  de  ceux-ci  les  nombres  qui  ne  peuvent  diviser 
<*+3i  u’,  il  restera  les  onze  suivans  : 

io3,  727,  1087,  i32i,  i423,  i48g,  1609,  *7®3, 

2i43  , 2281 , 31G9. 

Enfin  si  on  exclut  de  même  ceux  qui  ne  peuvent  diviser  t*-)-38n*,. 
on  n’aura  plus  que  les  six  nombres 

727,  1087,  i423,  1489,  1783,  2281; 
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et  la  condition  qu’ils  soient  diviseurs  de  t‘ — 4Gu%  les  réduira  de 

nouveau  aux  trois  nombres 

737,  i4a3,  aaSi. 

Il  est  inutile  d’aller  plus  loin  dans  la  réduction  de  ces  nombres, 
et  on  auroit  pu  même  se  dispenser  d’aller  aussi  loin } or  on  trouve 
qu’aucun  de  ces  nombres  ne  divise  10  ogi  4oi,  on  pourra  donc 
conclure , avec  certitude  , que  10  091  4oi  est  un  nombre  premier. 

Euler  est  parvenu  au  même  résultat , en  s’assurant  que  loogi  4ot 
ne  peut  se  décomposer  que  d’une  seule  manière  en  deux  quarrés , 
ce  qui  est  un  caractère  essentiel  des  nombres  premiers  in+i. 
(Voyez  le  Tom.  IX  des  Nopi  Comm.  Petrop,  Voyez  aussi  les 
Mémoires  de  Berlin,  année  1771.) 


TROISIEME 
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THÉORIE  DES  NOMBRES  CONSIDÉRÉS  COMME 
DÉCOM  POSAS  LES  EN  TROIS  qUARRÉS. 


§,  I.  Définition  de  la  forme  trinaire.  Nombres  et  diviseurs 

quadratiques  auxquels  cette  forme  ne  peut  convenir. 

(2G0)  No  ü s appellerons  , pour  abréger  , forme  trinaire  d'un 
nombre , toute  manière  d’exprimer  ce  nombre  par  la  somme  de  trois 
quairés.  Ainsi  5g  pouvant  se  représenter  par  aS  + aS  + g,  et  par 
4g  + 9 + » , chacune  de  ces  expressions  sera  une  forme  trinaire 
de  5g. 

Une  forme  trinaire  est  composée  en  général  de  trois  quarrés  , 
mais  elle  peut  ne  l’être  que  de  deux  ou  même  que  d’un  seul , parce 
que , dans  ces  cas  , zéro  sera  regardé  comme  quarré  complétif. 
On  peut  donc  dire  que  45  est  susceptible  de  deux  formes  trinaires, 
savoir  36  + g et  a5+i6+4;  de  même  le  nombre  g en  comporte 
deux,  qui  sont  9 et  4 + 4+ 1. 

Lorsqu’un  nombre  est  divisible  par  un  quarré , la  forme  trinaire 
qui  convient  particulièrement  à ce  nombre  , est  celle  dont  les  trois 
termes  ne  sont  pas  divisibles  par  un  même  quarré.  Ainsi  45  a pour 
forme  trinaire  propre  a5  + 1 6 + 4 ; l’autre  forme  36  + g,  ou  g('4  + 1 
dépendante  du  facteur  5 , est  en  quelque  sorte  étrangère  au 
nombre  45.  De  même  la  forme  trinaire  caractéristique  de  9 est 
4 + 4+1  , celle  de  26  est  16  + 9,  ou  16  + 9 + 0 (dont  les  trois  termes 
ne  sont  pas  divisibles  par  un  même  nombre  ) , et  ainsi  des  autres. 

(261)  yiuciip.  nombre  80  + 7 , ni  le  produit  d'un  tel  nombre  par 
une  puissance  paire  de  1 , ne  peut  être  de  forme  trinaire. 

Car  tout  quarré  pair  étant  représenté  par  4m  , et  tout  quarré 

S s 
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impair  par  8 /i  + i > somme  de  trois  quarrés , si  elle  est  impaire  y 
ne  peut  être  que  de  l’une  des  deux  formes 

8/>  + • + 87  + 1 + 8r  + 1 =8ê  + 3 
4/)+47+8r+i  =4*+i  , 

lesquelles  ne  renferment  pas  la  forme  8 « + 7 ; et  la  somme  de 
trois  qnarrés  , si  elle  est  paire  , ne  peut  être  que  le  produit  d'une 
puissance  paire  de  a par  un  nombre  de  l’une  des  trois  formes 
87^*4“i-l-874"i*i“8r-|"i  — 8 3 

8p“l-i*4*87*4*id"^r  = 4^"1'  ^ 
8/>+i+47+4r=4jt+i. 

Donc  jamais  la  somme  de  trois  quarrés  n’est  de  la  forme  C8n+  7^3”’; 
encore  moins  les  nombres  de  cette  forme  peuvent -ils  être  com- 
posés de  un  ou  de  deux  quarrés  seulement. 

Quant  aux  nombres  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  (8n+y ) a'\ 
non-seulement  on  ne  voit  rien  qui  empêche  qu’ils  soient  compo- 
sés de  trois  quarrés , mais  on  s’assurera  par  l’expérience  qu’ils  sont 
composés  ainsi , et  qu’en  conséquence  ils  sont  tous  de  forme  trinaire. 

(367)  On  trouvera  également  que  parmi  les  diviseurs  quadra- 
tiques d’une  même  formule  t'  + cu',  où  c n’est  pas  de  la  forme 
(8n  + j)  2”,  il  y en  a toujours  un  ou  plusieurs  qu’on  peut  décom- 
poser actuellement  en  trois  qnarrés  ; de  sorte  qu’alors  le  diviseur 
pjy’  + açjy  z + rz'  pourra  être  mis  sons  la  forme 

(my  + nz^  + C m'y  + n'z;*  m"y  4-  n"z)\ 

Cette  décomposition  , qui  a lieu  indéfiniment  pour  toutes  valeurs 
des  indéterminées  y et  z , fournit  un  caractère  particulier  de  ce 
genre  de  diviseurs  : nous  appellerons  diviseurs  quadratiqius  tri- 
naires  , ou  simplement  diviseurs  trinaires  , ceux  qui  jouissent  de 
cette  propriété. 

Par  exemple,  la  formule  <•  +65«*  a un  diviseur  quadratique 
trinaire , lequel  est 

gy'+fOyz+ioz'=(oy+3z)'+iy'  + (y  — z)'. 

La  même  formule  a un  autre  diviseur  quadratique  4 1 1 qt>* 

i8y'+\oyz  + 5z‘,  mais  celui-ci  n’est  pas  de  forme  trinaire  j car 
on  tenteroit  inutilement  de  le  décomposer  eu  trois  quarrés  comme 
le  précédent. 
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(363)  Nous  observerons  qu’il  est  certaines  classes  de  diviseurs 
quadratiques  qui  ne  peuvent  jamais  être  de  forme  trinaire. 

i“.  Lorsque  c est  de  la  forme  4/i+i , les  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  C+cu''  sont  de  deux  sortes  , l’une  contenant  les 
nombres  4/i+i  ^ l’autre  contenant  les  nombres  in — 1.  Ceux-ci 
renferment  indistinctement  les  diviseurs  8 n + 3,  8 «+7,  et  comme 
aucun  nombre  8n  + 7 n’est  la  somme  de  trois  qnarrés,  il  s’ensuit 
qu’aucun  diviseur  quadratique  in — 1 , ne  sauroit  être  de  forme 
trinaire. 

a”.  Lorsque  c est  de  la  forme  8n  + 7 , H n’y  a absolument  aucun 
diviseur  quadratique  de  la  formule  t'+cu‘  qui  puisse  être  de  forme 
trinaire.  La  raison  en  est  que  chaque  diviseur  quadratique  con- 
tient indistinctement  les  diviseurs  4n+i  et  in — 1 ; il  contient 
donc  aussi  les  diviseurs  8n+7  dont  aucun  n’est  décomposable  en 
trois  quarrés  ; donc  le  diviseur  quadratique  en  général  ne  peut 
être  de  forme  trinaire. 

3“.  Lorsque  c est  de  la  forme  8/J  + 3,  il  ue  peut  non  plus  y 
avoir  aucun  diviseur  quadratique  de  forme  trinaire , par  la  même 
raison  qui  vient  d’être  apportée.  Cependant  il  pourra  arriver  que 
le  double  d’un  diviseur  quadratique  soit  de  forme  trinaire.  Par 
exemple,  + représente  tout  diviseur  impair  de  la  for- 

mule <•+  igz*  ; ce  diviseur  considéré  ainsi  en  général , n’est  point 
décomposable  en  trois  quarrés,  mais  son  double  + x+  ioz‘ 
se  résout  en  ces  trois  quarrés  + + + 

4°.  Étant  proposée  la  formule  t'  + iau‘,  dans  laquelle  a est  de 
la  forme  4n  + 1 , les  diviseurs  quadratiques  de  cette  formule  sont 
de  deux  sortes;  les  uns  contenant  les  nombres  8n  + 5 , 8/1  + 7, 
les  autres  contenant  les  nombres  8/1+1,  8/1  + 3.  11  n’y  a donc 
que  ceux-ci  qui  puissent  être  de  forme  trinaire. 

5“.  Enfin  lorsque  a est  de  la  forme  in  — 1 , les  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  formule  P + aau*  sont  de  deux  sortes,  les  uns 
contenant  les  nombres  8/1+1  , 8/2  + 7;  les  antres  contenant  les 
nombres  8n+3,  8/1  + 5.  11  est  évident  que  c’est  seulement  parmi 
ces  derniers  que  peuvent  se  trouver  les  diviseurs  de  forme 
trinaire. 


S 8 2 


5ti  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


(264)  Étant  donnée  une  forme  trinaire  o'  + b'  + c'  du  nombre 
on  pourra  le  plus  souvent  trouver , par  son  moyen , une  ou  plu- 
sieurs antres  formes  trinaires  do  même  nombre. 

Car  1°.  si  des  trois  quarrés  donnés  il  en  est  deux  dont  la  somme 
a'  + 6*  ne  soit  pas  un  nombre  premier , ou  le  double  d’un  pre- 
mier, cette  somme  pourra  se  changer  (n°.  a36)  en  une  somme 
semblable ; de  sorte  qu’on  aura  ^ + 

O*  r ’ Q'^b-^C  , , - 

2“.  Si  1 on  lait = m , on  aura  en  general 


u4  = a'-^b'-\-c'  ~(im  — a)'  + (t  m — b)'  + ( 2 m — c)'  ; 
et  comme  on  'peut  prendre  à volonté  les  signes  de  a , b , c , on 
pourra  presque  toujours  faire  en  sorte  que  m soit  entier , ce  qui 
donnera  une  seconde  forme  trinaire  du  nombre  Il  faut  cependant 
excepter  le  cas  où  deux  des  trois  nombres  a,  b , c seroient  divi- 
sibles par  3 , et  le  troisième  non-divisible  , car  alors  m ne  pourroit 
être  un  entier. 

H faut  aussi  excepter  le  cas  où  l’un  des  trois  nombres  a,  b,  c 
séroit  égal  à la  demi-somme  des  deux  autres.  Car  si  l’on  a , par 
exemple,  b-\-c—2a , celte  relation  particulière  donnera  m—a^ 
et  alors  la  forme  (2m  — a)'-\-(2m  — b)'+(2m — c)'  sera  iden- 
tique avec  la  forme  donnée  a'+b'  + c'. 


(î65)  Pour  donner  un  exemple  de  ces  transformations,  soit  le 
nombre  8q  = 9*+2*+2*j  en  faisant  n = g , ù = 2,  c=  — 2, 
a-\-b-^c 

on  aura  m= — -=3,  et  par  conséquent  (2m — 2m — b)' 

O 

+ ('2m  — 2/ = 3* + 4* + 8’,  seconde  forme  trinaire  de  89.  Celle-ci 
fournira  semblablement  une  troisième  forme  7*-|-6’-l-2*,  puis  la 
troisième  une  quatrième  5* -1- o* -f- 8’.  On  trouve  donc  par  ce  moyen 
les  quatre  formes  trinaires  dont  89  est  susceptible. 

La  même  transformation  pourra  quelquefois  être  appliquée  à 
des  formules  quadratiques  indéfinies.  Si  l’on  a , par  exemple  , la 
formule  ■¥  z)'  + (y  — et  qu’on  fasse  fl  = 4_y-t-s, 

a2b-\-c 

b— — y+z,  c = — 2 s, on  aura  m — — — = v,  et  la  lorme 

3 

trinaire  proposée  sera  changée  en  cette  antre  forme  ; 

(^y  + ^)'  + (5y  — z)‘+(2y  + 2z)\ 
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5.  II.  TnÉORÊMES  relatifs  aux  diviseurs  trinahes. 

(26G)  Théorème  I.  Soit  c un  nombre  impair  ou  double  d’un 
impair , composé  des  trois  quarrés  f*  + gV*  + g*'*>  où  fi  et  r sont 
premiers  entr’eux  , je  dis  que  te  nombre  #**  + '*  sera  diviseur  de 
f + cu‘. 

Réciproquement  si  l’on  a c=f’  + wg’,  et  que  it  soit  diviseur  de 
l’+cu*  , et  en  même  temps  premier  à c , je  dis  que  » sera  la 
somme  de  deux  quarrés  premiers  entr’eux. 

Car  i“.  en  faisant  les  diviseurs  premiers  de  » ne 

sauroient  être  que  des  nombres  premiers  4/i-t-i  ou  1.  Soit  « un 
de  ces  diviseurs,  puisqu’on  a •sg'  = c — , » sera  diviseur  de 
c — f',  et  par  conséquent  il  le  sera  aussi  de  x*+c  (n°.  171).  Mais 
si  chaque  diviseur  de  » est  diviseur  de  la  formule  t'  + cu’,  il  s’en- 
suit que  le  nombre  ^ lui-même  est  diviseur  de  i'  + cu'. 

a®.  Si  on  suppose  que  v est  diviseur  de  l'+cu‘,  et  qu’on  ait 
c =/‘  + wg*,  il  faudra  que  ir  divise  <*+/■«* 4- , ou  simple- 
ment <*+/*«*.  Mais  t et  u sont  premiers  entr’eux.  Quant  à t et  /, 
s’ils  avoient  un  commun  diviseur  * , ce  nombre  » ne  ponrroit  divi- 
ser T,  sans  quoi  il  diviseroit  c,  et  ainsi  c et  ne  seroient  plus 
premiers  entr’eux,  comme  on  le  suppose.  Donc  en  faisant  t=di', 
f=xf  \ ce  qui  donne  t'  +f'u'  = a.'  (t''+f‘u')  , les  nombres  t' 
et  f'u  seront  premiers  entr’eux  ; et  comme  t n’a  point  de  diviseur 
commun  avec  <t,  il  faudra  que  w divise  la  somme  des  deux  quarrés 
premiers  entr’eux  t'* +/'*«•  j donc  » sera  une  somme  semblable 
+ ce  qui  est  la  seconde  partie  du  théorème. 

Corollaire.  Si  le  nombre  c est  de  la  forme 
dans  laquelle  les  termes  pris  denx  k deux  ont  pour  communs  divi- 
seurs x’,  fjé,  »* , il  suit  de  la  première  partie  du  théorème , que  les 
trois  nombres/* fi’ +g"’x*,  g*r’-(-A>’,  A’x*+/*r’,  composés  chacun 
de  deux  quarrés  premiers  entr’eux,  seront  diviseurs  de  la  formule 
t'+cu‘.  On  verra  de  plus  , n“.  274,  qu’ils  appartiennent  tons  trois 
à un  même  diviseur  quadratique. 
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(267)  Théorè-ME  II.  Soit  c un  nombre  premier  ou  le  double 
d'un  tel  nombre,  et  supposons  qu'on  ait  à -la -fois  c = f*+Tg* 
= f'‘  + Vg'*}  si  les  nombres  ir  et  W sont  diviseurs  de  i*  + cu*,7'e 
dis  qu’ils  ne  pourront  appartenir  à un  même  diviseur  quadratique , 
à moins  qu’on  n'ait  = + sr'=i^'‘  + f'%  et  que  les  trois  quarrés 

f a-j-ft’g’ 4-»*g*  ne  soient  les  mêmes  , à V ordre  près,  que  les  trois 
quarrés 

En  effet , si  les  nombres  s et  ■s'  appartiennent  à un  même  diTÎ- 
seur  quadratique  , il  faudra  qu’on  ait  (n“.  23 1) 

T V = 7'*+es*. 

Celte  valeur  étant  substituée  dans  le  produit  des  deux  valeurs 
de  c , on  aura 

c' = /•/'• + T r/ V +g‘ë'(y + ; 

d’où  l’on  conclut  d’abord  que  chacun  des  termes  //' , g^y  est 
moindre  que  c.  On  aura  ensuite  {c — ) — 8 S 

ÉT’fi-'T.r’+c-’;,  ou 

+/•■+/•- e,  (1) 

c 

il  faut  donc  que  le  premier  membre  se  réduise  à un  entier.  Cela 
posé , nous  examinerons  successivement  les  deux  cas  mentionnés 
dans  le  théorème. 

Premier  cas.  Si  c est  un  nombre  premier , il  faudra  que  ff gg'y 
ou  ff — g^Y  soit  divisible  par  c.  Mais  on  a déjà  vu  que  chacun 
des  termes /y,  g^y  est  moindre  que  c , ainsi  l’on  ne  peut  faire 
que  l’une  ou  l’autre  des  deux  suppositions  suivantes  : 

ff+ggy=<: 

. ff—gg'y=°- 

La  première  donneroit 

rr-g'gY  ^ 3//-C 

oa(f — ce  qui  est  impossible.  La  seconde  sup- 
position donne 

c=/-+/*+g^g'V. 

Comparant  celte  valeur  avec  les  deux  supposées  c=y*4-»g*, 
c—f‘  + v'g‘,  on  en  tire 

-8'=r+8'g‘‘' 
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ce  qui  prouve  que  — et  doivent  être  des  entiers.  Soit  donc 
r on  aura 

,'  = 5'*+g-z‘j 

valeurs  telles  que  le  développement  des  deux  quantités  y'  + ii-yç-’, 
/ donne  les  trois  mêmes  quarrés  ou  la  même  forme  trlnaire 

D’où  l’on  voit  i®.  que  les  nombres  » et  ir'  sont  chacun  la  somme 
de  deux  quarrés  conformément  au  théorème  I ; 2®.  que  les  trois 
quarrés  résultans  de  la  forme y*  + »^r*  sont  identiques  avec  les  trois 
quarrés  résultans  de  la  forme 

Second  cas.  Si  l’on  a c = 2 a , a étant  un  nombre  premier , il 
faudra  que  l’un  des  facteurs — gg'y  soit  divisible 
par  a;  et  comme  on  a toujours  ff  -\-ggy<.ic  ou  <4a,  on  ne 
pourra  faire  que  les  deux  suppositions  suivantes,  k étant  <4; 
ff'-^g^jr  = ka 

ff'—egy=^a- 

Ces  deux  équations  reviennent  à la  même  , parce  qu’on  peut  sup- 
poser y positif  ou  négatif  ; ainsi  il  sulfira  d’en  examiner  une.  Or 
la  seconde  donne  f'f' — g'g'y'—'iff'f^o.  — 4* a’,  quantité  qui  , 
d’après  l’équation  (1),  doit  être  divisible  par  c ou  par  2a.  De-là 
on  voit  que  k doit  être  pair , et  qu’ainsi  il  faut  faire  /t  = 2 ou  4 =0. 
Mais  alors  on  retombe  sur  les  deux  suppositions  ff — gg'y=va=c, 
ff — SSy~^i  mêmes  auxquelles  on  a été  conduit  dans  le 

développement  du  premier  cas.  On  en  tirera  donc  encore  la  même 
conclusion  conforme  à l’énoncé  du  théorème. 

(268)  Théorème  III.  Si  ttn  diviseur  quadratique  de  la  for- 
mule t’  + c u’  est  décomposable  en  trois  quarrés  , tels  que 
('my  + nzy’4-  fm'y  + n'z/'+ ('m"y  + n"z^’,  je  dis  que  cette  forme 
trinaire  du  diviseur  en  fournira  une  correspondante  du  nombre  c , 
laquelle  sera  c=fmn' — m'n/4-('m'n" — m"n'/  + Cm"n — 

Car  en  représentant  le  diviseur  dont  il  s’agit  par  la  formule  ordi- 
naire py’  + :i  qyz+  rs',  on  aura 
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p-=.  m'->r m'  + m'' 
q = mn-\-  m'n  + m"n" 
r 

Or  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation  c-=pr—q',  on 
en  lire 

c = (mn' — m'n)^-ir(  m'n’ — m"n')'-\-(  m"n — mn)'. 

Donc  il  y a toujours  une  forme  trinaire  déterminée  de  c qui 
correspond  à une  forme  trinaire  déterminée  du  diviseur  quadra- 
tique py'-\-iqy  z + rz\ 

(269)  Remarque  I.  Lorsque  c est  de  la  forme  8^+3,  au  lieu 
du  diviseur  quadratique  à coeflicieiis  impairs  , lequel  ne  pour- 
voit jamais  être  de  forme  trinaire  , on  considérera  son  double 
2Ry*  + 2 z + 2 rz*  où  l’on  a 4/3  r — y*=c.  Si  donc  ce  double 
diviseur  impur  , ou  ce  diviseur  4/2+2  , est  décomposable  en  trois 
quarrés  , il  y aura  toujours  une  valeur  correspondante  de  c expri- 
mée aussi  par  la  somme  de  trois  quarrés  déterminés,  c’est-à-dire 
en  d’autres  termes  que  chaque  forme  trinaire  du  diviseur  quadra- 
tique 4 /2+  2 en  fournit  une  correspondante  du  nombre  c.  Et  celle- çi 
est  toujours  composée  de  trois  quarrés  impairs  , car  il  n’y  a aucune 
autre  supposition  qui  puisse  donner  une  somme  84  + 3. 

Remarque  11.  La  décomposition  d’un  diviseur  quadratique  ou  do 
son  double  en  trois  quarrés , ne  sanroit  avoir  lien  lorsque  c=8  it+  7; 
car  si  celle  décomposition  éloit  possible  , il  résulteroit  du  théo- 
rème précédent , que  c est  la  somme  de  trois  quarrés  j ce  qui  est 
impossible  à l'égard  de  tout  nombre  + 

Remarque  III.  Les  trois  quarrés  trouvés  en  général  pour  la 
valeur  de  c se  réduisent  à deux  ou  même  à un  seul  dans  des  caa 
qu’il  est  facile  de  prévoir. 

Tfî 

1".  Pour  qu’on  ait  m"n  = 0 , on  — = — 7 , il  faut  que 

Tl  n 

le  quarré  ( m"y  + n z)'  ait  un  rapport  constant  avec  le  quairé 
(m'y-irn'~)'i  et  réciproquement,  si  le  diviseur  quadratique  a est 
de  la  forme 

ô = ('/ny  + nz;*+  a.'(My-^Nz)'->r  C (My+N z)' , 

la 
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la  valeur  correspondante  de  c ne  contiendra  que  deux  quarrés, 
et  sera 

c=»‘(mN — nJH)’+  C'(mN — nM)'. 

De  plus , ces  deux  quarrés  seront  affectés  d’un  commun  diviseur 
(mN — nUf)',  ou  s’il  n’y  a pas  de  commun  diviseur,  il  faudra 
supposer  mN — «3/==fci.  Mais  alors  si  l’on  fait  my-^nz-=y , 
Mjr-^N z = z',  on  ne  nuit  en  rien  à la  généralité  des  valeurs  de^ 
etz(n‘’.  45),  et  le  diviseur  devient  y'"+ + on  + es'*. 
Donc  lorsque  cn’a  point  de  facteur  quarré,e  t qu’on  n’a  point  c=a.'  + f*, 
le  cas  que  nous  venons  de  développer  ne  pourra  avoir  lieu , et 
il  faudra  que  tout  diviseur  trinaire  de  la  formule  + donne 
une  forme  trinaire  de  c composée  de  trois  quarrés  dont  aucun  ne 
pourra  être  nuL 

a®.  Pour  que  les  trois  quarrés  qui  composent  la  valeur  de  c se 
réduisent  à un  seul  , il  faut  qu’on  ait  à-la-fois  m'n" — m"//'  = o, 
m"n — m rt"  = O , ce  qui  donne  ot"  = o , n'  = o.  Donc  alors  le  divi- 
seur quadratique  dont  il  s’agit  seroit  (my-^nz)'->r(m'y-{-nz)'f  et 
le  nombre  correspondant  c=.(mn! — m'n)'. 

(270)  Théorème  IV.  Réciproquement  étant  donnée  une  forme 
trinaire  du  nombre  c y on  pourra  toujours  trouver  un  diviseur 
quadratique  de  la  formule  t*  c u*,  lequel  répondra  à la  valeur 
donnée  de  c et  sera  également  de  forme  trinaire. 

Soit  la  forme  trinaire  donnée  cz=F'-^  (G'  H')  â*,  où  l’on 

pourra  supposer  G el  H premiers  entr’eux  } si  on  détermine  C et  «t 
d’après  l’équation  F=GC — H»,  le  diviseur  quadratique  corres> 
pondant  à la  valeur  de  c sera 

^ = (Gy+*z)'+  (Hy+Cz)'+i'z‘. 

En  effet,  si  on  compare  cette  quantité  à la  formule  (my  + nz)' 
+ (m'y-yn'z)'  + (m"y  + n"z)'y  et  qu’ensuite  on  substitue  les  valeurs 
de  m,  7»,  m',  n',  &c.  dans  la  formule  c—(mn' — m'n)'-\-( m'n"—m"n')' 
•\-(m!'n~mn' )'y  on  en  déduira 

c = H'i'JrG'i'=zF'Jr(G'-\-H')i'  y 

ce  qui  est  la  forme  trinaire  donnée. 

Donc  toute  valeur  trinaire  du  nombre  c fournit  un  diviseur  qua- 
dratique qui  répond  à cette  valeur , et  qui  est  lui-même  de  forme 

Tt 
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trinaire.  Ce  diviseur  se  réduit  à la  forme  ordinaire />y*+37/a  + rV 
en  prenant 

y = G « + //  f 

r=«*+f  + «‘. 

« 

Pour  faire  une  application  de  ces  formules  , soit  la  valeur 
donnée  356  + 4g+ 16  = Sîi  =c,  on  fera  F=  i6,  G = 7,  7f=4, 
J = 1 , et  d’abord  il  faudra  résoudre  l’équation  16  = 7 C — 4 * , la- 
quelle donne  C=4,  « = 3.  Donc  le  diviseur  quadratique  qui  ré- 
pond à la  forme  donnée  est  + + + C®  divi- 

seur se  simplifie  , en  mettant  * — y à la  place  de  z , et  il  devient 

(i_y^3z)‘  + (4z)'  + (z-y)'—\7y‘  + -i7yz  + 36z'. 

Prenons  pour  second  exemple  le  nombre  33i  = c,  et  sa  forme 
trinaire  -tS+Hi+iiSi  celle-ci  étant  comparée  terme  à terme  à la 
forme  générale  F‘  + (G‘  + II')i%  on  aura =5,  G = 3,  W=5, 
6 = 3 J résolvant  ensuite  l’équation  5 = 3 f — 5*,  on  en  tire  f=o, 
a = — i.Donc  le  diviseur  cherché  & = (3y  — z)’  + 75y'  + C)z’=i 
5iy' — Gj' i-h  loz’.  Dans  ce  cas,  ainsi  que  dans  tous  ceux  où  c 
est  de  forme  8n+3,  on  trouve  pour  résultat  le  double  d’un  divi- 
seur quadratique  impair  j car  c’est  ce*  double  , et  non  le  diviseur 
simple  , qui  peut  être  de  forme  trinaire  (a63). 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  prouve  qu’il  existe 
toujours,  à l’égard  de  Informulé  un  diviseur  quadratique 

correspondant  à une  forme  trinaire  donnée  du  nombre  c j mais  comme 
cetie  proposition  est  la  base  d’une  théorie  importante,  il  est  néces- 
saire de  rechercher  par  une  analyse  directe  et  rigoureuse  , s’il  n’y  a 
qu’un  de  ces  diviseurs  , ou  s’il  peut  y en  avoir  plusieurs.  Cet  objet , 
et  quelques  autres  accessoires  , seront  traités  dans  le  §.  suivant. 
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III.  Méthode  directe  pour  trouver  le  diviseur  trinaire 
de  la  formule  t’H-  c u%  correspondant  à une  valeur  trinaire 
dowiée  du  nombre  c. 


07-)  No  xfs  supposerons  d’abord  que  la  valeur  trinaire  donnée 
c = ^'+B'  + C'  est  telle,  que  les  trois  quarrés  C*  ne 

sont  pas  divisibles  par  un  même  facteur.  Ces  quarrés  pourront 
néanmoins , pris  deux  à deux  , avoir  des  diviseurs  communs  j c’est 
pourquoi  si  on  appelle  a le  plus  grand  commun  diviseur  de  B et  C, 
celui  de  et  C , et  r celui  de  et  , la  valeur  trinaire  donnée 
^'  + B‘+C‘  prendra  la  formp  où  l’on  doit 

regarder  comme  premiers  entr’enx  /y*  etgA  , /r  et  h^,gr  et  h/^. 

• Soit  A un  diviseur  trinaire  quelconque  de  la  formule  /*+cu‘, 
en  sorte  qu’on  ait 

A = (Mj'+Nz)'  + CM’y  + N’z)'  + (My+N''z)'{ 
la  valeur  correspondante  de  c sera 

c = (MN’—M'N)'  + (M'N‘'—M"N')'  + CM''N-—MN-")\ 

El  pour  que  cette  forme  trinaire  coincide  avec  la  valeur  donnée 
de  c , il  faudra  qu’on  ait 

MN'—JU'N=hKf^ 

M'N—MN"=g>y. 

Ces  trois  équations  doivent  servir  à trouver  les  valeurs  des  coelE- 
ciens  M , N , M\  &c. , en  laissant  toutefois  l’indétermination  qui 
convient  à la  nature  des  diviseurs  quadratiques.  Elles  donnent 
d’abord  par  leur  combinaison , les  deux  suivantes  qui  sont  linéûres  : 
f (y  f M+gf  kM'  VL  M"  -=Q 

fvLfN-JrgfyN'^hyvLN"  = Oi 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 


M M M" 


O 


- JV  ^ N'  N" 

f.  —+g. — +A. — =0. 

A f*  » 


Tt  X 
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Maison  a déjà  observé  que  a ne  doit  avoir  aucun  diviseur  commua 

avec  ni  avec  v , donc  le  terme  f — doit  se  réduire  à un  en- 
tier; et  pnisqu’en  même  temps  /"  et  a sont  premiers  enlr’eox,  il 
faut  que  ^ soit  un  entier.  On  prouvera  de  même  que  les  cinq 

. , M M'  N N'  N'  , . . , 

autres  quantités , , — , — , , doivent  etre  des  cn- 

’ f4  ' r A ' /n  ' r 

tiers;  soit  donc 

Jt/  = A , M'  = (U  /Tl' , N"  = f m" 

JV'  = f.n',  iV"  = rn"; 

et  le  diviseur  quadratique  qui  répond  à la  forme  trinaire  donnée 
deviendra 

A = A*  C my  + nz)‘  + ii'  ( + n'z/ + ''*  (m'y  + n"z)'  ; 
d’où  l’on  voit  que  les  trois  termes  de  ce  diviseur  sont  divisibles 
respectivement  par  les  mêmes  quarrés  a*,  //*,  ÿ',  qui  divisent  deux  ■ 
à deux  les  termes  de  la  valeur  trinaire  donnée  pi*'*' + g'r'f  ' 

(272)  Maintenant  pour  déterminer  les  nouveaux  coefRciens  m , 

TJ , m,  &c. , on  aura  les  équations 

m n' — m'n  = h 
f m-\- g m'  h m”  O 
f n + gn'  h n"  — o. 

Mais  il  est  inutile  d’entrer  dans  le  délai!  de  la  résolution  de  ces 
équations;  car  si  l’on  fait  my-\-nz=x , m'y + nz—x',m”y-^n'z~x'\ 
on  aura 

a = a*x*+^j*æ'*H-i'*.v'*  , 

et  les  équations  précédentes  donneront  entre  x , x',x",  celle  relation 
o=/'x+gx'  + /tx“. 

De  cette  manière  les  coeillciens  m , n , m',  n' , m",  n",  disparoissent 
tous  du  calcul  , et  il  ne  reste  plus  qu’à  satisfaire  à l’équation 
fx+gx'-\-hx"—o,  au  moyen  de  laquelle  les  trois  indéterminées 
X , x',  x"  se  réduiront  à deux  , et  le  diviseur  a , toujours  de  forme 
trinaire  , se  réduira  aussi  à la  forme  accoutumée py'  + 7qjrz  + rz'.  • 
Pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  l’exactitude  du  résultat  pré- 
cédent , il  faut  faire  voir  que  les  valeurs  de  y et  z exprimées 
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au  moyen  de  celles  de  x , x",  seront  toujours  des  entiers  : or  on  a 

n'x — nx‘  n'x — nx' 

tmi—nin'  h 

On  a en  même  temps 

f n-\-gn'  -\-hn"  =o 
fx+g  X + h x"  = O. 

De  ces  deux  dernières  résulteyjf/i'x  — n x' ) + h (n'x" — n V;=o; 
il  faut  donc  que yfrt'x  — nx')  soit  divisible  par  A;  mais  /"et  A 
sont  premiers  enlr'eux  , donc  n'x — nx'  est  toujours  divisible  par  A ,• 
donc  J'  est  toujours  un  entier. 

(373)  De-là  résulte  une  méthode  pratique  fort  simple  pour  trou- 
ver le  diviseur  quadratique  de  Informulé  t‘+'cu'  qui  répond  à 
une  valeur  trinaire  donnée  de  c.  Soit  cette  valeur  donnée 
c =/‘>V*-)-^»*x*-|-A‘aV,  il  faudra  former  l’équation 
/'x+g'x'+  Ax"  = O , 

d’après  laquelle  on  cherchera  les  valeurs  des  trois  indéterminées 
X , x',  x",  exprimées  en  fonctions  de  deux  autres  seulement.  Ces 
valeurs  étant  trouvées , on  les  substituera  dans  la  formule 
a =;  x*x*-t-/«’x'*  + r‘x'  * , 
qui  sera  le  diviseur  quadratique  demandé. 

Exemple.  Soit  la  valeur  donnée  c=  îS  + Si -t- 2v5,  en  comparant 
cette  quantité  terme  à terme  à la  formule  /V»*+^»*a’  + A*aV, 
on  aura  f=i,  g — 5,  h =1,  r = i,fi=:5,A=:3j  donc  il  faut 
faire  x+3x'-t-x'  =o,  et  le  diviseur  cherché  sera  A=gx’  + 35x'*  + x'  *. 
Dans  ce  cas  on  obtient  immédiatement , en  éliminant  x", 
a = gx*  + a5x'*  + ('*+3x'^*  = iox*  + Gx  x'  + 3 4x'*, 

C’est  le  diviseur  quadrali((ue  de  la  formule  t'  + cu‘  qui  répond  à 
la  valeur  donnée  c = 25  + 8i  + 235  =33i , et  ce  diviseur  se  trouve 
accidentellement  réduit  à la  forme  la  plus  simple  dont  il  soit  sus- 
ceptible. Si  dans  le  même  cas  on  eût  éliminé  x , le  diviseur  a 
auroit  pris  la  forme 

a = ('gx'  + 3x"^*  + a5x'*+x'*  = ioGx'*  + 54  x'x"+ lox"* , 
laquelle  se  simplifie  par  les  moyens  ordinaires , en  mettantj^  — 3x' 
à la  place  de  x",  et  devient 

^ = 9.y‘+s5  x'‘  + (y — 3x'/=  loy*— 6yx'+34x'*, 

résultat  conforme  au  précédent. 


334  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

(174)  Par  la  forme  même  des  équations  a =x’s:*+fi‘4p"q-»’x"*, 
o=fx-\-gx'-\-hx''f  on  voit  que  les  lettres  g , h peuvent  être 
échangées  entr’elles , pourvu  qn’on  échange  dans  le  même  ordre 
les  lettres  f,  g,  h,  ce  qui  donne  toujours  la  même  forme  trinaire 
c = /Vi'*+g’i’*x*4  A*aV*.  Il  paroît  donc  que  de  quelque  manière 
qu'on  s’y  prenne  pour  réduire  les  trois  indéterminées  a:  , x' , x"  à 
deux  , on  parviendra  toujours  à une  seule  et  même  forme  pour  le 
diviseur  quadratique  A , de  sorte  qu’il  n’y  aura  qu’un  seul  diviseur 
quadratique  qui  puisse  répondre  à la  forme  trinaire  donnée.  Mais 
cette  proposition  a besoin  d’être  mise  dans  un  plus  grand  jour. 

Puisque  les  nombres  g"  et  A sont  premiers  entr’eux , on  pourra 
toujours  en  trouver  deux  autres  ^ et  8 qui  satisfassent  à l’équation 

f^g^+hd. 

D’ailleurs  puisqu’on  a 0=  fx+gx'+h  la  valeur  de  f étant  subs- 

tituée dans  celle-ci  donnera  o = ff(x'+{x)-hh  (x"  + 9xj.  Soitu  une 
nouvelle  indéterminée  , on  pourra  faire  en  général 
x'=~^x— hv 
x”  = — 9 X ~\-gv  i 

et  par  le  moyen  de  ces  valeurs  on  aura 

A = \'x'-\-l^'({x+hu/  + r'(9x~gv)'  ; 
de  sorte  que  si  l’ou  fait  &=pu‘  + iqux  + rx' , on  aura 
p = (^*h‘  + f’g‘ 
y = ^‘^A— »‘9gr 
r= 

Dans  cette  réduction  on  a conservé  l’indétenmnée  x , et  éliminé 
les  deux  autres  x\  x",  en  introduisant  une  nouvelle  indéterminée  u. 
On  peut  de  même  conserver  x'  et  éliminer  x et  x".  Pour  cela , soit 

gz=f7r  + htt  , 

et  on  parviendra  de  même  au  résultat 

A = X*  A .';*4-/aV+»*  (ux'—fv'y. 

Comparant  ce  résultat  an  précédent , on  fera  d’abord  x'=  A v , 

X — XV.  Mais  des  deux 

équations /=g'^-l-A8 ,g'=/‘x-pA«,  ontire f(\ — ■^i)  = h(9-\-ti^). 
Donc  puisque  f et  h sont  premiers  entr'eux  , on  pourra  faire 
i>»'X^=Av,  64-»^ ~f*  f et  on.aura  v’  = vx— TU.  De-là résulte 
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U ~ (»^—f  f)x+ ("  h+f'^r)  u = — 9x+/fu.  Donc  le  divi- 

seur *^(’xx'  + kv')‘+ii‘x‘'  + t'(i*x' — fv')‘  est  identique  arec  le  di- 
viseur A*jT*+/i*('^x  + Av^*  + »*('9* — g'^)‘-  Donc  il  n’y  a qu’un  seul 
diviseur  quadratique  py'  + 3ç_y  z + rz‘  qui  réponde  à la  forme 
trinaire  donnée  et  on  volt  que  ce  divi- 

seur contiendra  à-la-fois  les  trois  nombres  y'>’+à'*A*,  y'‘r*-}-A*A*, 
^r'-pAV. 

(275)  Il  reste  à examiner  quels  sont  les  cas  où  le  diviseur  qua- 
dratique A pourra  se  décomposer  de  plusieurs  manières  en  trois 
quarrés , sans  cesser  de  correspondre  à la  valeur  trinaire  donnée 
de  r.  Et  d’abord  on  s’assurera  par  plusieurs  exemples  que  la  chose 
est  possible  ; car  en  faisant  c = i6-l-4  + t , le  diviseur  correspon- 
dant de  la  formule /•+ ai  «*  est  5 ' -h 6jy  z + 6 x*,  lequel  se  décom- 
pose en  trois  quarrés  de  ces  deux  manières  : 

(üy  + z)-  + (y  + z)'+iz‘ 

(y  — z)'  + z'-\-(iy-Jraz)'  ; 

et  de  chacune  de  ces  décompositions  on  déduira  , d’après  la  for- 
mule du  n“.  268,  la  même  valeur  trinaire  c=  16-I-4+ 1,  11  s’agit 
donc  de  déterminer  quels  sont  les  cas  qui  donnent  lieu  à celte 
multiplicité  de  formes  trinaires  d’un  même  diviseur  quadratique. 

Soit  py'  + iqyz  + rz'  l’expression  la  pins  simple  du  diviseur 
quadratique  A , et  soit  conformément  à la  forme  générale  (n“.  271) 
A — A*  ('m  y -h  « z/  + M Y >ny  + n'z)'  + r'( rvl'y  -h  ri  z on  aura 
P = K'm'  + iyni'  + v'm"' 
q = a*ot  n+t^'trin'  + t'm"n' 
r — K'n'-\-n'ri'  + t'ri'. 

Et  pour  que  la  forme  trinaire  supposée  corresponde  à la  valeur 
donnée  de  c , il  faut  de  plus  satisfaire  aux  équations 

m ri  — m'n  = A 
/m -fg- ot' -h  A /«"  = O 
f n-\- g ri  h ri'  = o. 

Soit  comme  ci-dessus  f=gi+hi  y les  deux  dernières  équations 
donneront , en  prenant  deux  nouvelles  indéterminées  M y N : 
rri  ^ — ^m+hM  ri=-  — (n  + hN 

rri  — — 9 m — g M ri’z=.  — fl  n — g N. 
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Ces  râleurs  étant  substituées  dans  la  première  mn'-^m'n  = A , il  ne 
restera  plus  qu’à  satisfaire  à la  condition 
m N — tiM  = 1 ; 

et  tout  ce  qui  concerne  les  coefficiens  m , n , m',  W,  m",  n"  sera  censé 
déterminé.  Maintenant  si  l’on  substitue  les  valeurs  de  ces  coeffi- 
mens  dans  celles  àe  p , q , r , et  qu’on  fasse  pour  abréger 
^ = + r*«* 

B — f'ig 

C + 

on  aura 

m* — a B m M-\-  CM' 
q = ^ mn  — B(mN+nM)JrCMlf 
r = ^ /»*.—  iBn  CN‘. 

Mais  comme  on  a déjà  exprimé  la  condition  pr — q'  = c , on  peut 
faire  abstraction  de  la  seconde  équation  , et  ne  considérer  que  les 
deux  autres  : 

p = ^ m'~~a  B m M+CM' 
r-^n'—aBnN-^rCN'. 

II  faudra  donc  qu’on  puisse  satisfaire  de  plusieurs  manières  à celles^ 
ci , s’il  y a plusieurs  formes  trinaires  du  diviseur  a qui  répondent  à 
la  valeur  trinaire  donnée  de  c. 

(376)  J’observe  que  la  formule  indéterminée  — aiSyz+Cx* 
satisfait  à la  condition  C — B' =c  ; elle  représente  donc  un 
diviseur  quadratique  de  la  formule  r*+cu*.  De  plus , cette  formule , 
ainsi  qu’on  le  voit  par  les  valeurs  de  ses  coefficiens  (conformes 
à celles  dep  , q , r dans  le  n".  274  ) , est  le  diviseur  qui  répond  à la 
forme  trinaire  donnée  de  c ; elle  doit  donc  avoir  pour  expression  la 
plus  simple  py—  aq y z-\-r 

Mais  un  même  nombre  ne  peut  être  représenté  de  deux  manières 
par  la  formule  yty'-^aBy  k-^Cz'^  sans  l’être  aussi  de  deux  ma- 
nières par  la  formule  équivalente  p^' — 2 qyy -\-r Car  de  la 
première  on  passe  à la  seconde,  en  faisan^  y~*y''\-^^ » 
* = fy+fe',  et  supposant  1.  Doncs’iln’y  avoit  qu’une 

manière  de  satisfaire  à l’équation  K’=zpy‘—aqy'z'-\-rx.''f  il  n’y 
Buroit  non  plus  qu’une  solution  de  l’équation  K=^y  ‘’-’iByz + Cz'. 

Dono 
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Donc  si  le  diviseur  quadratique  + + se  décom- 

pose de  plusieurs  manières  en  trois  quarrés  , et  qu’en  même 
temps  ces  diverses  formes  trinaires  répondent  à une  même  forme 
donnée  du  nombre  c , il  faudra  que  l’une  au  moins  des  deux 
équations  p=py’ — ayyr  + rs*,  r=py' — nqy z-\-rz*  admette 
nn  pareil  nombre  de  solutions.  Et  il  faut  remarquer  que  comme 
ou  peut  changer  à-la-fois  les  signes  de  et  de  z , on  ne  doit 
regarder  comme  solutions  différenles  que  celles  qui  donneroient 

pour  - des  valeurs  différentes. 

Mais  puisque  le  second  membre  est  réduit  à l’expression  la  plus 
simple  , il  n’y  aura  qu’un  nombre  de  cas  très-limité  où  l’on  pourra 
avoir  deux  solutions  et  jamais  plus.  Ce  sont  i®.  le  cas  de  r où 
l’on  peut  faire  = O , * = i , ou  = i , z = o ; a*,  le  cas  de  r=-xq 
où  l’on  peut  avoir  de  deux  manières  p-=  py'—nqy  z + i q z*,  l’uno 
en  faisant  J' = i , z = o , l’autre  en  faisant  = i , z = i ; 3°.  le 
cas  Aq  P -=^q  qui  est  semblable  au  précédent. 

Au  reste  , on  peut  voir  immédiatement , dans  ces  différens  cas  , 
qu’il  y a , ou  qu’il  peut  y avoir  deux  formes  trinaires  du  diviseur 
quadratique  , lesquelles  correspondent  à une  même  valeur  de  e. 

En  effet , ’i”.  si  l’on  a/»  = r , les  indéterminées^/  et  z pourront 
être  échangées  entr’elles , et  le  diviseur  p/'-pay/z-l-^z’  qui  se 
décompose  en  ces  trois  quarrés  ( my  + nz)'  + m*  f ti y -f  riz)* 

-f-r'f/n'y-hTz'z^* , se  décomposera  également  en  ces  trois  autres, 
A Ym  z + ny)'  +i^‘( m'z + n'y)'  + r*  m"z  + ri' y )' , seconde  forme  qui 
pourra  être  différente  de  la  première  , et  qui  cependant  répon- 
dra à la  même  valeur  trinaire  de  e.  C’est  ainsi  que  le  diviseur 
io^’  + 6_/z+  lo z’  qui  appartient  à la  formule  C-t-gi  u*,  se  décom- 
pose en  trois  quarrés  de  ces  deux  manières  : 
y'->r^z'-\rC^y-\-z)' 

lesquelles  répondent  à la  même  forme  trinaire  o=8i-f-g4-i. 

a“.  Si  l’on  a r=2y,on  pourra  dans  le  diviseur  quadratique 
py'^r^qy  i-V^qri  changer  z en  — z — y ; donc  si  ce  diviseur  est 
de  la  forme  A'f  my  + nz)'+p'(m'y  + riz)'  + r'(m"y  + ri'z)'f  il  sera  en 

Vv 
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même  temps  delà  forme  (niy — n'y—n'z)* 

+ — n"y—n"z)'. 

3°.  Le  cas  de  yj  = a y est  semblable  au  précédent , et  on  pourrolt 
y ramener  aussi  le  cas  de  p = r , car  en  substituant  y — z à ^ , la 
formule  py' + ’}qyz+pz‘  devient  py'  + C^g — ip)yz  + (ip-^2g)z‘. 

Enfin  à ces  diiférens  cas , il  faut  joindre  celui  où  le  diviseur 
quadratique  A seroit  de  la  forme  py‘  + apy  z+rz‘,  ou  simplement 
+ c’est-à-dire  le  cas  de  g —pou  y = o.  Car  lorsque  y =o, 
il  est  clair  qu’on  peut  changer  le  signe  de|r;  donc  le  diviseurpy*-|-rA* 
qui  est  delà  forme  *^’(my+nz)'  +ft‘(my  + n'z)‘  +t'(m"y  + n'2)‘, 
sera  en  même  temps  de  la  forme  >^'(my — nx)‘  +i^'(rn'y  — n'z)' 
+ f‘(m"y — n"z)‘,  et  ces  deux  formes  trinaires  répondront  toujours 
à la  même  valeur  trinaire  de  c. 

(377)  11  résulte  de  tout  ce  qu’on  vient  de  démontrer,  qu’étant 
donnée  la  forme  trinaire  , dont  les  trois 

termes  ne  sont  pas  divisibles  par  un  même  quarré  , si  l’on  veut 
trouver  le  diviseur  trinaire  correspondant  de  la  formule  f+cu’  ; 

1®.  Ce  diviseur  sera  donné  par  la  formule  r**  ‘, 

où  les  indéterminées  .r  , x',  x"  doivent  être  réduites  à deux  d’après 
l’équation  f x+gx' + hx"  = 0. 

2°.  De  quelque  manière  qu’on  fasse  cette  réduction  ^ le  résultat , 
ramené  â l’expression  la  plus  simple , sera  toujours  le  même , 
il  ne  pourra  donc  y avoir  qu’un  seul  diviseur  quadratique 
P y'  + gy  x + rz'y  qui  satisfasse  à la  question. 

3“.  Ce  diviseur  ne  pourra  se  décomposer  en  trois  quarrés  cor- 
respondans  à la  forme  trinaire  donnée  de  c , que  d’une  seule  ma- 
nière , excepté  dans  les  cas  ci-après  désignés  où  il  pourra  y avoir 
deux  décompositions. 

Lorsque  g — o,  on  pourra , dans  la  forme  trinaire  du  diviseur , 
changer  le  signe  de  z. 

Le  cas  âe  g =p  revient  au  précèdent , parce  que  la  formule 
py'  + 2pyz+rz'  se  réduit  àpy''  + (r — p)z'-,  il  est  donc  aussi 
susceptible  d’une  seconde  solution  , laquelle  se  trouve  directe- 
ment , en  mettant  — y—2z  à la  place  de  y dans  la  valeur  de 
py‘  + 2pyz  + rz\  ■ , 
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Lorsque  p—r^  les  quanlilés  / et  z pourront  être  échangées 
l’une  dans  l’autre. 

Lorsque  iq  = r,  on  pourra  mettre  — jr  — z à la  place  de  z, 
et  lorsque  07=/»,  on  mettra  — y — z à la  place  de^. 

Dans  ces  cas , par  conséquent , il  pourra  y avoir  deux  formes 
trinaires  du  diviseur  cherché , lesquelles  répondront  à la  valeur 
donnée  de  c.  Mais  comme  on  a supposé  que  les  trois  termes  com- 
posant la  valeur  de  c ne  sont  pas  divisibles  par  un  même  nombre , 
on  peut , en  ayant  égard  à cette  condition  , déterminer  d’une 
manière  précise  les  cas  où  le  diviseur  cherché  aura  nécessairement 
deux  formes  trinaires  , et  ceux  où  il  n’en  aura  qu’uue. 

( 278  ) Soit  d’abord  le  diviseur  trinaire  dont  il  s’agit  : 

je  dis  qu’en  changeant  et  z l’un  dans  l’autre  , on  aura  toujours 
une  nouvelle  forme  trinaire  de  a correspondante  à la  même  valeur 
trinaire  de  c. 

Car  si  la  forme  trinaire  du  diviseur  a restoit  la  même,  malgré 
le  changement  des  indéterminées  , il  faudroit  que  les  trois  quarrés 
(My-\-N z)'-\-  (My-\-N'z)'-\-  (M"y  + N'"z)'  fussent  identiques 
avec  les  trois  (M z-\-Ny)'Jr  (M'z->rN'y)'+  ( M"z-\-N"'y)'.  Or 
la  seule  combinaison  dans  laquelle  cette  identité  seroit  possible, 
donne 

a = ('A/j+iVz;*+  ('Afz+JV>/+  (M'y±M'z)'-, 
et  il  en  résulte  pour  valeur  correspondante  de  c : 
c=(MM—NNy->r 

Mais  comme  les  trois  termes  de  cette  expression  sont  divisibles 
par  (M-^zNy,  il  faut,  pour  ne  pas  sortir  de  notre  hypothèse, 
faire  Ai=f=jY=i  , et  alors  on  aura 

(MdaNy->rM''  +M'\ 

Si  l’on  fait  en  même  temps  z=  z'z^y , on  aura 

A = O =f=  il/z'/ + (y+Nzy  + Af '‘z’*  = 2 ^yz'y^z!'. 

Or  cette  forme  ne  peut  s’accorder  avec  la  forme  primitivement 
8upposée'p_y*4-2  7y  z+pz*,  à moins  de  faire  c=3  , cas  dont  on 
jpeut  faire  abstraction.  Donc  toutes  les  fois  que  le  diviseur  qùa*. 

Vf  a 
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dratique  a sera  de  la  forme  z+pz',  il  y aura  toujonrs 

deux  formes  trinaires  du  diviseur  a,  lesquelles  répondront  â la 
même  valeur  trinaire  de  c. 

Le  cas  où  le  diviseur  quadratique  seroit  py'+  i çy  z iq z', 
mène  à une  semblable  conclusion,  parce  qu’en  mettant  j — r à la 
place  de_y  , il  prend  la  forme  pjy‘  + (ip  — 2 semblable 

à celle  qu’on  vient  d’examiner.  11  y aura  donc  alors  deux  formes  • 
trinaires  du  même  diviseur  correspondantes  à une  même  valeur 
trinaire  de  c;  il  faut  excepter  seulement  le  cas  où  y = 1 j car  le 
diviseur  + 2 Z*  décomposé  en  trois  quarrés , ne  peut  être 

que  de  la  forme 

(z  + (a+})j')'+  (z—ay)'  + bY  , 

laquelle  ne  change  pas  en  mettant  — z — y à la  place  de  z. 

11  ne  reste  plus  qu’à  examiner  le  cas  de  y = o , auquel  se  ra- 
mèneroit  le  cas  de  g=p;  alors  le  diviseur  pj'’  + rz*  sera  à-la-fois 
des  deux  formes  fil/j -t- (M'y-\-N"z)'-\- (M"y-\-N"z)'  et 
(My  — N z)'  (M'y  — N'z)'+  (M"y — N"z)',  lesquelles  répon- 
dront à une  même  valeur  trinaire  de  c ; ét  ces  deux  formes  seront 
toujours  différentes  l'une  de  l’autre  , à moins  que  le  diviseur  dont 
il  s’agit  ne  soit  (My  + Nz)'+(My  — Nz)’+  (M'y)‘.  Dans  ce 
cas  particulier,  on  aurac=  + et  pour 

éviter  le  facteur  commun  il  faudra  faire  N—  1 , ce  qui  donnera 

C 

c = iM'+aM'‘f  et  py'  + rz'=az'  + -y‘}de  sorte  qu’il  y a ex- 
ception seulement  lorsque  p=  a. 

(27g)  On  peut  donc  établir , pour  conclusion  générale,  que  la 
forme  trinaire  donnée  du  nombre  c ne  répondra  qu’à  une  seule 
forme  trinaire  du  diviseur  quadratique  qui  en  est  déduit,  tant  qu’on 
n’aura  pas  une  des  égalités  q=oou.p,p  = r,  nq=p  ou  r.  Mais 
si  l’une  de  ces  égalités  a lieu  , et  qu’en  même  temps  le  moindre 
des  deux  nombres  p et  r ne  soit  ni  1 ni  2 , il  y aura  deux  formes  tri- 
naires du  même  diviseur  py'+aqy  z + rz' , lesquelles  répondront 
à la  valeur  donnée  de  c. 

Remarque.  11  est  bon  d’observer  que  le  même  diviseur  quadra- 
tique peut  avoir  diverses  formes  trinaires  correspondantes  à diverses 
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formes  Irinaires  du  nombre  c : mais  la  même  forme  trinaire  de  c ne 
répondra  jamais  à plus  de  deux  formes  trinaires  du  même  diviseur 
quadratique  , et  cela  n’aura  lieu  que  dans  les  cas  précités. 

Par  exemple,  la  formule  t'  + Tju'  a pour  l’un  de  ses  diviseurs 
quadratiques  i'6y'  + iy  z + 6 z*,  lequel  se  décompose  en  (rois  quar- 
rés  de  ces  deux  manières: 

(Zy  + z)'+  {ay  — z^+iz' 

(3y—z;‘+  ('a_y  + 2z;*+  z* } 

or  la  première  forme  répond  à la  forme  trinaire  77  = 5’4-6’  + 4‘, 
et  la  seconde  à la  forme  trinaire  77  = 8'  + 3’+2*.  • 

De  même  le  diviseur  5y’  + ai  z',  l’un  de  ceux  de  la  formule 
<*+  io5o%  se  décompose  en  trois  quairé.s  de  quatre  manières,  dont 
deux  répondent  à la  forme  trinaire  io5=  io*-(-2*+ i*,  et  les  deux 
autres  à la  forme  trinaire  io5=8'q-5*  + 4*.  Voici  cette  correspon- 
dance : 


c=  io*  + 5*+  1* 
c = I0*  + 2*+  1* 

c=  8*  + 5’  + 4* 
c=  8*  + 5*  + 4‘ 


A + 2 zJ'  + Cy—izJ'  + z’ 

I 

^ = + +0— 2-=/+  '6z’ 

A = f 3>  — Z )'  +Cy  + az/+  i6z\ 


(280)  Tout  ce  qui  précède  suppose  que  les  trois  quarrés  compo- 
sant la  valeur  donnée  de  c n’ont  point  de  facteur  commun  j nous 
examinerons  aussi  succinctement  le  cas  où  ces  trois  quarrés  au- 
roient  un  facteur  commun  4‘j  alors  toutes  choses  restant  les  mêmes  , 
on  pourra  représenter  la  valeur  donnée  de  c par  la  formule 

c = r/w+^*r’^‘+A’>^v;4*. 

Soit  toujours  le  diviseur  quadratique  correspondant 

A = A*  f my+nz)'+iA.'( m'y+n'z)'  + f'  ( m''y  + n”z)' , 
et  il  ne  s’agira  plus  que  de  satisfaire  aux  trois  équations 
m n — m'n  = A 4 

f n+gn-\-hn!'=o. 

On  pourroit , comme  dans  le  cas  précédent , réduire  la  valeur  de  a 
à la  forme 

A = A*  X’ + , 
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et  déterminer  l’une  des  quantités  x , x',  x"  par  l’équation 
O = f x-\-gx' +hx‘‘. 

Mais  cette  condition  ne  seroit  pas  suffisante , car  il  faut  que  les 
valeurs  dey  et  z tirées  deséquations  /n_j'+7iz  = »,  m[y-(-n'z  =z', 
soient  des  entiers  j ces  valeurs  sont  ; 

n'x  — nx'  mx' — m' x 

y—  ^ 

mn — mn  mn  — mn 

Or  on  prouvera  comme  ci-dessus  que  les  quantités  n'x — nx'  et 
mx' — m'x  sont  divisibles  par  h-j  mais  il  faut  encore  qu’elles  le 
soient  par  ■4-  ^puisque  m n' — nt'n  = A4- i nouvelle  condition  qui  exige 
qu’on  poursuive  la  résolution  des  équations  en  m , n , m',  &c. 

Soit  comme  ci-dessus  f , on  pourra  faire  de  même 

(n".  275) 

m'= — n' = — ^n+hN 
m’'=  — 9 m — g 31  n"=  — 9 n — g3f, 

et  on  aura  l’équation  de  condition  mN — /iiW=4j  de  laquelle 
seule  dépendent  les  indéterminées  restantes  m , n , ü/ , N.  Soit 
•4=»?^  si  l’on  fait  m-=a.31',  n~a.N',  l’équation  de  condition 
sera  3I'H — N'M  = C,  et  comme  iU'  et  JV'  peuvent  maintenant 
être  considérés  comme  premiers  entr’eux  , on  pourra  faire 

ce  qui  donnera  3I=BC+31'r  , N C-]rN'<r , <r  étant  une  nou- 
velle indéterminée.  Au  moyen  de  ces  valeurs  on  aura 
my  + nz  — a(  M'y  -f-  N'z) 

m'y  + n'z  — (h  <r — ’»)  (M'y+N'z)-\-hC(By  + y^ z) 
m'y  + n'’x—  — (g^  + ^ ( M'y + N'z) — gC(By  + ^z). 

Mais  on  peut  faire  31'y+ N'z=  z'  et  By+ylz  ~y',  parce  qu’ayant 
31' y4 — N'B=i , les  valeurs  de^  et  z exprimées  en^'  et  z seront 
des  nombres  entiers;  donc  enfin  le  diviseur  cherché  sera  (après 
avoir  effacé  les  accens  ) 

A z=zh'a'z'-\rfi'  ((hr  — z + 3 Cy)‘  + r'((g  r + 6 a)  z+g^j)‘- 

Cette  forme  générale  contient  autant  de  formes  particulières  qu’il 
y a de  manières  de  partager  4 en  deux  facteur*  « et  f;  de  plus, 
chaque  forme  particulière  pourra  se  subdiviser  en  plusieurs  autres  , 
à cause  de  l’indéterminée  «■  qui  y est  contenue. 

On  prouvera  aisément  par  la  formule  du  n°.  268  qu’en  effet 
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l’expression  générale  dn  diviseur  quadratique  qu’on  vient  de  trou- 
ver reproduit  la  forme  donnée  c = A*aV*M*j  ainsi 

il  ne  peut  y avoir  de  doute  sur  la  solution  précédente,  et  on  en 
conclura  qu’il  existe  toujours  plusieurs  diviseurs  quadratiques  tri- 
naires  qui  répondent  à une  forme  trinaire  donnée  du  nombre  c , 
lorsque  les  trois  quarrés  qui  composent  cette  forme  ont  un  divi- 
seur commun  4*.  Résultat  qui  établit  une  dHTérence  essentielle 
entre  le  cas  où  les  trois  quarrés  donnés  ont  un  commun  facteur , 
et  celui  où  ils  n’en  ont  pas. 

(38 1)  Soit  par  exemple  la  forme  donnée  81  +36+36  = i53  =c , 
on  aura  4 = 3,_/’=3,grA/ir  = i,  a = 3,  et  l’équaüon  pour  dé- 
terminer ^ et  ® sera  3=^+3,  laquelle  donne  8 = 3,  ^ = 0.  En- 
suite , comme  on  a 3 = « f , il  n’y  a que  deux  suppositions  à faire, 
l’une  « = I , e =3  , l’autre  « = 3 , C=  i ; de-là  on  lire  les  deux 
formes  suivantes  du  diviseur  quadratique  cherché  : 
a = 36x‘+  ('tf'5+_y/+  (C'^  + g^z+y)* 

A=  4z‘+ (Tz+5y)'+ {(r+3)  s + 3yy. 

La  première  se  réduit  toujours,  quel  que  soit  <r , à la  seule  forme 
^ =0  + 527+  O — ^*7  + 36**  = ay*  + ayz  + 77*«. 

La  seconde  fournit  les  deux  formes 

Û = 4i’  + ('3s  + 3y7  + ('3y7  = t3z*+  i8y  .s+i8y* 

A=45*  + ('2z+3y7  + ('s— 3y7  = gz’  + 6y  c+  i8y*. 

11  y a donc  en  tout  trois  diviseurs  quadratiques  dilTérens  qui  répou' 
dent  à la  forme  trinaire  donnée  81 +36+36. 
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§.  IV.  Suite  des  Théorèmes  relatifs  aux  diviseurs  trinaires. 

(787)  Théorème  V.  Si  le  dit>iseur  quadratique  l)y‘■^•7c^yz  + 71rz^ 
est  trinaire  ou  décomposable  en  trois  quarrés  , le  double  de  son 
conjugué  sera  également  décomposable  en  trois  quarrés. 

Carsoieut  A le  premier  diviseur  et  rson  conjugué  + + 

on  aura  7 r=4yy'*+4yj'z+  quantité  qui  n’est  autre  chose  que 
la  fonction  E=pj‘  + 7qyz  + 7iTz'  dans  laquelle  au  lieu  de  y ou 
mettroit  7y.  Donc  si  l’on  a 

E=(my  +‘nz)'  + ( m'y + n'z)'  + ( m"y  + n”z)' , 
il  s’ensuivra 

7T  — (7  my->rnz)'+  ( 7m'y-\-nz)'+  ( 7m"y-\-ri'zj' , 
et  ainsi  a r est  décomposable  en  trois  quarrés. 

Il  résulte  de-là  diflerenles  conséquences.  1®.  Si  le  nombre  c est 
de  forme  8>t+5,  on  a déjà  vu  ( n®.  ai5)  que  le  diviseur  a doit 
être  compris  parmi  les  diviseurs  4x4->  > et  son  conjugué  r parmi 
les  diviseurs  4 a; — 1.  Donc  autant  il  y aura  de  diviseurs  quadra- 
tiques 4a;+t  décomposables  en  trois  quarrés,  autant  il  y aura  de 
diviseurs  quadratiques  4ar— 1 , dont  le  double  est  décomposable 
aussi  en  trois  quarrés. 

a".  Si  le  nombre  c est  de  forme  8à4- 1 , les  deux  diviseurs  cou-! 
jugués  A et  r se  trouveront  à-Ia-fois  parmi  les  diviseurs 
Donc  si  un  diviseur  quadratique  4x+i  est  de  forme  trinaire,  il  y 
aura  toujours  un  autre  diviseur  quadratique  dont  le  double 

sera  d’une  semblable  forme. 

(a83)  Théorème  VI.  Si  c est  un  nombre  premier  , ou  le  double 
d’un  tel  nombre  , la  formule  t‘  + c u*  aura  autant  de  diviseurs  tri~ 
naires  qu’il  y a de  formes  trinaires  du  nombre  c. 

Car  chaque  forme  trinaire  du  nombre  c fournit  un  diviseur  trinaire 
de  la  formule  t'-\-cu',  et  n’en  fournit  qu’un  (n“.  377),  puisque  c 
n’est  divisible  par  aucun  quarré.  D’un  autre  côté , deux  formes 

trinaires 
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trinaires  différentes  du  nombre  c ne  peuvent  conduire  à une  même 
forme  de  diviseur  trinaire , tant  que  c on  7 c est  un  nombre  jire- 
mier.  Car  soient  deux  formes  trinaires  différentes 

c=/'*+r/* 

dans  lesquelles  et  r sont  premiers  entr'eux  , ainsi  que  et  f';  si 
ces  deux  formes  conduisoieut  a un  même  diviseur  quadratique , 
ce  diviseur(n“.  274)  contiendroit  à-la>fois  les  deux  nombres  /**4-»*, 
/***  + Or  d’après  le  théorème  1 1 cela  ne  peut  avoir  lieu  , à moins 
que  les  trois  quarrés  /*+^V*+g'*»*  ne  soient  les  mêmes  , à l’ordre 
près,  que  les  trois  quarrés /'*  + g-' V*+ > et  alors  ces  deux 
formes  coincideroient  en  une  seule  , contre  la  supposition.  Donc 
les  diverses  formes  trinaires  dont  c est  susceptible  donneront  uu 
pareil  nombre  de  diviseurs  trinaires  de  la  formule  l'  + cu'  j tous 
différens  les  uns  des  autres.  D’ailleurs  il  ne  peut  y avoir  ( n“.  368) 
aucun  diviseur  trinaire  qui  ne  réponde  à une  valeur  trinaire  de  c. 
Donc  si  c est  premier^  &c. 


(384)  Théorème  VII.  Si  le  nombre  c est  premier  ou  double  d'un 
premier,  tout  diviseur  trinaire  de  la  formule  t*  + cu*,  ne  pourra  se 
décomposer  en  trois  quarrés  que  d’urne  seule  manière. 

Car  si  un  diviseur  quadratique  étoit  décomposable  de  plusieurs 
manières  en  trois  quarrés , il  faudroit , d’après  la  démonstration 
précédente , que  ces  diverses  décompositions  répondissent  à une 
même  valeur  trinaire  de  c.  Maison  a prouvé  (n°.  379)  que  deux 
valeurs  trinairesde  c ne  peuvent  répondre  à une  même  forme  trinaire 
d’un  diviseur  quadratique  , à moins  que  celui-ci  ne  soit  de  l’une 
des  formes  py+rz‘,  pj^'+iqj'z+pz’,  py'-\-nqy z-\--xqz',  et 
qn’  en  outre  les  coeffîciens  extrêmes  soient  l’un  et  l’autre  plus 
.grands  que  3.  Or , dans  ces  différens  cas , il  est  facile  de  voir  que  le 
nombre  c,  représenté  successivement  par  pr , p' — y*,  apq — 9*, 
ne  peut  être  ni  premier , ni  double  de  premier.  Donc  si  c est  pre- 
mier ou  double  d’un  premier  , il  n’y  aura  jamais  qu'une  manière 
de  décomposer  en  trois  quarrés  tout  diviseur  triuaire  de  la  formnlq 
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Remarque.  Celte  proposition  présente  une  propriété  qui  con- 
vient exclusivement  aux  nombres  premiers  on  doubles  de  premiers, 
et  qui  peut  servir  à distinguer  ces  nombres  de  tous  les  autres. 
En  eflet , dans  tous  les  cas  où  c sera  un  nombre  composé  , antre 
que  le  double  d’un  nombre  premier,  on  trouvera  que  le  diviseur 
P y'  + 2 Z + r Z*,  s’il  est  trinaire  on  décomposable  en  trois  quarrés , 

le  sera  toujours  de  plusieurs  manières.  Par  exemple  , la  formule 
<*+32im*  a pour  diviseur  trinaire  i7^*+22_yz  + 26z*,  et  ce  divi- 
seur , parce  que  32 1 est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  3,107, 
se  décompose  en  trois  quarrés  de  ces  deux  manières  : 


iqy'  + 77y  s + i6z‘= 


Ciy  + 3z)'  + (y—zr+iz' 

(iy  + Zz)‘+(3y—z)'+C7y+4z)‘ 


où  l’on  observera  que  la  première  forme  trinaire  (iy-\-3z)'  + 

fy z)'  + iz'  du  diviseur  répond  (n®.  368)  à la  valeur  trinaire 

=7*+  i6*+4‘,  et  la  seconde  forme  trinaire  du  diviseur  à une 
seconde  valeur  trinaire  de  32i  , savoir,  32i  = n*  + 3*+ 14‘> 


(285)  TnéoafeMB  VIII.  Si  le  nombre  N est  compris  dans  un 
'diviseur  trinaire  de  Informulé  l*  + cu‘,  réciproquement  le  nombre  c 
tera  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  t*  + Nu*.  De 
plus  , les  valeurs  trinaires  de  H et  de  c , déduites  de  l'un  ou  de 
l’autre  diviseur , seront  identiques. 

Pour  bien  faire  saisir  le  sens  de  la  seconde  partie  , considérons 
la  formule  l‘  + 65u‘  et  son  diviseur  quadratique  gy  + io^z+  ioz% 
dont  une  forme  trinaire  est  (7jr+3z)'  + (7y)'  + (y—z)\  Si  dans 
ce  diviseur  on  fait  ^ = 3,  z = 2,  on  aura  le  nombre  compris 
181=  12’  + 6’+i’î  cette  meme  forme  trinaire  (iy+3  z)’-\-(7y)' 

z)'  donne  pour  la  valeur  correspondante  de  c (n®.  368), 

(55  _ 5* 2» 4. 5*.  Réciproquement  parmi  les  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  t’+»8iu*,  on  en  trouveun  5y + 4_yz  + 37 
lient  le  nombre  65 , et  duquel  65  résulte  en  faisant  y = s , z = 1. 
Or  ce  diviseur  peut  se  mettre  sous  la  forme  y'  + (6zJ'  + C7y  + z)% 
de  laquelle  on  déduit,  tant  pour  181  que  pour  65  , les  valeurs  trl- 
naires  65= 3*  + 6*  + 5%  1 8 1 = 1 3*  + 6*  + » *,  entièrement  semblables  à 
celles  qui  ont  été  tirées  du  premier  diviseur. 
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Cela  posé , soit  en  général  a un  diviseur  quadratique  de  la  formule 
lequel  se  décompose  en  trois  quarrés  de  cette  manière  ; 

A = (my  + nz)'-\r  (m'y+nz)'+  (m'jr  + n'z)'  ^ 
la  râleur  trinaire  de  c correspondante  à cette  forme  sera 
c = (m  n — m'n)‘+  ( m'n" — m'n)'  + ( m"n  — m ri')'. 

Soit  N un  nombre  quelconque  compris  dans  le  diriseur  a , on  pourra 
supposer 

N=(mcL-¥nC)',\.  (m'*  + «'C/  + (tri' a + n"C)'  ; 
et  telles  sont , dans  le  sens  du  théorème  , les  râleurs  trinaires  de  N 
et  de  c déduites  du  diriseur  a. 

Cherchons  maintenant , d’après  cette  râleur  de  N,  le  diviseur 
correspondant  de  la  formule  t'+Nu',  et  pour  cela  nous  supposerons 
d’abord  que  les  trois  termes  composant  la  valeur  de  N ne  sont  pas 
divisibles  par  un  même  nombre.  Nous  ferons  donc,  suivant  la 
méthode  développée  dans  le  précédent, 
m » + n C —fil  f 

rria.  + riC  = gr\. 
fri' A q-  ri'C  hr,  iij 

ce  qui  donnera  N’=f'ti'r'+g'¥‘K‘  + h‘r<'ii',  et  le  diviseur  trinaire  de 
la  formule  t'  + iVu*  correspondant  à cette  valeur,  sera  r = 
li'x''  + f'x"‘  : formule  où  les  indéterminées  x , x',  x",  doivent  satis- 
faire à la  condition  fx+gx'  + hx"  = o.  Il  reste  donc  à prouver  que 
le  nombre  c est  compris  dans  le  diviseur  r,  et  qu’il  y est  compris  sous 
la  forme  trinaire  déjà  trouvée.  Or  les  équations  ci-dessus  donnent  : 
(mri — m'n)  a.  =*  (furi — g>^r>)  , (mri — m'n)  C ■=  r (ghm — -firni) 
( m'n" — m"n' )tL  = r.( gtn" — -hiiri ) , ( m'n"—m"n')C=K( hiim' — grm") 

(m"n — mn" ) a.  = ii(hKn — -fm")  , (rri'n — rnn" )C=ii(fim" — fiKm)^ 

et  comme  on  suppose  toujours  « et  f premiers  entr’eux  , on  pourra 
déterminer  B d’après  l’équation  — C i j puis  faisant 
pour  abréger , 

k=,A(gi  n" — htm')  — B(hiirri — gr  ni ) 
k'  = u4.  (hr-n  — fr  ri')  — B(fr  m" — hr,m  ) 
k"  = ^ (ftiri  — gK  n)  — B (g>^m  — m') , 

on  aura 

Xx  J 
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) ! 10 

mn  — K 

m'n"—m"n'-=  a k 
m"n  — m n"=  |^k'  ^ 

(le  sorte  qne  la  valeur  trinaire  de  c deviendra  c=>^'i‘  + ii'k’'  + r'k'\ 
Enfin  il  est  aisé  de  voir  que  les  valeurs  de  k , k',  i",  substituées 
dans  réquauon_/'ÜT-5’/l*'  + A = la  rendent  identique  j de  plus, 
les  trois  nombres  k , k',  k"  ne  sont  pas  divisibles  par  un  même 
facteur  4 ; car  si  cela  ctoit , les  trois  qnarrés  qui  composent  la 
valeur  de  c seroient  divisibles  par  4%  contre  la  supposition.  Donc 
le  nombre  e est  compris  dans  le  diviseur  #i*v*+(«V*  + i'V  ‘ qui  appafr 
tient  à la  formule  t'  + Nu^,  et  il  y est  compris  sous  la  même  forme 
trinaire  qp’avolt  déjà  donnée  le  diviseur  a de  la  formule  r + cu’. 

(286)  Nous  avons  supposé  dans  la  démonstration  précédente  , 
que  les  trois  quarrés  qui  composent  le  nombre  N n’ont  pas  de 
commun  diviseur  j s’ils  en  avoient  un  , on  feroit 

m a.+nC  » 4 

m'  a.-\-n'C  = gtK-\. 
m'a.  -t-  n"C  = A ^ 4 ; 

et  toutes  choses  restant  d’ailleurs  les  mêmes  , on  auroit 
/n  ra'  — m'n  = v-\.h" 
m'n' — m"n'—  #^4  ^ 
m''n  — m n"=  1“  4 , 

les  quentilés  frayant  toujours  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus; 
d’où  l’on  voit  qu’alors  la  valeur  de  c seroit 

c = 4*  + l^'f'  + **A"V  » 

et  qu’ainsi  les  trois  quarrés  qui  composent  c auroient  le  meme 
diviseur  commun  4*  que  les  trois  quarrés  qui  composent  N".  Donc 
lorsque  les  trois  quarrés  qui  composent  c , et  d’après  lesquels  lo 
diviseur  quadratique  de  t'+cu‘  est  déterminé,  n’auront  pas  de 
diviseur  commun , il  arrivera  toujours  que  les  trois  quarrés  qui 
composent  N n’auront  pas  non  plus  de  diviseur  commun.  Car  si 
ceux-ci  en  avoient  un  , on  voit  que  le  même  commun  diviseur  se 
relrouveroil  daus  la  valeur  de  c. 

Au  reste  , dans  le  cas  même  où  les  quarrés  qui  composent  A ont 
un  diviseur  commun  4*  qui  divise  en  même  temps  les  trois  quarrés 
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composant  c , il  sera  toujours  vrai  de  dire  que  si  N est  compris 
dans  un  diviseur  trinaire  de  t'  + cu',  réciproquement  c sera  compris 
dans  un  diviseur  trinaire  de  t'  + Nu'.  Car  alors  faisant  4V=4.‘iV'  et 
c = 4‘  c',  il  est  clair  que  si  AT'  est  diviseur  de  il  s’ensuit  que 

ATest  diviseur  de  t’-f-cu’;  et  si  en  même  temps  c'  est  diviseur  de 
/*+  il  s’ensuivra  également  que  c est  diviseur  de  C + A'ti*. 

Toujours  est-il  nécessaire  , si  les  trois  quarrés  qui  composent  c 
ont  un  facteur  commun  4‘»  que  les  trois  quarrés  qui  composent  N 
aient  le  même  commun  diviseur , sans  quoi  il  ne  pourra  se  faire 
que  c divise  t'-rNu‘.  Mais  on  voit  en  même  temps  que  les  facteurs 
communs , lorsqu’il  y en  a , sont  en  quelque  sorte  étrangers  à la 
^propriété  dont  il  s’agit  , et  qu’ils  n’apportent  aucun  changement 
à la  proposition  principale  , dans  laquelle  on  peut  supposer  cons- 
tamment que  les  trois  quarrés  composant  c n’ont  point  de  facteur 
commun.  Et  de  cette  supposition  il  s’ensuivra  nécessairement  que 
les  trois  quarrés  composant  AT  n’auront  pas  non  plus  de  facttiur 
commun. 

11  est  à remarquer , au  reste  , que  celte  supposition  n’exclut 
pas  le  cas  où  le  nombre  c seroît  quarré  ou  divisible  par  un  quarré. 
far  rien  n’empêcbe  qu’un  nombre  qui  est  quarré  ou  divisible  par 
un  quarré,  ne  soit  composé  de  trois  quarrés  qui  n’ont  pas  de  com- 
mun diviseurj  tels  sont  g=4-|-4-bi,  45  = 25+16  + 4 , et  ain.ri 
des  autres.  D’où  il  suit  qu’il  n’y  a non  plus  aucune  valeur  de  A 
exclue.  Voici  des  exemples  qui  ne  laisseront  là-dessus  aucun  doute. 

(287)  Le  nombre  1 1 7 étant  mis  sous  la  forme  trinaire  1 00  + 1 6 f 1 , 
le  diviseur  de  <’  + 1 17  n*  correspondant  à cette  forme  est 
0^y*+6yz+  i4  j*  = ('2j  + 3z/  + ('2j' — a-Z  + O'+z/. 

Je  prends  à dessein  le  nombre  g compris  dans  ce  diviseur,  et 
comme  g se  trouve  en  faisant  j^=  i , z = o , je  substitue  ces  va- 
leurs dans  la  forme  trinaire  du  diviseur  indéterminé , et  j’ai  la 
forme  trinaire  4 + 4+ 1 pour  le  diviseur  déterminé  g.  Je  cherche 
ensuite,  par  les  méthodes  précédentes  , le  diviseur  de  i’  + g qui 
répond  à celte  forme  , je  trouve 

2jy*  + 2y  i + 5z’=j‘  + (j  + j;’  + 4i*. 

Il  fa  ut  donc  réciproquement  que  le  nombre  1 1 7 se  trouve  compris  dans 
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ce  diviseur.  En  effet,  si  l'on  forme  l’équation  i i7=3j'*  + 2yz  + 5r*, 
et  qu’ensuite  on  la  multiplie  par  2 , on  aura  234=  f ij+z .l’  + gx*, 

ou  26  = — ) +^‘-  Soit  donc  * = i , on  aura— — ==t5 , 

ce  qui  donnera  = 7 ou  — 8 , valeurs  d’où  résulte  également 
2^’  + 2J'z  + 5«’  = ii7  = 8*  + 7*  + 2*.  Cette  valeur  n’est  pas  la  forme 
trinaire  donnée  ; mais  on  peut  obtenir  une  autre  solution  en  faisant 

2 y-j-jC 

t = 5 , — = dt  t , ce  qui  donnera  > = — 1 ou  — 4 , et  alors 

2^*  + 2y  r + 5z*=  117  = io*-4-4’+  1*,  forme  proposée. 

yiutre  exemple.  Le  nombre  45  étantmis  sous  laforme  25+  i6  + 4 , 
le  diviseur  de  <*  + 45«*  qui  en  résulte  est 

5j'*+iojz+i4  Z*  = ( 7jy-\-5z)'  + Cy  — z/  + 4z*. 

Soit  y = 5 , z=H  , on  aura  le  diviseur  particulier 
i421  =34* + 3" +16*. 

Si  d’après  cette  forme  trinaire  on  cherche  le  diviseur  de  <*+  1421  u*, 
on  trouvera 

45  + 34^r +Z8z'  = (4y  + 6z)'  + (5jr—z)'  + C7j—z)', 
dans  lequel  il  est  visible  que  45  est  compris.  Et  cqjnme  pour  avoir 
45 , il  faut  faire  ^'=  i , z = 0 , la  forme  triqaife  qui  en  résulte  est 
45  = 4*  + 5*  + 2* , 

la  même  que  celle  d’où  on  est  parti.  Ainsi  on  voit  que  quoique  45 
et  i421  aient  des  facteurs  quarrés  et  inégaux(car  1421  =29. 4g)  , 
la  proposition  est  toujours  vérifiée  , et  la  forme  trinaire  4*+5’+2* 
est  tellement  liée  avec  la  forme  trinaire  34’+ 16* + 3*,  que  l’une 
sert  à faire  retrouver  l’autre. 

(288)  Théorkmk  IX.  Si  le  diviseur  quadratique  pj’’  + 2qyz+rz* 
relatif  à la  formule  l*  + cu*,  est  susceptible  de  plusieurs  formes 
trinaires  , et  que  dans  ces  diverses  formes  on  substitue  pour  y et  z 
les  valeurs  déterminées  y = a.  ^ je  dis  que  les  formes  trinaires 

qui  en  résulteront  pour  le  nombre  déterminé  p<t‘.+  2 q«^+r  f*  = N , 
seront  différentes  entr’ elles  , au  moins  tant  que  N surpassera  ÿ c. 

Eu  effet , si  l’on  cherrhe  par  une  analyse  directe  quels  sont  les 
cas  où  deux  formes  trinaires  du  diviseur  A , appliquées  à un  nombre 
particulier  jV,  donnent  une  même  valeur  trinaire  de  ce  nombre, 
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on  troavera  que  N ne  peut  surpasser  |c.  C’est  ce  que  nous  allons 
développer  avec  l’étendue  nécessaire. 

Supposons  que  le  diviseur  quadratique  py'  + açjr  z + rz'  = ^ se 
décompose  en  trois  quarrés  de  ces  deux  manières  : 

A=(my  + nz)‘+(  m'jr + n'z)' + ( m'y  + n' -r/ 

^ = (hy  (i^'y (t'-'y 

en  sorte  qu’on  ait 

P = m‘  + m'*  + /»"*  = A**+f*'*+f*'* 
q = mn + m'n'  + m"n=  nr+y/+ n'V" 

• r = 7»*  + «'*  + «"*  =»*  + !''’ 4- »’* } 

si  les  valeurs  particulières  de  et  de  s qui  rendent  le  diviseur  a 
égal  à N sont  telles  que  les  deux  formes  trinaires  de  a se  réduisent 
à une  seule  de  , il  faudra  qu’on  ait 

y r — n r — n r — n 

Z m — m'  — f*'  m" — f*  " 

(car  on  peut  supposer  alors  que  les  trois  quarrés  composant  les 
formes  trinaires  de  a sont  égaux  terme  à terme , et  leurs  racines 
de  même  signe  ). 

Mais  comme  y et  x doivent  toujours  être  premiers  entr’cux , 
il  est  clair  que  — est  l’expression  la  plus  simple  de  ces  fractions 

égales , et  qn’ ainsi  en  prenant  trois  nouvelles  indéterminées  a,  a,  a", 
on  pourra  faire 

m — fi=az  , m' — n'z^a’z  , m" — y-^azy 
r — n — ay  , r'—n'  = a'y  , »"  — n"=ay. 

Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  i*,r,  y,  H-"y  •’  'y  subs- 

tituant dans  les  quantités  égales  àp,  g,  r,  on  aura  après  les 
réductions , 


■1 Z (a* + a'*  + o'  — ma — m'a' — m"a"  = o 
jy  (a‘+a''  + a"‘)  + na  + n'a'+n"a'’=o 


y Z (a‘  + a'‘-jr  a"‘)  + (n  a + n'a'  + n"a")  z 
— (ma  + nia!  + ni' a") y 
où  l’on  voit  que  la  troisième  équation  est  une  suite  des  deux  autres  , 
et  qu’ainsi  il  sufiit  de  satisfaire  à celles-ci. 
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(289)  De  quelque  manière  qu’on  satisfasse  aux  équations  (A)  , 
les  valeurs  de  j et  z qui  en  résulteront  , donneront  un  nombre 
N — py' + iqy z-\-r z',  tel  que  les  deux  formes  Irinaires  du  divi- 
seur A se  réduiront  à une  seule  forme  pour  le  nombre  N.  11  s’agit 
donc  présentement  de  trouver  la  plus  grande  valeur  de  N qui  donne 
lieu  à cette  coincidence. 


Observons  d’abord  que  la  somme  a*  + a'*  + a"*  ne  peut  être  un 
nombre  impair  , car  si  elle  en  étoit  un  , les  valeurs  de  > et  2 
déduites  des  équations  (A)  seroient  nécessairement  des  nombres 
pairs  : ces  valeurs  ne  seroient  par  conséquent  pas  admissibles  , 
]>arce  qu’on  suppose  toujours  que^  et  z sont  premiers  entr’eux. 
On  ne  pourra  donc  faire  a — a'—d'—i  , et  les  plus  simples  valeurs 
qu’on  puisse  attribuer  à ces  quantités  sont  a = i , o'  = 1 , a"=  2. 
Nous  commencerons  par  examiner  cette  hypothèse , laquelle , 
comme  on  le  verra  ensuite,  esf.  cellç  qui  satisfait  plus particohéren 
ment  à la  question.  ^ 

Cela  posé , nous  aurons  les  équations 

JJ  = + N = pjr‘+iqyz  + rz* 

q -\-m"n  3x= 


r =/»*+«'’  + n"*  Zy—  — n — n — in"  , 

dans  lesquelles  il  faut  supposer  p,  g , r donnés  , et  chercher  les 
valeurs  de  m , m',  m",  n , n',  n",  telles  que  ^ et  2 soient  les  plus 
grandes  possibles.  Désignons  par  i le  rapport  de  m"  à m' qui  convient 
BU  maximum  cherché  , nous  aurons  m''=  9 m',  3z  = m + (ii-\-  i)m\ 
P i + i')m'‘.  Si  d’après  ces  deux  équations  on  cherche  la 

rapport  de  m'  à m qui  rend  2 un  maximum , on  trouvera  par  les 

règles  ordinaires  m'=  — ^ , ce  qui  donnera 


1 + 9* 


OT=V'/>. 


i/f2  + 49+'59';  ’ 


t/p  y'(i  + ii  + 5t*) 

3 * 


m'=y'p 


a 9+  I 

. V^(i  + it  + 59‘) 


h»*=/p. 


9 . ('a  9+1; 

V/fi  + 9*;  . y/ ('2  + 49  + 59*/ 


Les 
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Les  rapports  de  m , m',  m"  étant  subslilués  dans  l’équation 
ç=  mn+m'n'  + m'n",  il  en  résulte 


m' 


9 «"+«'  + 


1 + 9* 

— i 

a 9+  I 


Combinant  cette  équation  où  y , m\  9 sont  censés  donnés , avec 
les  équations 


r =:  n*  + «'*  + n"* 


3 y = — n — n — 2 n”  » 
on  tronvera  que  la  condition  y = max.  donne 
n*  9 + n = n ( i 2 , 

De-là  résulte 

, v/C2  + i»  + 5 6') 

— (9  — 2)  n" — 2 n(i-{-9) 

f = (i  + 9')  n"‘ — 2 9 (1  + 29)  n n"+(  a + 4 9 + 4 90  n*. 
Ces  trois  équations  donneront  en  éliminant  n"  et  n , 


\/c  9 — 2 q \/(2  + i9  + 59') 

y “ • ^(x+  80  3/T  ‘ v^r>+9-;  ■ 

Et  enfin  si  l’on  substitue  les  valeurs  trouvées  de  et  z dans  l’équa- 
tion N=  p>’+  2 q y z + rz',  on  aura  le  maximum  cherché  AT  = , 

résultat  qui,  comme  on  voit , est  indépendant  de  la  valeur  de  9, 
ainsi  que  de  celles  de  /> , y et  r. 


(ago)  Si , sans  se  conformer  aux  rapports  qu’on  vient  de  trou- 
ver , et  qui  le  plus  souvent  seront  irrationnels  , on  en  approche 
jusqu’à  un  certain  point , le  nombre  N qui  en  résultera  sera  très-, 
peu  diSërent  de  \c. 

Par  exemple  , le  diviseur  quadratique  a5i  ^‘  + a2_y  z+6iyz'  qui 
appartient  à la  formule  /*+ 154746«*,  se  décompose  en  trois  quarrés 
de  ces  deux  manières  : 

(5y  — 5z)'  + (y  — 2ix)‘  + C i5y+iz)' 

(7  y—2  z)'  + (iiy+i7  z)'+(sy—  i8z)'i 
et  si  l’on  fait  y 7 , z = 12  , ces  deux  formes  trinaires  se  rédui- 
ront A une  senle  25*+ 28 1‘+ i53*  égale  au  nombre  ioayg5  = iV; 
or  on  voit  qu’en  effet  le  nombre  iV  diffère  très-peu  de  f c. 

Yy 
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(391)  Si  oa  revleat  raaiotenant  aux  équations  (A)  , et  qu’on 
ne  suppose  plus  aucune  valeur  particulière  aux  nombres  a , a , a", 
on  trouvera  par  une  analyse  semblable , que  le  plus  grand  nombre  N 
pour  lequel  les  deux  formes  trinaires  sont  identiques , est  générale- 
4c  ...  . 

ment  N — — r. si  on  sopposoit  a =1  , a'—  1 , a"=  3, 

a'+a‘  + a ? 7 j 


on  auroit  N=jC.  Et  comme  il  faut  tonjonrs  que  a'  + a''  + a"‘  soit 
un  nombre  pair  (afin  que  et  z n’aient  pas  de  commun  diviseur) , 
il  s’ensuit  que  l’li3'potbèse  qui  donne  le  plus  grand  résultat  passi- 
ble , est  celle  que  nous  avons  examinée  en  détail , et  qui  donne 
N=  f c , conformément  à l’énoncé  du  théorème. 


(392)  THÉORfrME  X.  Si  le  nombre  N e»t  compris  de  m manières 
differentes  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  for- 
mule t*-{-cu*;  si  en  outre  chacun  de  ces  diviseurs  peut  se  décom- 
poser en  trois  quarràs  de  n manières  differentes  , et  qu’en  consé- 
quence le  nombre  N reçoive  , comme  diviseur  de  la  formule  t‘  + c n*, 
mn  valeurs  trinaires  , je- dis  que  toutes  ces  formes  trinaires  seront 
différentes  les  unes  des  autres  , excepté  toutefois  dans  les  cas 
où  N étant  plus  petit  que  c* , on  pourrait  satisfaire  à l’équation 
c*  = y*  + Nï*. 

En  effet , l’une  des  formes  trinaires  de  N peut  toujours  être 
représentée  par  la  formule  en  supposant 

que  la  valeur  correspondante  de  c soit  et 

qu’on  ait  entre  les  nombres  B y C,  la  relation  /LY  + AC=o. 

Une  seconde  forme  trinaire  de  JV  pourra  de  même  être  repré- 
sentée par  la  formule  N = en  supposant  sem- 
blablement c=y  A'VV,  eV  f g' B'  h' C =:o. 

Maintenant  si  l’on  veut  que  ces  deux  valeurs  trinaires  de  N 
soient  identiques , ilfaudra  faire  /[x5  = /m'5  , rC=r'C. 

Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  B\  C,  et  les  subs- 
tituant dans  l’équation  f ^'+g'B'-\-h'C  = 0 , on  aura 
f'lér'.k^-j-g'ii'K',jjLB-\-  C = o. 

Celle-ci  étant  combinée  avec  l’équation +5^5  + A C =0  , il 
en  résultera 
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• y V"' . hy/i  — h'y'/i' . /V * 

y^  hy'tt' . gfy — g'’’*-  • Aa  h 

f c _ g'f'y' . /~ft  > — f h'f'  « g'>  »■ 

y^  h'y'ft' . gty — g'ty'.hyfy 
Soient  pour  abréger  gry  = C,  Aa^  = >; y ;*'/=  gf'y'—C^ 

h’y'tt  ~y,  en  sorte  que  les  valeurs  trinaires  de  c qui  répondent 
aux  valeurs  identiques  de  N,  soient  c = «*  + C* + >*,  c'=  «'*  + f '• + >'*, 
on  aura 

I^B  »’y  — «.y'  * c c et  — C a.' 

~ y'e  — yC'  ’ ~ yC  — yC' 

Mais  les  trois  nombres  y^,  h- B,  rC  ne  peuvent  être  divisibles 
par  on  même  facteur  ; donc  si  on  appelle  s le  plus  grand  nombre 
qui  puisse  diviser  à- la-fois  les  trois  quantités  ay — ay\  C'a  — f«', 
y'C — y c'y  ou  aura  nécessairement 

^y^  = y'C—yC 
B = a y — ay 
^ r C = C'a  — C a . 

De-là  on  déduit  M*^’+ '*  , ou  ^*N=(yC — yd  '/ 

Ar(.ay  — ay)'  a — Ca')*.  Or,  par  Une  réduction  qui  se  présente 
fréquemment  dans  ce  genre  d’analyse  , on  sait  que  le  second  membre 
de  celte  équation  est  la  même  chose  que 

('«•  -b  f f * + >'V  — (ta' + Cd  + y y')'  j 

de  sorte  que  si  l’on  fait  pour  abréger  aa'+Cd-^-yy'  ^9  , on  aura 
S'AT  = c*— »*,  ou  c*  = 9*  + iVe*. 

Donc  deux  formes  trinaires  ne  sanroient  être  identiques  , à moins 
que  le  nombre  AT  ne  soit  plus  petit  que  c*,  et  tel  qu’on  paisse 
satisfaire  à l’équation  c*=:y*-|-Ar**. 

Donc  si  N est  plus  grand  que  c'y  ou  si  AT , sans  être  plus  grand 
que  c'y  est  tel  que  l’équation  c'  =y'  + Nz'  soit  impossible , toutes 
les  valeurs  trinaires  de  Af,  déduites  des  diverses  formes  des  divi- 
seurs trinaires  de  la  formule  t'+cu'y  seront  différentes  les  unes 
des  autres.  ' 

(293)  On  a déjà  prouvé  (n®.  a43)  que  s’il  y a r nombres  pre- 
miers différons  qui  divisent  AT  ou  7 Af  sans  diviser  c , il  y aura  2‘~' 
manières  de  satisfaire  à l’équation  N=py'+^çy  x+rz',  ou  aux 

Yy  a 
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équations  semblables  dont  le  second  membre  est  un  diviseur  qua- 
dratique de  la  formule  Donc  si  chacun  de  ces  diviseur» 

quadratiques  sc  décompose  de  K manières  en  trois  quarrés , et 
qu’en  outre  l’équation  c*=^*  + iV2*  ne  puisse  avoir  lieu  , il  faudra 
que  le  nombre  N reçoive  , comme  diviseur  de  la  formule 

formes  trinaires  différentes.  Multiplicité  qui,  comme  on 
voit , peut  être  fort  considérable  , et  qui  cependant  pourra  ne 
faire  qu’une  partie  de  toutes  les  formes  trinaires  dont  N est  sus- 
ceptible. 

Pour  confirmer  ce  résultat  par  un  exemple  , considérons  la  for- 
mule/’-f-aiw’,  et  son  diviseur  quadratique  lequel 

est  susceptible  de  deux  formes  trinaires  , savoir  : 

5r*  + Gys  + 6c*  = 5 + + 

Dans  ce  diviseur  est  compris  le  nombre  17765,  composé  de  quatre 
facteurs  5 . 11  . 17  . 19  j et  parce  que  «7765  est  de  la  forme 
84x+  4i  , on  trouve  aisément  à l’inspection  de  la  Table  IV , que  ce 
nombre  ne  peut  être  contenu  que  dans  la  formule  57-* -f6jr-  + G x*; 
il  doit  d’ailleurs  y être  contenu  de  huit  manières  , pnisqu’étant 
formé  do  quatre  facteurs  , non  diviseurs  de  c , on  a i = 4,  et 
2‘~‘=  s’=8.  En  effet,  si  on  résout  l’équation  i7765=5y’  + (>)'x  + Gx* 
ou  88825  — (Sy  + 'âzJ'  + ai  z',  on  trouvera  ces  huit  solutions: 

J' = .59,  49,  —67,  4i  , 37,  —71  , 23,  1.3 
Z — i , i5  , i5,  2» , 28  , 3i  , 4o , 47. 


On  en  trouveroit  même  huit  autres,  mais  qui  ne  produiroient  aucun 
nouveau  résultat,  parce  qu’on  doit  regarder  la  solution  = « , 
x = f,  et  la  solution  y = «,  z ■=  — <t — f , comme  n’en  faisant 
qu’une.  Cela  po.«é , les  huit  solutions  trouvées  donneront  chacune 
deux  formes  trinaires  de  1778.0;  et  par  conséquent  ce  nombre, 
comme  diviseur  de  l'‘  + 2iu’,  aura  les  seiie  formes  trinaires  sui- 
vantes, toutes  différentes  les  unes  des  autres: 


ii9*  + Go’4-2’  I i9*+52*  + .3o*  i02’  + G5*H-56*  86*  + 63’ -f  80* 

58*+ 120* -fl*  82*  + io4*+i5*  9*+i3o*  + 28'  i7*+i26*  + 4o* 

n3*+G4’+3o*  ioG*+65’  + 48*  ni’  + 4o*  + 62*  73*  + 6o*+94* 

34*+ 128’  } 1 5’  i7*+i3o*  + 24*  ioi'  + 8o’  + 3i*  34*+iao*+i7* 
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Remarque.  Si  N est.  pair  et  plus  graml  que  , l’équation 
c'=:i'  + Np'  ne  pourra  avoir  lieu,  et  la  proposition  générale  ne 
sera  point  sujette  à exception. 

En  effet , ilans  ce  ras , la  valeur  de  p ne  peut  être  que  i , et 
ainsi  on  auroit  N = c’ — 5*  j mais  A”  étant  pair,  il  faudra  que  les 
nombres  c et  S soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  , et 
dans  les  deux  cas,  c*  — 9’  seroit  divisible  par  4,  tandis  que  le 
nombre  iV,  comme  compris  dans  un  diviseur  quadratique,  ne 
peut  être  que  le  double  d’un  impair.  Donc  il  est  impossible  alors 
que  l’équation  N=c'  — 9’  ait  lieu,  donc  toutes  les  formes  tri- 
naires  de  N déduites  des  diviseurs  do  la  formule  l'  + cu',  seront 
différentes  entr’elles. 

Dans  la  même  supposition  de  jV>  ^ c’,  l’équation  N=c' — C*  no 
pourra  encore  avoir  lieu  , si  N étant  de  la  forme  4 /»  + i , c est  pair, 
ou  si  N étant  de  la  forme  8 «4-3,  c est  impair.  Donc  dans  tous 
ces  cas,  qui  sont  fort  étendus,  la  proposition  générale  ne  sera 
sujette  à aucune  exception  , et  toutes  les  formes  trinaires  de  *V 
seront  différentes  entr’elles. 
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5,  V.  Explication  des  Tables  VIII ^ IX,  X et  XI. 
TABLE  VIII. 

(agi)  Cette  Table  contient  les  diviseurs  quadratiques  4n+i 
de  la  formule  + pour  tout  nombre  c de  forme  4n+i  depuis 
c = i jusqu’à  c=ai3,  sans  excepter  les  nombres  quarrés  ni  les 
nombres  divisibles  par  des  quarrés. 

Chaque  diviseur  quadratique  , dans  son  expression  ordinaire  ^ 
est  mis  sous  la  forme  py'-\-iiçj'z+2mz',  laquelle  , comme  nous 
l’avons  déjà  remarqué , a l’avantage  d’en  faire  connoitre  une  autre 
apy‘  + ‘2qj'z+mz‘.  Mais  celle-ci  n’appartient  aux  diviseurs  4/»4-  •» 
les  seuls  qni  soient  compris  dans  la  Table , que  lorsque  c est  de 
forme  8 n + 1 , 

L’objet  principal  qu’on  s’est  proposé  dans  cette  Table  , est  de 
développer  les  diverses  formes  trinaires  dont  chaque  diviseur  qua- 
dratique est  susceptible  , et  de  montrer  la  correspondance  de  ces 
décompositions  avec  les  diverses  formes  trinaires  du  nombre  c , 
lesquelles  sont  placées  dans  la  première  colonne  à gauche. 

Dans  cette  disposition , on  a été  conduit  à distinguer  trois  espèces 
dilféreiues  parmi  les  diviseurs  quadratiques  4n+i  de  la  formule 
t'  + cu'. 

(agS)  Le  diviseur  quadratique  py' z + rz‘  appartient  à la 
première  espèce , s’il  est  décomposable  en  trois  quarrés  , et  si  parmi 
les  formes  trinaires  dont  il  est  susceptible , il  y en  a au  moins  une 
(my  + nz)'  + (m'y  n'z)'  + (m"y  + n"z)'  telle  que  la  valeur  corres-^ 
pondante  de  c,sa  voir  c=( mn' — m'n )'  + (m'n''—m'‘n')’  -p  (m"n — 
n’ait  pas  ses  trois  termes  divisibles  par  un  même  quarré. 

La  seconde  condition  aura  lieu  nécessairement  , lorsque  le  nom- 
bre O n’a  aucun  facteur  quarré  ; ainsi  dans  ce  cas  tout  diviseur 
quadratique  trinaire  est  de  première  espèce. 

Mais  lorsque  le  nombre  c est  divisible  par  un  quarré  , le  diviseur 
py’  + 7çyz  + rz‘  pourra  être  trinaire  ou  décomposable  en  trois 
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gnarrés , sans  satisfaire  à la  condition  mentionnée  , et  alors  il  ne 
sera  pas  de  première  espèce.  C’est  ainsi  que  le  diviseur  quadra- 
tique i8y  Z + i8  Z*  de  la  formnle  /*+  quoiqu’il  se  dé- 
compose en  trois  qnarrés  + n’est  cependant 

pas  de  la  première  espèce  , par  deux  raisons  , i®.  parce  que  la  va- 
leur de  c qui  résulte  de  cette  décomposition  , savoir  c=8 1 + 36  + 36, 
a ses  trois  termes  divisibles  par  g;  3®.  parce  que  ce  diviseur  n’est 
susceptible  d’aucune  autre  décomposition  ou  forme  trinaire}  de 
sorte  qu’il  n’est  pas  possible  de  lui  donner  une  forme  qui  ait  la  con- 
dition requise  pour  la  première  espèce. 

La  même  formule  ^ + iô3u‘  offre  un  autre  diviseur  quadratique 
•a>'*  + a^z  + 77z*,  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme  (j'  + 5z)'-\- 
(y  — 4z^*+36z*j  d’où  résulte  encore  c = 8i +36  + 36,  valeur  qui 
ne  convient  pas  à la  première  espèce  ; mais  cp  même  diviseur 
peut  aussi  se  décomposer  en  ces  trois  qnarrés  (y+S z)'+(jy — iz)' 
+ 64z* , d’où  résulte  c = 64+64+  35  , valeur  dont  les  trois  termes 
ne  sont  pas  divisibles  par  un  meme  nombre.  Donc  le  diviseur  qua- 
dratique 3j'*+3j'z  + 77z*  appartient  à la  première  espèce. 

Les  diviseurs  quadratiques  de  la  seconde  espèce  sont  ceux  qu’on 
ne  peut  décomposer  en  trois  qnarrés  , et  qui  par  cette  raison  sont 
marqués  dans  les  Tables  non  de'composables.  Tels  sont  le  diviseur 

+ 3_yz  + 34z*  pour  la  formule  f*+33u%  le  diviseur  i8_>  ’+  ioj'z  + 3z* 
pour  la  formule  <‘+65m‘,  et  une  infinité  d’antres. 

Enfin  les  diviseurs  quadratiques  de  la  troisième  espèce  sont  ceux 
qui  peuvent  bien  être  décomposés  en  trois  quarrés  , mais  dont 
toutes  les  formes  trinaires  sont  telles  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  c ont  chacune  les  trois  termes  divisibles  par  un  même 
quarré  ; d’où  l’on  voit  que  tout  diviseur  trinaire  qui  n’est  pas  de 
la  première  espèce  sera  nécessairement  de  la  troisième  ; ain.si  le 
diviseur  i3j'*+ i8_y z+ i8z‘,  dont  nous  avons  fait  déjà  mention, 
appartient  à la  troisième  espèce. 

(196)  Nous  avons  compris  dans  une  même  colonne  les  diviseurs 
de  la  première,  deuxième  et  troisième  e.spèces.  On  peut  cependant 
distinguer  au  premier  coup-d’oeil  les  trois  espèces;  savoir  , la  jirc- 
mière , en  ce  que  les  diviseurs  qui  lui  appartiénnenl  sont  au  premier  • 
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rang , qu’ils  sont  actuellement  décomposés  en  trois  quarrés , quo 
chaque  décomposition  répond  à une  valeur  Irinaire  du  nombre  c, 
et  que  parmi  ces  valeurs , placées  dans  la  première  colonne  , U 
y en  a toujours  au  moins  une  dont  les  trois  termes  ne  sont  pas 
divisibles  par  un  même  nombre. 

La  seconde  espèce  se  reconnoît  immédiatement , en  ce  qu’elle 
n’est  point  décomposée  en  quarrés  , et  qu’elle  ne  répond  à aucune 
forme  trinaire  de  c.  On  a ajouté  à chaque  diviseur  de  celte  espèce 
l’expression  non  décomposable  qui  le  caractérise. 

La  troisième  espèce  , quand  il  y a lieu , vient  à la  suite  de  la 
première  ou  des  deux  premières  : elle  est  séparée  de  celles-ci  par 
un  trait  , et  distinguée  par  un  caractère  d’impression  différent.  On 
remarquera  aussi  queles  trois  quarrés  composant  la  valeur  correspon- 
dante de  c ont  toujours  un  commun  diviseur.  Dans  celte  troisième 
espèce  , la  décomposition  en  trois  quarrés  est  souvent  possible  de 
plusieurs  manières  , mais  nous  nous  sommes  contentés  d’indiquer 
une  décomposition. 

Il  est  inutile  d’observer  que  cette  troisième  espèce  ne  peut  avoir 
lieu  que  lorsque  c est  divisible  par  un  quarré.  Si  on  eût  omis  , 
comme  il  a été  pratiqué  dans  les  Tables  générales  des  diviseurs 
quadratiques  et  linéaires  , toutes  les  formules  où  c est  quarré  ou 
divisible  par  un  quarré  , on  n’auroit  point  rencontré  celte  troisième 
espèce  de  diviseurs  quadratiques.  11  a été  nécessaire  cependant  de 
comprendre  ces  formules  avec  les  autres , parce  que  la  suppression 
de  ces  intermédiaires  auroit  nui  à l’enchaînement  des  propositions, 
et  rendu  plus  difficiles  leurs  démonstrations. 

Remarquons  que  les  trois  espèces  dans  lesquelles  nous  avons 
distingué  les  diviseurs  quadratiques  4 «+ i , s’excluent  mutuelle- 
ment , et  renferment  cependant  tous  les  cas  possibles  ; de  sorte 
que  tout  diviseur  quadratique  4n-f-i  appartient  nécessairement  à 
i’une  des  trois  espèces , et  ne  peut  appartenir  qu’à  une  seule. 

(797)  Voici  maintenant  diverses  propriétés  générales  qui  se  pré- 
sentent à l’inspection  de  la  Table  , et  qu’on  observeroil  également 
si  la  Table  éloit  prolongée  beaucoup  plus  loin. 

1°,  Quel  que  soit  le  nombre  c de  forme  4 « + 1 , il  existe  tou- 
jours 
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jours  un  ou  plusieurs  diviseurs  de  première  espece  pour  la  formule 
ce  qui  suppose  que  tout  nombre  4/»+  i est  décomposablo 
en  trois  quarres  , et  que  de  plus  il  y a une  décomposition  telle, 
que  les  trois  quarrés  n’ont  pas  de  diviseur  commun. 

2“.  Lorsque  le  nombre  c est  premier  , tous  les  diviseurs  qua- 
dratiques 4n4-  » de  la  formule  sont  de  la  première  espèce 

et  par  conséquent  de  forme  trinaire.  Chacun  d’eux  répond  à une 
valeur  trinaire  de  c,  différente  pour  les  différens  diviseurs. 

3®.  Lorsque  le  nombre  c est  divisible  par  un  quarré  , la  formule 
<’  + cu*  a toujours  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  troi- 
sième espèce , et  dans  ce  même  cas , elle  peut  en  avoir  aussi  de 
la  seconde.  On  en  voit  un  exemple  a l’égard  des  diviseurs  de  la 
formule  S’+iiyu*. 

4®.  Lorsque  le  nombre  c est  composé  de  facteurs  premiers  iné- 
gaux , la  formule  /*  + cu*  a toujours  un  ou  plusieurs  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  seconde  espèce  , c’est-à-dire,  non  décomposables 
en  trois  quarrés. 

5®.  Lorsque  c est  un  nombre  premier , les  diviseurs  quadrati- 
ques qui  sont  tous  trinaires,  ne  le  sont  chacun  que  d’une  seule 
manière  , conformément  à la  proposition  du  n®.  a84.  Mais  lorsque  c 
est  un  nombre  composé  , chaque  diviseur  quadratique  de  la  pre- 
mière espèce  est  autant  de  fois  trinaire  ou  décomposable  en  trois 
quarrés , qu’il  y a de  manières  de  former  c du  produit  de  deux 
facteurs. 

TABLE  IX. 

{298)  La  Table  IX  renferme  les  diviseurs  quadratiques  4n-l-a 
de  la  formule  t'-f  eu*,  pour  tout  nombre  c de  forme  8n-{-3 , depuis 
e=3  jusqu’à  c = 2i().  Les  diviseurs  sont  réduits  à la  forme 
apy'-\-i<iy  z+ir  z' , où  l’on  a p , q ,r  impairs  , q <p  et  r,  et 
ÿ*=c. 

On  distingue  encore  ici  trois  espèces  de  diviseurs.  La  première 
est  toujours  décomposable  en  trois  quarrés,  auxquels  répond  une 
valeur  de  c exprimée  en  trois  quarrés  impairs  qui  n’ont  pas  de  corn-; 
mun  diviseur. 

La  seconde  espèce  n’est  point  décomposable  en  trois  quarrés , 
et  ne  répond  par  conséquent  à aucune  forme  trinaire  du  nombre  c. 

Zz 
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Eniîn  la  troisième  espèce  est  décomposable , mais  les  trois  quar 
rés  qui  en  résultent  pour  la  valeur  correspondante  de  c ont  tou- 
jours un  commun  diviseur.  Et  ainsi  celte  troisième  espèce  ne  peut 
avoir  lieu  que  lorsque  le  nombre  c est  divisible  par  un  quarré. 

(599)  Voici  maintenant  les  remarques  que  présentent  les  divi- 
seurs selon  la  nature  du  nombre  c. 

1®.  Lorsque  le  nombre  c est  premier,  les  diviseurs  quadratiques 
4«  + 2 sont  tous  de  la  première  espèce  , et  de  plus,  chaque  divi- 
seur n’est  décomposable  en  trois  quarrés  que  d’une  seule  manière. 

■ 2”.  Lorsque  le  nombre  c est  composé,  et  qu’il  n’a  que  des  fac- 
teurs simples,  comme  35,  5i  , gi,  &c. , il  y a toujours  un  ou 
plusieurs  diviseurs  de  la  seconde  espèce  j il  ne  peut  y en  avoir  de 
la  troisième. 

3“.  Lorsque  le  nombre  c est  divisible  par  un  quarré , il  y a tou- 
jours un  ou  plusieurs  diviseurs  de  la  troisième  espèce.  11  peut  y 
en  avoir  en  même  temps  de  la  seconde. 

4".  Dans  tous  les  cas  , il  y a des  diviseurs  de  la  première  espèce  , 
ce  qui  suppose  que  tout  nombre  8n  + 3 est  la  somme  de  trois 
quarrés,  conformément  au  théorème  de  Fermât  (n°.  i55)  j mais' 
on  voit,  de  plus  , que  la  décomposition  en  trois  quarrés  peut  tou- 
jours être  faite  de  manière  que  ces  trois  quarrés  n’aient  pas  de 
commun  diviseur. 

t 

5®.  Lorsque  c est  un  nombre  composé,  tout  diviseur  quadra- 
tique de  première  espèce  se  développe  en  autant  de  formes  trf- 
naires  qu’il  y a de  manières  de  former  c du  produit  de  deux  fac- 
teurs. 

Dans  celte  Table  , ainsi  que  dans  la  précédente  , les  diviseurs 
trinaires  de  la  première  espèce  sont  développés  en  trois  quarrés 
de  toutes  les  manières  possibles  , et  on  a mis  en  même  temps , 
vis-à-vis  de  chaque  forme  trinaire  du  diviseur,  la  forme  trinaire 
correspondante  de  c.  Quant  aux  diviseurs  de  la  troisième  espèce , 
on  a indiqué  seulement  une  de  leurs  formes  trinaires. 

TABLE  X. 

(3oo)  Cette  Table  contient  les  diviseurs  quadratiques  8/2+  1 et 
8/1+3  de  la  formule  i’  + iau’,  a étant  un  nombre  de  la  forme 
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4n+  1 ; elle  est  calculée  pour  toutes  les  valeurs  de  a depuis  a=  i 
jusqu’à  a=  1 17. 

Chaque  diviseur  quadratique  est  représenté  par  la  formule 
+ dans  laquelle  7 est  pair,  p et  m impairs  et 
ç<^p  et  m.  Cette  forme  est  toujours  accompagnée  de  sa  conju- 
guée ipy'^riqy  mais  celle-ci  ne  se  trouve  parmi  les 

diviseurs  8n+j,  8n  + 3,  que  lorsque  a est  de  la  forme  8/1+1. 

On  distingue  les  diviseurs  compris  dans  cette  Table  eu  trois 
espèces  analogues  à celles  des  deux  Tables  précédentes,  et  ce« 
diverses  sortes  donnent  lieu  aux  propriétés  suivantes. 

1°.  Lorsque  le  nombre  a est  premier  , les  diviseurs  quadratiques 
8/J  + I , 8/J+3  sont  toujours  de  la  première  espèce , et  il  n’y  en  ^ 
aucun  de  la  seconde. 

Dans  ce  même  cas,  chaque  diviseur  se  décompose  en  trois  quarrés 
d’une  manière  seulement , et  ne  répond  non  plus  qu’à  une  seule 
forme  trinaire  du  nombre  a a. 

Lorsque  le  nombre  a est  composé , et  qu’il  n’a  que  des 
facteurs  simples , il  existe  toujours  un  ou  plusieurs  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  seconde  espèce. 

3”.  Lorsque  a est  divisible  par  un  quarré,  il  existe  toujours  un 
nu  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  troisième  espèce.  Il  peut 
aussi  y en  avoir  de  la  seconde  espèce. 

4°.  Quel  que  smt  le  nombre  a , il  existe  toujours  un  ou  plusieurs 
diviseurs  quadratiques  de  la  première  espèce  , ce  qui  suppose  que 
tout  nombre  8n+a  est  la  somme  de  trois  quarrés,  et,  de  plus , 
qu’on  peut  faire  la  décomposition  de  manière  que  les  trois  quarrés 
ne  soient  pas  divisibles  par  un  même  nombre. 

5'’.  Lorsque  a est  un  nombre  composé , chaque  diviseur  de  la 
première  espèce  prend  autant  desformes  trinaires  qu’il  y a de 
manières  de  former  a du  produit  de  deux  facteurs. 

Dans  cette  Table , comme  dans  les  deux  précédentes , on  a 
misitoules  les  formes  trinaires  de  3 a qui  répondent  aux  divi- 
seurs trinaires.  Les  diviseurs  trinaires  eui^mêmes  sont  développés 
dans  toutes  leurs  formes  possibles , lorsqu’ils  sont  de  la  première 
espèce  ; quant  à ceux  de  la  troisième  espèce , on  en  a indiqué  seule- 
ment nue  décomposition. 

Zz  3 
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TABLE  XI. 


(,3oi)  Celte  Table  contient  les  diviseurs  quadratiques  8/i  + 3, 
8«  + 5 de  la  formule  t'  + aau',  a étant  de  la  forme  in  — i.  Elle 
est  calculée  pour  toutes  les  valeurs  de  a depuis  a=5  jusqu’à 
O = 1 a3. 

Ces  div’iseurs  se  distinguent  en  trois  espèces  comme  ceux  des 
Tables  précédentes.  Ils  offrent  semblablement  les  propriétés  sui- 
vantes. 

1°.  Lorsque  a est  un  nombre  premier,  les  diviseurs  quadratiques 
8n-J-3, 8n  + S , sont  tons  de  la  première  espèce,  et  il  n’y  en  a 
aucun  de  la  seconde. 

De  plus,  chaque  diviseur  ne  se  décompose  en  trois  quarrés  que 
d’une  seule  manière  , et  ne  répond  non  plus  qu’à  une  seule  forme 
trinaire  du  nombre  3 a. 

3°.  Lorsque  le  nombre  a est  composé , et  qu’il  n’a  que  des  fac- 
teurs simples  , il  y a toujours  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadrati- 
ques de  la  seconde  espèce. 

3®.  Lorsque  le  nombre  a est  divisible  par  un  quarré  , il  y a 
toujours  un  ou  plusieurs  diviseurs  de  la  troisième  espèce. 

4".  Quel  que  soit  le  nombre  a de  forme  in  — i , il  existe  tou- 
jours un  ou  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  première  espèce, 
ce  qui  suppose  que  tout  nombre  8/i — a est  la  somme  de  trois 
quarrés  non-divisibles  par  un  même  facteur. 

5®.  Lorsque  le  nombre  a est  composé  , chaque  diviseur  de  pre- 
mière espèce  peut  se  développer  en  autant  de  formes  trinaires 
qu’il  y a de  manières  de  former  a du  produit  de  deux  facteurs. 

Ces  formes  sont  toutes  indiquées  dans  la  Table , ainsi  que  les 
valeurs  trinaires  correspondantes  de  a a.  A l’égard  des  diviseurs 
de  troisième  espèce,  on  n’a  indiqué  qu’une  de  leurs  formes  tn- 
naires , quoiqu’ils  puissent  quelquefois  en  avoir  plusieurs. 

Jiemarque.  On  pourvoit  réunir  en  une  seule  Table  , suivant 
l’ordre  des  nombres  c , tous  les  diviseurs  de  première  espece  con- 
tenus dans  les  Tables  VIII , IX,  X et  XI  j mais  alors  il  seroit  bon 
d’omettre  celles  des  formes  trinaires  des  diviseurs,  dans  lesquelles 
la  valeur  correspondante  de  c a ses  trois  termes  divisibles  par  un 
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même  quarré  , attendu  que  ces  formes  n’appartiennent  qu’impro- 
prement , ou  même  sont  étrangères  aux  diviseurs  de  la  jiremière 
espèce.  Par  cette  disposition  , l’enchaînement  des  differentes  for- 
mules exprimé  par  le  théorème  Vlll  deviendroit  plus  sensible , et  le 
nombre  des  formes  trinaires  de  chaque  diviseur  quadratique  seruit 
en  général  a'"*,  » étant  le  nombre  de  facteurs  premiers  , impairs 
et  inégaux  qui  divisent  c. 

Dans  la  Table  ainsi  formée  , on  observera  encore  que  tous  les 
diviseurs  quadratiques  d’une  même  formule  P-heu*,  répondent  à 
un  même  groupe  de  diviseurs  linéaires.  Or  suivant  une  propriété 
des  diviseurs  de  première  espèce  qui  sera  démontrée  ci -après  , si 
N est  un  nombre  quelconque  compris  dans  ces  diviseurs,  il  laut 
réciproquement  que  c soit  diviseur  de  t'+Nu'.  De-là  il  est  facile 
de  trouver  a priori  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  première 
espèce  ; pour  cela  soient  « , C , 7. , &c.  les  nombres  premiers  , iné- 
gaux et  impairs,  qui  divisent  c,  il  faudra  d’abord  satisfaire  aux 


équations  ~ * > ( — Ensuite , par 


<-N- 


-N\ 

y 


la  combinaison  des  solutions,  on  obtiendra  toutes  les  formes  linéaires 
cherchées;  et  il  sera  bon  de  réunir  dans  ces  formes  linéaires,  non- 
seulement  tous  les  diviseurs  impairs , comme  on  l’a  fait  jusqu’à 
présent,  mais  aussi  tous  les  diviseurs  doubles  d’un  impair.  ( V’ojex 
oir  après  , n”.  3o5.  ) 


Digitized  by  Google 


366 


THÉORIE  DES  NOMBRES. 


VI.  Théorèmes  comprenant  la  démonstration  des 
propriétés  observées  dans  les  Tables. 

(3o'j)  Tqéorêub  XI.  Soit  ^ y' + 7 qyz  + it*  un  dit'iseurçua-’ 

dralique  de  la  formule  l’  + cu*,  et  soient  p c/  c premiers  cntr’eux  } 
si  l’on  suppose  que  c est  diviseur  de  t*  + pu*,  je  dis  que  c sera 
diviseur  de  l’  + N u*,  N étant  un  nombre  quelconque  renfermé  dans 
la  _/br/wj*/e  py*+ 2 qy  z + rz’. 

En  effet,  soitV=/j«*  + 27«tf+rf*,  on  aura/jJV’=(/)«+yC/  + cf*. 

Mais  par  hypothèse  , c est  diviseur  de  <*+/>«%  donc  il  existe  un  en- 

■ I 1 **+P  . T,  Nt'  + Np 

lier  t , tel  que est  un  entier.  Donc  — -- 


sera  aussi  un 

1-  1 , (p<t+qC)'-¥Nk' 

entier  : mettant  au  heu  de  yj^sa  valeur,  on  aura  i— =e. 

Or  c et  k sont  premiers  entr’eux  ; car  s’ils  avoicnt  un  commun 

diviseur  9,  l’expression  — — — étant  un  entier  , il  faudroit  que  p 

C 

et  c eussent  le  même  commun  diviseur  9,  ce  qui  est  contre  la 
supposition.  Donc  on  peut  faire  p<t-^qC=kx-^cu^  et  on  aura 
\~ 

' = Donc  c est  diviseur  de  x'-\-N , ou  en  général  de  la 

c 

formule  t’  + iVw*. 

Remarque,  La  même  proposition  aura  lien  , en  supposant  seu- 
lement que  le  diviseur  quadratique  py'  -\-7qy  z-\-f  z'  renferme  un 
nombre  p'  premier  à c , et  tel  que  c soit  diviseur  de  t'  ■\-p'u'.  Car 
on  pourra  toujours , par  une  transformation , faire  en  sorte  que 
ce  nombre  p'  tienne  la  place  du  premier  coefiicicnt  p (n®.  aSi). 

Donc  si  un  seul  nombre  p'  premier  à c , et  contenu  dans  le 
diviseur  quadratique  py' -\-7qy  z-\-r z',,  est  tel  que  c soit  diviseur 
de  t'-\-p'u',  tout  nombre  N compris  dans  ce  même  diviseur  qua- 
dratique jouira  de  la  même  propriété  j de  sorte  que  c sera  toujours 
diviseur  de  la  formule  t'  + Nu'. 
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(3o3)  TiiioRKME  XII.  contraire , si  un  seul  nombre  p' 
renferme  dans  le  diviseur  quadratique  py*  + 2qy*  + ri*  est  tel 
que  c ne  divise  pas  l*  + p'u*,  y®  fUs  que  tout  nombre  N renfermé 
dans  le  même  diviseur  est  tel  aussi  que  c n’est  pas  diviseur  de 
t'  + Nu",  au  moins  en  supposant  N c premiers  enlr'eux. 

Car  puisque  c et  if  sont  premiers  entr’eux,  si  c divisoit  t'  + Nu', 
il  faudroit  , en  vertu  du  théorème  précédent , que  c divisât  aussi 
t’+p'u',  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

(3o4  ) Nous  appellerons  , pour  abréger  , diviseur  réciproque  tout 
diviseur  quadratique  de  la  formule  t'  + cu',  dont  la  propriété  est 
telle , que  N étant  un  nombre  quelconque  compris  dans  ce  divi- 
seur, réciproquement  c soit  diviseur  de  t'  + Nu'. 

Nous  appellerons  par  opposition  diviseur  non  réciproque  , tout 
diviseur  quadratique  qui  ne  jouit  pas  de  cette  propriété  , ou  qui 
n’en  jouit  que  par  rapport  à quelques  nombres  particuliers  N qui 
ont  un  commun  diviseur  avec  c. 

Les  conditions  pour  qu’un  diviseur  quadratique  soit  réciproque 
ou  ne  le  soit  pas  , sont  tellement  précisées  par  les  deux  théorèmes 
précédens , qu’on  pourra  toujours  décider  promptement , et  pres- 
que à la  seule  inspection  , si  un  diviseur  quadratique  donné  est 
^ réciproque  ou  non. 

Prenons  pour  exemple  la  formule  et  son  diviseur  qua- 

dratique 5j'  + ‘2yz+  i4z'  : pour  savoir  si  ce  diviseur  est  récipro- 
que , j’observe  que  le  coefficient  5 est  premier  à 6g  ; je  cherche 
donc  si  Gg  est  diviseur  de  Or  il  est  manifeste  que  Gg 

divise  8* + 5;  donc  le  diviseur  quadratique  dont  il  s’agit  est  un  divi- 
seur réciproque  ; c’est-à-dire  que  si  N est  un  nombre  quelconque 
compris  dans  5j''  + ‘2^ z+  i4  s',  on  peut  être  assuré  que  Gg  est 
diviseur  de  t'  + Nu'. 

La  même  formule  /*-f-6gu*  ayant  un  autre  diviseur  quadratique 
iZjr‘  + 6yz  + ()z',  pour  savoir  si  celui-ci  est  réciproque  , je  cherclie 
si  Gg  est  diviseur  de  l'+  i3n\  Or  on  voit  immédiatement  que  3 n’est 
point  diviseur  de  donc  à pins  forte  raison  Gg  ne  peut 

l’èlre;  donc  le  diviseur  quadratique  i3^*-f-Gy'x-j- 6i*  est  un  divi- 
•eur  non  réciproque. 
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ConsitliTons  encore  la  formule  <*  + 45«*  et  son  diviseur  quadra- 
tique 1 y z + 46z*.  Pour  déterminer  la  nature  de  ce  diviseur^ 
je  prends  le  coefficient  i du  prçmier  terme , et  je  cherche  si  45 
divise  i u‘.  Mais  on  voit  tout  de  suite  que  3 ne  divise  point 
donc  45  ne  peut  le  diviser  ( car  on  suppose  toujours  / et  u 
premiers  entr’eux).  Donc  le  diviseur  dont  il  s’agit  est  un  diviseur 
non  réciproque. 

Remarque. 

(305)  I^es  propriétés  contenues  dans  ces  deux  théorèmes  , et 
celles  qui  font  le  sujet  de  tout  ce  paragraphe , ne  concernent  pas 
tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t*-|-cù*,  mais  seu- 
lement ceux  qui  sont  de  nature  à entrer  dans  les  Tables  f^Ill , 
IX,  X et  XI.  Sur  quoi  il  faut  se  rappeler , 

1°.  Que  la  Table  VIII,  lorsque  c = 8/i-|- 1 , contient  les  diviseurs 
4 n + I , et  les  diviseurs  8 ;j+2  de  la  formule  r-f-cn*. 

2*.  Que  la  môme  Table  VIII,  lorsque  c = 8n  + 5,  contient  les 
diviseurs  4n+i  et  les  diviseurs  8n  + 6 de  la  formule  t'  + cu'. 

S**.  Que  la  Table  IX,  où  c=8n-|-3,  contient  généraletnent 
tous  les  diviseurs  4n  + 2 de  la  formule  t'  + cu‘. 

4“.  Que  la  Table  X , où  c=8/i+  2 , contient  les  diviseurs  8»j+  * > 
8n  + 3 , et  les  diviseurs  i6/t+ 10  , iGw-f- 1 4 de  la  formule  P + cm*.  ^ 

5°.  Que  la  Table  XI,  où  c=8n  + 6,  contient  les  diviseurs 
.8n  + 3,  8n+5,  et  les  diviseurs  16/1  + 2,  i6n+i4  de  la  formule 

t*  + CM*. 

Ces  Tables  n’offircnt,  ni  dans  les  nombres  c,  ni  dans  les  divi- 
seurs particuliers  de  la  formule  P + cu*,  aucun  nombre  divisible 
par  4 , ni  aucun  nombre  8^+7. 

(306)  Théorème  XIII.  Si  le  nombre  c est  premier  ou  double 
d'un  premier  , tout  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*  + c u* 
sera  un  diviseur  réciproque,  ( On  ne  parle  ici  que  des  diviseurs 
compris  dans  les  Tables  VIII,  IX,  XetXI). 

11  y a quatre  cas  à examiner,  selon  que  le  nombre  c se  rap- 
porte à l’une  des  quatre  Tables  citées. 

j".  Si  c est  un  nombre  premier  de  forme  4n+  i , il  a déjà  été 

démontré 
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démontré  (n“.  196)  que  N étant  un  diviseur  quelconque  4«+i 

de  la  formule  t‘+cu‘,  on  a ^ ^ = 1 ; donc  c est  diviseur  de 


t'  + Nu‘.  Donc  le  diviseur  quadratique  qui  renferme  N’  est  un  divi- 
seur réciproque.  ^ 

3®.  Sic  est  un  nombre  premier  8«+3,  et  P un  diviseur  quel- 
conque impair  de  la  formule  t‘  + cu',  on  aura  (n”.  197) 

On  a en  même  temps,  par  la  nature  du  nombre  c ( n®.  i48)  , 


/■  •îP  \ 

i 5 donc  ^ — i;  donc  c est  diviseur  de /*  + sPu* 


ou  de  t'+Nu‘,  N étant  un  diviseur  quelconque  in  + t de  la  for- 
mule t'  + cu'.  Donc  tout  diviseur  quadratique  de  cetto 

formule  est  un  diviseur  réciproque. 

3®.  Si  le  nombre  c=3o  , a étant  un  nombre  premier  4n+i , 

il  a été  déjà  démontré,  n®.  198,  qu’on  a iV  étant  un 

diviseur  quelconque  8/1+ i ou  8n+3  de  la  formule  t'  + cu'  ou 
t'  + iau'.  Donc  a est  diviseur  de  t'  + Nu'  ; donc  3 a ou  c l’est  aussi. 
Donc  le  diviseur  quadratique  qui  renferme  N est  un  diviseur  ré- 
ciproque. 

4®.  Si  le  nombre  c = 30,  a étant  un  nombre  premier  4n — 1, 
on  a prouvé , n®.  198,  que  .tétant  un  diviseur  quelconque  8n  + 3 

ou  8/1  + 5 de  la  formule  t'  + iau’,  on  a ^ — 1.  Donc  a est 

diviseur  de  la  formule  t'  + Nu';  donc  3a  ou  c l’est  aussi.  Donc 
le  diviseur  quadratique  qui  renferme  N est  un  diviseur  réciproque. 


(307)  Théorème  XIV.  Si  le  nombre  c ou  sa  moitié  est  un 
nombre  composé , la  formule  t*  + cn*  aura  toujours  au  moins  un 
diviseur  quadratique  réciproque  ; elle  aura  aussi  au  moins  un 
diviseur  quadratique  non-réciproque. 

Nous  nous  contenterons  de  démontrer  cette  proposition  pour 
la  Table  VIII , attendu  que  le  raisonnement  est  le  même  pour 
les  antres  Tables. 

. Soit  donc  c un  nombre  composé  4n+i  , si  l’on  peut  prouver 

A aa 
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qa’il  existe  nn  nombre  premier  N également  forme  4n  + i > 
tel  que  e soit  diviseur  de  t‘+Nu*,  il  s’ensuivra  (n®.  196)  que 

(f)=  1 ou  que  N est  diviseur  de  t'  + cu‘,  et  qu’ainsi  le  diviseur 

quadratique  qui  contient  N est  un  diviseur  réciproque , ce  qui  est  la 
premièi*fe  partie  du  théorème. 

Pouf  cet  effet  , décomposons  c en  ses  facteurs  premiers  égaux 
on  inégaux  : soient  « , a,  «*,  &c.  les  facteurs  4/i+  i>  et  f , f*,  f*',  &c. 
les  facteurs  4n — i , ceux-ci  étant  en  nombre  pair  , puisque  c est 
de  forme  4n  + i.  On  aura  donc  c = ««'«". . . et  pour  que  c 

divise  la  formule  <*+  Nu',  il  faut  qu’on  ait  les  diverses  égalités 


conditionnelles 


Or  chacune  de  ces  conditions  (rapportée  â un  dénominateur 
différent  ) fournit  en  général  plusieurs  valeurs  linéaires  de  N 
(n®.  tgS)  , et  CCS  valeurs  étant  combinées  entr’elles , pour  satis> 
faire  à toutes  les  équations , donneront  un  grand  nombre  de  for-» 
mules  dont  chacune  contient  une  infinité  de  nombres  premiers} 
il  n’y  a donc  aucun  lieu  de  douter  qu’on  ne  puisse  trouver  un 
nombre  premier  N qui  satisfasse  à la  conifition  requise  j et  co 
nombre  premier  N déterminera  à lui  seul  (n®.  7Z7)  un  diviseur 
quadratique  de  la  formule  P + cu‘,  lequel  sera  réciproque  (n®.  3o4 
puisque  c divise  l’+Nu‘. 

Venons  maintenant  à la  seconde  partie  du  théorème , et  prouvons 
que  la  formule  l'+cu'  a aussi  un  diviseur  quadratique  4n  + 1 non 
réciproque. 

Soit  c = c'4 , 4 étant  un  nombre  premier  que  nous  supposerons 
J’abord  de  forme  4n  + 1.  On  cherchera  (1)  un  nombre  premier  N 


■ (1)  Pour  faire  voir  comineiit  on  peut  tronver  1e  forme  générale  de»  nombre»  N 
ani  »ali»font  â ce»  condition» , prenon*  un  ca»  perticnlièr  , et  «upposoo»  que  e'  est 

rempoté  du  produit  de  troi»  facteur»  premier»  « C>  ; Is  condslion  J — — • 

pourra  être  rempUe  de  plusicun  roasitrea.  Par  exemple , on  pourra  sopposer 
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de  la  même  forme  4«  + i , tel  qu’on  ait  à-la- fois  = — * > 

= — 1 . Le  nombre  ainsi  trouvé , N sera  diviseur  de  la  formula 
t'+cu%  puisqu’on  aura  ~ ‘ > propriété  réci- 

proqne  n’anra  pas  lieu } car  ayant  j = — i , il  s’ensuit  que 

= — t } donc  S n’est  pas  diviseur  de  ni  à plus  fort® 

raison  c'i  ou  c,  11  existe  donc  un  nombre  premier  N de  forme 
4n+i  qui  divise  r-f-c  U*,  sans  que  réciproquement  c divise  r’-t-ATu’, 
et  ainsi  AT  doit  être  contenu  dans  un  diviseur  quadratique  non 
réciproque  de  ht  formule  t*-|-cu*. 

S’il  n’y  avoit  aucun  nombre  premier  de  forme  4n  + * qui  divisât  r, 
alors  il  faudroit  supposer  ( de  forme  4n — i . Dans  ce  cas  , on  cher- 


cheroit  le  nombre  premier  N de  form%  1 , tel  qu’on  eût  à- 
la-fois  I , 1,  Ce  nombre  AT  diviseroit  t'+cu‘, 

puisqu’on  auroit  ^ ~ * ’ “ * 

donnant  i , U s’ensuivroit  que  # n’est  point  diviseur  do 

r*  •+•  N»’  ; donc  à plus  forte  raison  ou  c n’est  point  diviseur  do 
cette  formule.  Donc  il  faudra  encore  que  le  diviseur  quadratique 
de  la  formule  t‘  + cu‘  dans  lequel  N est  compris,  soit  un  diviseur 
non  réciproque. 

Remarque.  La  démonstration  de  cette  seconde  partie  ne  pourroit 
plus  avoir  lieu , si  c étoit  lui-même  un  nombre  premier.  Car  alors 

■ d ' 


il  faudroit  faire  9 = c , et  c'=  i , on  auroit  donc  ^ = 


et 


1 , I = — t , et  ces  conditions,  jointet  è U dernière, 

^ = — I , donneront  réciproqoemenl  ) = » » C't)  ” * ’ C — ) = — l ; 

(t)=-  I . n est  fscile  maintenant  de  résoudre  chacune  de  ces  équations  (i  gS)  , 
et  en  combinant  enaemble  les  quatre  résultats , on  aura  plusieurs  expressions  géné- 
rales du  nombre  JV , lesquelles  contiendront  nue  infinité  de  nombres  premiers. 

A a a 3 
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ainsi  on  ne  pourroit  plus  satisfaire  aux  deux  conditions  — • 

= — I , résultat  qui  s’accorde  avec  le  théorème  XIII. 


(3o8)  Théorème  XV.  Tout  diviseur  quadratique  de  première 
espèce  est  un  diviseur  réciproque. 

Car  soit  a un  diviseur  quadratique  de  première  espèce  , il  y aura 
toujours  une  forme  trinaire  de  A telle  que  les  trois  termes  com- 
posant la  valeur  correspondante  de  c ne  seront  pas  divisibles  par 
un  même  quarré.  Cela  posé  , il  a été  démontré  , n“.  a85  , que  si  N 
est  un  nombre  quelconque  compris  dans  le  diviseur  A , récipro- 
quement c sera  diviseur  de  t'-\-Nu'.  Donc  le  diviseur  A est  un 
diviseur  réciproque. 

(3og  ) On  trouve  dans  les  Tables  quelques  exemples  de  diviseurs 
quadratiques  dont  tous  les  cocfEciens  sont  divisibles  par  un  même 
nombre  impair.  Ces  diviseurs , qu’on  auroit  pu  omettre  sans  in- 
convénient, ne  sont  jamais  de  la  première  espèce.  En  effet,  soit 
^T=zpy*-\-iqyz-\-rz'  un  de  ces  diviseurs,  et  9 un  nombre  premier 
qui  divise  tous  ses  coefficiens  ; de  sorte  que  pr — 7*  ou  c soit  divi- 
sible par  9’  ; soit  en  même  temps  , yV'*  + la  valeur 

de  c correspondante  à l’une  des  formes  trinaires  de  ce  diviseur 
" supposé  de  première  espèce.  On  a prouvé,  n”.  374,  que 
doit  être  compris  dans  le  diviseur  A , et  comme  tout  nombre  con- 
tenu dans  la  fonction  a est  divisible  par  9 , il  faudra  que  f'/i'+g"  k' 
soit  divisible  par  9*.  Mais  le  nombre  total  rY/V*+5^^‘>)  + A‘xV  est 
divisible  par  9*  ; donc  la  partie  A*xV*  sera  divisible  aussi  par  9*.  On 
prouvera  de  même  que  /^fiV  et  g'r't.'  sont  divisibles  chacun  par  9*  j 
donc  les  trois  termes  composant  la  valeur  de  c ont  un  commun 
facteur  9*.  Donc  le  diviseur  a ne  sauroit  appartenir  à la  1*"  espèce. 

(3io)  Lemme.  Si  on  a à-la  J'ois  p<v/-îC,  et  q<îP»^®  divi- 
seur quadratique  py’  + a c\^yz-\-tz'  ne  pourra  se  réduire  à une  ex- 
pression plus  simple. 

Car  la  réduction  ne  seroit  possible  qu’autant  qu’on  auroit  r<  iqi 
or  en  vertu  des  suppositions  faites  , on  a au  contraire  r"i:>  7q. 
En  effet,  l’équation  pr—q'-=zc  donne  (r—7q)p  — c-\-q'—7pq 
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z=c — \p'  + k(P  — ^9)  (^P  — quantité  positive  dans  ses 

deux  parties,  puisqu'on  a c>  J/j*,  et  yj  > a y.  Donc  r est  >2  y; 
donc  le  diviseur  quadratique  proposé  est  réduit  à sa  plus  simple 
expression. 

Corollaire.  Si  on  a plusieurs  diviseurs  quadratiqucs/jj'*  + -f-rr', 

py' ■\-iqy z-^rz'^  &c.  dans  lesquels  p soit  le  même,  et  où  l’on 
ait  /><\/yC,  y<T/>>  J tous  ces  diviseurs  seront 

essentiellement  dilTérens  les  uns  des  autres,  et  ne  pourront  se 
réduire  à un  moindre  nombre. 

(.3ii)  Lemmk.  Si  l'on  désigne  par  i le  nombre  de  fadeurs  pre- 
miers, impairs  et  inégaux  qui  divisent  c , tout  diviseur  quadratique 
de  première  espèce  de  la  formule  t*  + c u*,  ne  pourra  avoir  plus  de 
formes  trinaires , telles  que  les  trois  termes  de  la  valeur  cor- 
respondante de  c ne  soient  pas  divisibles  par  un  même  quarré. 

Car  soit  P un  nombre  premier  plus  grand  que  \c',  contenu  dans 
ce  diviseur  , et  soit  K le  nombre  de  forme  trinaire  dont  ce  divi- 
seur est  susceptible  ; le  nombre  P aura  donc  , comme  diviseur  de 
la  formule  i'  + cu',  K formes  trinaires  , lesquelles  seront  différentes 
les  unes  des  autres  (n°.  988  ) , puisque  P supposé  plus  grand  que 
est  à plus  forte  raison  >ÿc.  Or  chacune  de  ces  valeurs  trinaires 
de  P fournit  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  t’  + Pu’,  lequel  com- 
prendra nécessairement  le  nombre  c (n“‘.  970  et  985)  j et  ces  divi- 
seurs seront  différens  enlr’eux , puisque  les  valeurs  trinaires  de  P 
sont  dilférentes,  et  que  le  même  diviseur  quadratique  de*/’+P«* 
ne  peut  répondre  qu’à  une  seule  forme  trinaire  de  P , P étant 
premier.  Donc  la  formule  t'  + Pu‘  aura  K diviseurs  quadratiques 
différens,  tous  renfermant  le  nombre  c,  et  tous  par  conséquent 
de  la  forme  cy'  + aby z + az',  dans  laquelle  c est  coefficient  du 
premier  terme.  Mais  puisque  c est  <\/yP,  et  que  dans  chacun 
des  JC  diviseurs  cy'  + ibyz  + az',  ouest  maître  de  supposer 
il  s’ensuit  (n".  3io)  que  ces  K diviseurs  sont  essentiellement  diffé- 
rons les  uns  des  autres.  D’un  autre  côté  , il  a été  démontré  (n®.  9.33) 
que  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  l'+Pu’ 
dans  lesquels  c est  contenu  , ne  peut  surpasser  9^'.  Donc  K , qui 
est  le  nombre  des  formes  trinaires  du  diviseur  de  première  espèce 
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py'  '}qyz-\-  rz*,  ne  pourra  jamais  surpasser  a*"* , si  toutefois 
on  exclut  les  formes  Irinaires  pour  lesquelles  la  valeur  correspon- 
dante de  c auroit  ses  trois  terdaes  divisibles  p^  un  même  quarré. 
En  cfTct,  sans  cette  exclusion,  on  a déjà  observé  que  le  nombre 
des  formes  trinaires  dont  il  s’agit  peut  être  plus  grand  que  a'~', 
puisqu’on  général  il  est  égal  au  nombre  de  manières  qu’il  peut  y 
avoir  de  former  c du  produit  de  deux  facteurs. 

(3ia)  Théouême  XVI.  Tout  diviseur  réciproque  de  la  formule 
l*  + N u*  est  un  diviseur  de  première  espèce  , et  ce  diviseur  aura 
autant  de  formes  trinaires  qu’il  y a d’unités  dons  a^‘,  i étant  le 
nombre  des  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N. 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  ce  théorème  a lieu  dans  les  Tables 
VIII,  IX,  X et  XI,  au  moins  jusqu’à  la  limite  où  elles  sont  cal- 
culées. En  effet , on  observe  d’abord  que  les  diviseurs  réciproques 
ne  se  trouvent  dans  aucun  exemple  , ni  parmi  les  diviseurs  de  la 
seconde  espèce  , appelée  non  décomposable  , ni  parmi  ceux  de  la 
troisième;  ils  appartiennent  donc  exclusivement  à la  première 
espèce  , ce  qui  d’ailleurs  s’accorde  avec  le  théorème  XV,  où  l’on 
a démontré  que  tout  diviseur  de  première  espèce  est  un  diviseur 
réciproque.  Si  l’on  parcourt  ensuite  les  différentes  formules  t*  + c«* 
renfermées  dans  les  Tables,  et  qu’on  fixe  particulièrement  son  atten- 
tion sur  les  diviseurs  quadratiques  de  première  espèce  , on  verra , 
comme  nous  l’avons  déjà  remarqué  , que  chacun  de  ces  diviseurs  se 
décompose  en  trois  quarrés  , d’une  seule  manière,  si  c ou  ~c  est 
un  nombre  premier  , et  en  général  de  a‘'~‘  manières  s’il  y a i 
nombres  premiers  inégaux  qui  divisent  c on  jC.  On  trouve  à la  vérité 
une  sorte  d’exception  lorsque  c est  divisible  par  un  quarré;  car 
alors  le  nombre  des  formes  trinaires  de  chaque  diviseur  de  pre- 
mière espèce  est  égal  au  nombre  de  manières  qu’il  peut  y avoir 
de  former  c ou  ; c du  produit  de  deux  facteurs  quelconques;  nombre 
plus  grand  que  2‘~',  qui  exprime  (n®.  XIII)  combien  il  y a de  ma- 
nières de  former  c on  du  produit  de  deux  facteurs  premiers 
entr’eux.  Mais  cette  exception  n’est  qu’apparente , car  nous  avons 
déjà  remarqué  (n®. 3oi)  que  si  on  omet,  comme  n’appartenant 
pas  à la  première  espèce , toutes  les  formes  trinaires  dans  lesquelles 
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la  valeur  correapondanle  de  c a ses  trois  termes  divisibles  par  im 
même  facteur  , le  nombre  des  formes  restantes  sera  toujours  a*"*, 
comme  dans  le  cas  où  le  nombre  c n’a  aucnn  facteur  cjuarré. 

Par  exemple  , le  diviseur  i4z*,  relatif  à la  formule 

r+iiyu*,  est  décomposable  entrois  formes  Irinaires  qu’on  voit 
dans  la  Table  VllI  ; mais  l’une  de  ces  formes  + + + 

répondant  à la  valeur  trinaire  c = 8i  4-36+0 , dont  les  trois  termes 
sont  divisibles  par  un  même  quarré  on  doit  regarder  cette  forme 
comme  étrangère  à la  première  espèce , et  en  l’omettant , il  ne 
restera  que  deux  formes  trinaires  pour  le  diviseur  dont  il  s’agit  j 
nombre  qui  s'accorde  avec  la  formule  a'~*,  puisque  1 17  étant  divi- 
•ible  par  deux  nombres  premiers  inégaux  3,  i3^  on  a t=a  et 
a'"*  = a. 

De  même  la  formule  <‘  + 8i«*  offre  trois  formes  trinaires  pour 
chacun  de  ses  diviseurs  de  première  espèce;  mais  de  ces  trois  formes 
deux  doivent  être  écartées  , comme  ne  donnant  pas  pour  c une  va- 
leur exempte  de  diviseurs  communs  ; Une  reste  donc  qu’une  forme 
trinaire  propre  à la  première  espèce , ce  qui  s’accorde  encore  avec 
la  formule  i’~‘ , où  l’on  a » = 1 , puisque  3 est  Se  seul  nombre 
premier  qui  divise  81. 

La  proposition  étant  ainsi  vérifiée  dans  les  Tables  VIII,  IX  , X 
et  XI , ou  dans  celle  qui  les  comprendroit  toutes  , jusqu’à  leur 
limite  actuelle  , on  telle  antre , à laquelle  on  pouira  parvenir 
par  un  calcul  ultérieur  , il  s’agit  de  prouver  en  général  que 
la  formule  t‘  + Nu‘ , placée  immédiatement  après  la  limite  des 
Tables,  jouira  des  mêmes  propriétés  qui  ont  été  observées  dans 
les  précédentes,  conformément  à l’énoncé  du  théorème.  Pour  cela , 
il  paraît  nécessaire  de  diviser  la  proposition  générale  en  différens 
cas , suivant  les  différentes  hypothèses  qu’on  peut  former  sur  la 
nature  du  diviseur  proposé  cjr'  + 7by  g + a z*. 

I*’  Cas.  Diviseur  proposé  cy'-{- ai'.  (1). 

(3i3)  Dans  ce  premier  cas,  on  a ac  = N , et  ainsi  c est  divi- 

( I ) Oaai  la  Table  VIII , toas  lei  diviiean  qaidratiqaaa  qu’on  anroil  pu  cx- 
jirimer  par  cy’+aa’,  le  sont  par  ey*+aeya+(a  +c)*’,  ce  qui  est  une  ibrni» 
équivalente. 
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seur  (le  iV,-  soit  i le  nombre  de  fadeurs  premiers  impairs  et  iné- 
gaux qui  divisent  c,  on  a déjà  appelé  i le  nombre  de  semblables 
facteurs  qui  divisent  N,  ainsi  on  aura  i — i pour  le  nombre  de 
facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  y sans  diviser  c. 
Cela  posé,  puisque  le  diviseur  proposé  cy'  + az‘  est  un  diviseur 
réciproque , il  faudra  que  le  nombre  N soit  diviseur  de  la  formule 
donc  le  nombre  N sera  compris  de  manières  dans  les 
diviseurs  quadratiques  de  cette  formule.  Mais  chacun  de  ces  divi- 
seurs , suivant  la  loi  générale  déjà  constatée  pour  toutesles formules 
(jui  précèdent  t’  + Nu‘,  doit  avoir,  puisqu’il  est  réciproque, 
formes  trinaires.  Dcmc  le  nombre  N aura  , comme  diviseur  de  la 
formule  t'+cu',  ou  a'"*  formes  trinaires.  Ces  valeurs 

trinaires  qui  sont  toutes  différentes  les  unes  des  autres  (i),  doivent , 
suivant  le  Ütéor.  VIII , correspondre  aux  diverses  formes  trinaires  des 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  <’  + JV4<’,  dans  lesquels  cest 
contenu.  Or,  suivant  le  n®.  a3a  , cy^  + az^esi  le  seul  diviseur  qui 
puisse  contenir  c ; donc  ce  diviseur  réunira  à lui  seul  a*-*  formes 
trinaires  , dont  chacune  répondra  à une  des  a*"*  valeurs  trinaires 
de  N.  Mais  par  la  nature  du  diviseur  cy’+az',  on  sait  (n®.  279) 
que  la  même  valeur  trinaire  de  N correspond  à deux  formes  tri- 
naires du  diviseur,  excepté  le  cas  de  c=i  et  celui  de  c=a; 
donc  le  diviseur  cy'+az',  aura  nécessairement  2‘"*X2  ou  2‘"’ 
formes  trinaires , conformément  à l’énoncé  du  théorème. 

Hemarque.  L’exception  qui  semble  avoir  lieu  lorsque  c=i  on 
f = a , vient  de  ce  que  dans  ces  deux  cas  particuliers  , le  nombre 
désigné  par  a*"'  se  réduit  à 2“'  ou  7 ; fraction  à la  place  de  laquelle 
on  doit  prendre  l’unité  , ainsi  que  nous  en  avons  déjà  prévenu 
( n®.  >9>)'  Au  reste,  bien  loin  que  ces  cas  fassent  exception  à la 
règle  générale  , ils  en  sont  au  contraire  une  confirmation  très- 
satisfaisante.  Car  1°.  si  l’on  a c=i , le  diviseur^* -fox*  ou,y'  + iV**, 
étant  supposé  un  diviseur  réciproque  de  la  formule  t'  + Nu' , il 
faudra  que  N soit  diviseur  de  /*  + 1 ; donc  tous  les  facteurs  premiers 


( I ) 11  ne  peut  y avoir  d’exception  ( n°.  aga)  qee  dans  le  ras  on  on  auroil 
r*  = + N4*  = <p*-f  oc4*»  “lors  on  auroit  cj>a,  ce  qui  est  contre  U 

supposition. 

impairs 
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impairs  de  N seront  de  la  forme  p'  + ç'  ÿ donc  le  nombre  AT  lui- 
même  sera  autant  de  fois  de  la  forme  p'  + y*,où  />  et  7 sont  premiers 
enlr’eux  , qu’il  y a d’unités  dans  a‘~'  ; mais  en  faisant  AT  =i>'  + q'y 
le  diviseur _y’  + A^2*  prend  la  forme  trinaircj'’ +/>*a’  + 7*z*,  laquelle 
réfiond  à la  valeur  trinaire  N=p‘  + q*  et  appartient  à la  première 
espèce,  puisque  p et  q sont  premiers  enlr’eux;  donc  le  diviseur 
proposé  ^y'  + Aè^*  aura  formes  trinaires. 

3”.  Si  l’on  a c=3,A^=3a,  le  diviseur  proposé  'i)'  + az'  étant 
réciproque  , il  faudra  que  N soit  diviseur  de  <*  + 3 ; donc  tons  les 
facteurs  premiers  impairs  de  N seront  de  la  forme  p'  + aq'.  Donc 
le  nombre  N lui-même  sera  3*“'  fois  de  la  forme  p‘  + iq',  p ^ Ç 
étant  premiers  entr’eux.  Orsi  on  considère  la  valeur  N=f^  -4-  aff‘=aa, 
et  qu’on  fasse  f-=ani,  on  aura  a = am*-4-^,  et  ay'  + az'~ 
aj'"  + am‘z'+g‘z'  = (jr  + mz)'+  (y  — mzj'+g'z‘  j d’où  l’on  voit 
que  chaque  valeur  trinaire  de  Aè,  telle  que  /*+g’’+5*»  donne 
une  forme  trinaire  pour  le  diviseur  ajr'  + az'}  donc  ce  diviseur 
aura  encore  formes  trinaires  dilférenles  , et  propres  à la  pre- 
mière espèce. 

* 

II*  Cas.  Diviseur  proposé  3 by*-f-3  by  z-f-ai*. 

(3i4)  Dans  ce  cas  , on  aura  N = aab  — bb  , et  b sera  encore 
diviseur  de  AT.  Soit  toujours  i le  nombre  des  facteurs  premiers 
et  inégaux  qui  divisent  6,  on  aura  i — k pour  le  nombre  des  fac- 
teurs premiers , Inégaux  qui  divisent  N sans  diviser  b ; mais  puisque 
le  diviseur  proposé  est  réciproque , il  faudra  que  N soit  diviseur  de 
t'  + abu’  ^ donc  le  nombre  AT  sera  contenu  fois  dans  les  divi- 
seurs quadratiques  de  la  formule  <‘-4-3  bu',  et  comme  chacun  de 
ces  diviseurs  se  développe  en  a*~‘  formes  trinaires  , il  s’ensuit  que 
le  nombre  AT  aura  , comme  diviseur  de  la  formule  <*  + abu' , 
a*“‘X3*'*"‘  ou  3’"*  formes  trinaires  (1).  Ces  valeurs  doivent  par 


( 1 ) Ce>  valeon  trinaires  sont  toutes  differentes  entr’ellcs  ; car  s'il  y ovoit 
•zceptiôn , il  fandroit  qu’on  eût  (26)*  = e*-4-V4.*  = ^*+  — !i  fc  ) 4*-  Or 

comme  on  doit  avoir  a'^b,  cette  équation  donne  d'abord  4=  ensuite  q>  = 2i, 
A=i  et  0=3  : on  tombe  ainsi  dans  le  cas  de  N=3  , où  le  diviseur 
n’a  qu’une  forme  trinaire  y’-i-s*-i-  -f-  s )*  conformément  à la  formule 

Bbb 
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conséquent  résulter  aussi  des  diverses  formes  trinaires  dont  est 
susceptible  le  diviseur  a A^*  + 2 + le  seul  qui  contienne 

2 A parmi  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t’  + Nn'-,  d’ailleurs 
par  la  nature  du  diviseur  "i  bj‘  + :t  bjyz  + a z‘  (^n°.  27g)  la  même 
valeur  trinaire  de  ^ répond  à deux  formes  trinaires  du  diviseur. 
Donc  ce  diviseur  aura  en  tout  2*“‘  formes  trinaires,  conformément 
à la  loi  générale. 

Remarque  I,  La  démonstration  qu’on  vient  de  donner  de  ce 
second  cas,  ne  suppose  autre  chose  que  la  condition  ordinaire  a>A  j 
elle  est  donc  aussi  applicable  au  cas  où  le  diviseur  proposé  seroit 
oy‘'  + ihy z + az' , car  celui-ci  peut  se  mettre  sous  la  forme 
oy'-^(ia — ab)Yz->r  (2a  — 2b)z',  laquelle  rentre  dans  le  cas 
qu’on  vient  d’examiner. 

Remarque  II.  La  démonstration  précédente  paroît  encore  pré- 
senter une  sotte  d’exception  lorsque  A = 1 , on  lorsque  le  diviseur 
proposé  est  2y'  + 2y  z-\-az'.  Mais  comme  alors  le  nombre  iVdoit 
être  diviseur  de  <*-1-2,  il  faudra  que  ce  nombre  soit  2'"'  fois  de 
la  forme  p'-\-2q'‘,  soit  une  de  ces  valeurs  A^=/'*  + 2g*=  1 a — 1, 
on  aura  a = T(7'+ ' el2y'->r2y z^-az'=(y-\-\(f+i)z)'-\- 

[y — {(f—i g'^'i  donc  le  diviseur  proposé  aura  encore  2'~* 
formes  trinaires. 

HT  Cas.  Le  plus  petit  coefficient  cdu  t/iimewr  cy*+2byz-l-az* 
est  supposé  premier  ou  double  d'un  premier. 

(3i5)  Si  le  nombre  c ou  je  étoit  diviseur  de  iV,  ce  cas  rentre- 
roit  dans  Tun  ou  l’autre  des  deux  précédons  , ainsi  nous  pourrons 
supposer  que  N n’est  divisible  ni  par  c ni  par  je.  Cela  posé  , puis- 
que le  diviseur  cy'-\-2byz-\-az'  est  réciproque  , il  faudra  que  ÎI 
soit  diviseur  de  <*-4- ci<‘,  et  par  conséquent  que  N soit  contenus'"’ 
fois  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  <*-)-cu*.  Mais 
ces  diviseurs  dans  lesquels  JV  est  contenu  devant  être  réciproques  , 
ils  seront  tous  de  première  espèce,  et  auront  chacun  une  forme 
trinaire  , puisque  la  proposition  générale  a été  vérifiée  pour  toutes 
les  formules  qui  précèdent  <’+A^u*j  donc  le  nombre  comme 
diviseur  de  /’-beu’,  aura  2'"*  formes  trinaires  , lesquelles  .seront 
düTérentes  eulr’elles,  sauf  le  cas  où  l’on  auroit  c*  = î*  + A’”'!-*. 
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Mais  c'  étant  plus  petit  que  A\  si  l’exception  a lieu  , il  faudra 
qu’on  ait  et  c’=f'  + N.  Dans  ce  cas  particulier,  cy*  + î#jx  + c** 
seroit  aussi  un  divisenr  quadratique  de  la  formule  l'  + Nu',  et  ce 
diviseur  contiendroit , comme  on  voit,  le  nombre  c ; mais  le  nom- 
bre c premier  , ou  double  d’un  premier  , ne  sauroil  appartenir  à 
deux  diviseurs  quadratiques  differens.  Il  faudra  donc  que  le  diviseur 
proposé  cj'  + a bjz-{-az'  coincide  avec,  le  diviseur  cy'  + aqj'z  + cx*. 
Or  celui-ci  {rauvant  se  mettre  sous  la  forme  cj'  + C ic  — if)yz-\- 
( IC — 1 f)  Z*,  laquelle  rentre  dans  le  deuxième  cas  , il  s’ensuit  que  le 
nombre  des  formes  trinaires  du  diviseur  proposé  sera  égal  à 3'~‘.  Il 
ne  reste  par  conséquent  à examiner  que  le  cas  principal  dans  lequel 
les  a*“'  valeurs  trinaires  de  N sont  différentes  les  unes  des  antres. 
Alors  chacune  de  ces  valeurs  devant  répondre  a une  forme  tri- 
naire  du  diviseur  cy'-\-  nby  z-\-a  z' , il  faudra  que  celui-ci  ait 
encore  a‘“*  formes  trinaires  , conformément  à l’énoncé  du  théorème. 

IV*  Cas.  On  suppose  que  le  diviseur  proposé  contient  un  nombre  P 
premier  ou  double  d’un  premier  , et  moindre  que  N. 

(3>6)  La  démonstration  sera  la  même  que  dans  le  cas  précédent , 
parce  qu’on  peut  toujours  , par  une  transformation  , faire  en  sorte 
que  le  premier  coeilicientc  du  diviseur  proposé  cy'  + ibyz-\-az* 
soit  égal  an  nombre  P , ainsi  on  pourra  encore  supposer  que  c est 
premier  ou  double  d’an  premier;  mais  au  lieu  d’avoir  c 
on  aura  seulement  c <,N ; et  il  reste  à examiner  quels  peuvent 
être  les  cas  d’exception  contenus  dans  l’équation  c*=  -b  Af-j.’. 

Soit  d’abord  ■i  impair , et  en  général  4 = « f » « et  C étant  deux 
facteurs  indéterminés;  soit  en  même  temps  N A U , A B 
étant  de  semblables  facteurs,  l’équation  c* — = AT4’ ne  pourra 
se  décomposer  que  de  cette  manière  : 

c -b  ^ ^ ^ 

c — p = B f, 

d’où  résulte  acz=Aa.'  + BC‘-,  car  toute  antre  décomposition  ren- 
droit  c divisible  par  un  facteur  impair  de  4 » ce  qui  ne  peut  s’ac- 
corder avec  la  supposition  que  c est  premier  ou  double  d’un  pre- 
mier. Maintenant  puisque  N = ^B,  on  voit  que  Ay'-^Bz*  est 

Bb b 2 
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un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t'  + Nu'  ; ce  diviseur  con- 
tient ac  , puisqu’on  vient  de  trouver  ic—  ^ n' ; donc c doit 
être  contenu  dans  le  diviseur  conjugué  de  Ay  \ or  j’observe 
que  les  nombres  A B ne  peuvent  être  qu’impairs  d’après  l’équa- 
tion ic^A  a*4-5f“j  car  û A , par  exemple  , étoit  pair  , il  fau- 
droit  que  B le  fût , et  ainsi  AB  ou  N seroit  divisible  par  4 , ce  qui 
ne  peut  jamais  avoir  lieu. Soit  donc  A~>Bçl  A-rB=*C,\e  divi- 
seur Ay'  B s'  étant  le  meme  que  ( A + B)y'+iB  yz  + Bz',  ou 
3 Cy‘  + 2 Byz  + B z' , son  conjugué  sera  Cy'  + y Byz  + 7 Bz’ } 
de  sorte  que  le  nombre  c doit  être  compris  dans  la  formule 
U By  z + 7Bz'.  Mais  le  nombre  c , qui  est  premier  ou  double 
d’un  premier  , ne  peut  pas  être  contenu  dans  deux  diviseurs  qua- 
dratiques did'érens  ; donc  le  diviseur  proposé  cy’  + 7 6yz  + az'f 
lorsqu’il  aura  été  réduit  à l’expression  la  plus  simple  , sera  identique 
avec  Cy'  + 7 Byz  + aB  z\  Et  puisque  celui-ci  est  compris  dans 
le  deuxième  cas , il  s’ensuit  que  le  diviseur  proposé  cy'  + 3l>yz  + az‘ 
aura  a‘“'  formes  trinaires , conformément  à la  loi  générale.  • 

En  second  lieu  , soit  4 pair,  si  l’on  fait  4 = 2 et  A Bj 
l’équation  c‘  — ÿ"  = iV4’  ne  pourra  se  décomposer  que  de  l’une 
de  ces  deux  manières  : 

La  première  combinaison  donne  7c  = A a' + iBC',  et  il  faudra  , 
dans  ce  cas , que  l’un  des  nombres  Aj  « soit  pair.  Soit  i“.  A=  a C, 
et  on  aura  c=  Ca‘-|-a  BC',  d’où  l’on  voit  que  le  nombre  cest  com- 
pris dans  le  diviseur  quadratique  Cy'  + 7 B z'  ; donc  le  diviseur 
proposé  doit  être  identique  avec  Cy’  + ^Bz*;  mais  celui-ci  rentre 
dans  le  premier  cas  général  (n".  3i3),  puisqu’on  a 7BC=  N ; 
donc  le  diviseur  proposé  aura  encore  , dans  ce  cas  particulier,  a‘“‘ 
forces  trinaires.  Soit  3“.  « = , on  aura  c = 7Ay‘  + tBC‘f 

de  sorte  que  le  nombre  j c est  compris  dans  le  diviseur  quadra- 
tique Ay'  -\-Bz' ^ donc  le  nombre  c sera  compris  dans  son  conjugué. 
Or  si  l’un  des  deux  nombres  A ç\.  B est  pair , par  exemple  A , 
le  diviseur  conjugué  de  Ay"‘-\-  Bz'  sera  y A y'  + yBz' , ce  qui 
rentre  dans  le  Cas  premier  ; et  si  les  deux  nombres  A t\.  B sont 
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impairs,  le  diviseur  conjugué  de^j’  + jBs*  sera^(y^+B)y-{- 
a By  z + 1 B z‘y  ce  qui  rentre  clans  le  deuxième  Cas. 

Enfin  la  seconde  combinaison  donnant  2 c = 2 v/ot*  + 2 fi  <*,  ou 
c = ^a*  + fiC*,  le  nombre  c compris  immédiatement  dans  le 
diviseur  quadratique  ^ y'  + Bz\  ce  qui  retombe  dans  le  Cas  I". 

Donc  pourvu  que  le  diviseur  proposé  c_y*  + 2 Aj's  + az*  contienne 
un  seul  nombre  premier  ou  double  d’un  premier  , moindre  que  N~, 
ce  diviseur  aura  nécessairement  2‘~‘  formes  trinaires , propres  à la 
première  espèce. 

Remarque,  Ce  quatrième  Cas  est  tellement  étendu  , qu’il  n’y 
a aucune  formule  des  Tables  qui  n’y  soit  comprise;  et  les  excep- 
tions paroissant  devoir  se  présenter  le  plus  facilement  dans  les  petits 
nombres , il  est  probable  qu’il  embrasse  de  même  toutes  les  for- 
mules ultérieures. 

V*  Cas.  On  suppose  que  le  diviseur  proposé  cy*-t-2byr  + az’ 
contient  un  nombre  c ■<  N , dont  tous  les  facteurs  premiers  , à 
t exception  d’un  seul , sont  diviseurs  de  N et  inégaux  entr'eux. 

(.317)  Soit  alors  c = Jc',  N N\  5 étant  le  plus  grand  divi- 
seur commun  entre  c et  N , el  c'  étant  un  nombre  premier  ou 
double  de  premier.  Soit  k le  nombre  de  facteurs  premiers  , impairs 
qui  divisent  c : on  a déjà  appelé  i le  nombre  de  facteurs  premiers 
et  inégaux  qui  divisent  N;  donc  i — à-l-i  sera  le  nombre  de  fac- 
teurs premiers  qui  divisent  iVsans  diviser  c.  Cela  posé  , le  nombre  M 
devant  être  diviseur  de  t’  + cu‘,  sera  compris  de  2'"*  manières  diffé- 
rentes dans  les  diviseurs  quadratiques  de  cette  formule  ; de  plus  , 
comme  chaque  diviseur  réciproque  de  la  formule  t'  + cu'  doit  avoir 
2*"'  formes  trinaires  , il  s’ensuit  que  le  nombre  N , comme  divi- 
seur de  t‘+cu',  aura  2*~'.2'~*  ou  2*“'  valeurs  trinaires.  Or  cha- 
cune de  ces  valeurs  doit  correspondre  à une  forme  trinaire  de  l’un 
des  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  l'+Nu’  dans  lesquels  c 
est  contenu  ; et  comme  dans  l’hypothèse  de  ce  cinquième  Cas  y 
le  diviseur  proposé  cy’  + i by  z + a z‘  est  le  seul  qui  puisse  conte- 
nir c,  il  s’ensuit  que  ce  diviseur  aura  nécessairement  2'”'  formes 
trinaires. 
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Remarque.  Ce  Cas , qui  est  encore  plus  général  que  les  précé- 
dens,  n’est  sujet  à aucune  exception.  En  effet,  si  on  avoit 
c*  = + comme  on  suppose  que  9 qui  divise  c et  N n’ai  que 

des  facteurs  simples , il  faudra  que  f soit  divisible  par  9 , et  alors 
N-^‘  doit  l’être  par  9*.  Mais  on  fera  voir  dans  une  note  du  Cas 
suivant,  que  N ne  peut  être  divisible  par  le  quarré  a*  , si  c est 
divisible  seulement  par  a ; donc  ne  peut  être  divisible  par  9*, 

Q moins  que  4 ne  soit  divisible  par  9.  Faisant  donc  » = 9 s',  4 = 94', 
on  aura  c'* — ?'*=iV'4'*.  Dans  cette  équation  c'  est  un  nombre 
premier  ou  le  double  d’un  nombre  premier  ; ainsi  on  démontrera  , 
comme  dans  le  Cas  précédent , que  c'  appartient  soit  au  diviseur 
quadratique  soit  à son  conjugué  ^(yiy'->r Bz').  Or* 

a3'ant  .^B=N  = N'i  , si  l’on  fait  N'=PQ  on  pourra 

supposer  B=QS'y  et  on  aura  c' = Pyy‘-\-QS'z‘,  ou 

c' — ^(Pyy' + QS'z' ) ; donc  y S'a' = P i‘y‘y‘ + Qy  S"z‘ , ou 
yi'c'=.-^(Pfy'y'  + Qyi"z').  De-là  on  voit  que  c est  compris  soit 
dans  le  diviseur  quadratique  P ty'  + Qy  z‘,  soit  dans  son  conju- 
gué représenté  par  i(P^y’+Qyz‘).  Mais  comme  c.  ne  peut  être 
compris  que  dans  un  seul  diviseur  quadratique , il  s’ensuit  que  si 
on  avoit  c*  = s’  + IV4‘,  le  diviseur  proposé  rentreroit  dans  les  Cas  I 
ou  1 1 , et  ainsi  il'  auroit  toujours  3‘~'  formes  quadratiques , con- 
formément à l’énoncé  du  théorème. 

VI'  Cas.  On  suppose  que  le  diviseur  proposé  cy*  + 9byz  + a** 

contient  un  nombre  c moindre  que  N,  lequel  n’a  aucun  facteur 

quarré  commun  avec  N. 

(3i8)  Pour  ne  pas  revenir  inutilement  sur  les  Cas  déjà  examinés, 
nous  supposerons  que  c ou  je  n’est  ni  un  nombre  premier  , ni  un 
diviseur  de  N , ni  le  produit  des  deux  ; il  y aura  donc  plusieurs 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t'-{-Nu'  qui  contiendront  c. 

Soit  k le  nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divi-  ^ 
sent  e,  soit  c le  nombre  de  ces  facteurs  qui  sont  communs  entre  N . 
et  c , et  par  conséquent  k — e le  nombre  des  facteurs  premiers 
qui  divisent  c sans  diviser  IV  (i)  , la  formule  a*"*"'  représentera 

f I J Loisque  c «t  compris  dans  un  diviseur  quadratique  de  la  formule 
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le  nombre  des  diviseurs  cy'+i  b_y  z + az'  qui  ont  c pour  coefli- 
cient  du  premier  terme  ( n®.  •ii?.).  Or  on  va  prouver  que  tous  ces 
diviseurs  sont  de  première  espèce  , et  que  chacun  d’eux  a néces- 
sairement ’i'~‘  formes  trinaires. 


Puisque  le  nombre  N est  divisible  par  i nombres  premiers  difR'- 
rens  dont  e sont  communs  avec  c , il  y a i — c facteurs  premiers 
impairs  qui  divisent  N sans  diviser  c.  Donc  , puisque  N est  diviseur 
de  la  formule  t'+cu',  le  nombre  N sera  contenu  de  ma- 
nières dans  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  Ceux- 

ci  ont  chacun  formes  trinaires  , en  vertu  de  la  proposition 
générale  qui  est  constatée  pour  toutes  les  formules  l’+cu'  où  c est 
moindre  que  Af,  et  qui  sont  de  nature  à être  comprises  dans  les 
Tables.  Donc  le  nombre  N',  considéré  comme  diviseur  de  la  formule 
aura  2*“'.  2’“'“'  formes  trinaires  , lesquelles  seront  diiTé- 
rentes  les  unes  des  autres  , sauf  quelques  cas  particuliers  qu’on 
peut  éviter  en  changeant  la  valeur  de  c , comme  il  sera  dit  ci- 
après.  Mais  de  chaque  valeur  trinaire  de  N on  peut  déduire  une 
forme  trinaire  pour  l’un  des  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
i'  + Nu'  dans  lesquels  c est  contenu.  Donc  le  nombre  des  formes 
trinaires  de  tous  les  diviseurs  cy' -j- 7 by » az'  sera  également 
2*"‘.2‘-*-‘. 

Maintenant  on  a déjà  vu  qu’il  existe  a*"*"'  diviseurs  quadra- 
tiques cy‘  + '2  byz  + az'  dont  c est  coefEcient  du  premier  terme; 
et  puisque  les  formes  trinaires  réunies  de  tous  ces  diviseurs  com- 
posent le  nombre  total  2*~'.2'~'"‘,  il  s’ensuit  que  si  ces  diviseurs 
ont  chacun  un  égal  nombre  de  formes  trinaires  , ce  nombre  sera 


Donc  s’ils  n’avoient  pas  tous  le  même  nombre 


et  réciproquement  iV  dans  un  diviseur  de  u*,  ù Ice  deux  nombres  c et  iV sont 
divisibles  par  un  même  nombre  premier  d , il  faudra  qu’aucun  d’eux  ne  soit  divi- 
sible  par  ou  qu’ils  1o  soient  tout  deux  p>ir  é*.  Car  par  exemple  , ne  peut 
être  diviseur  de  (*■)-  c'é  , à moins  que  e'  nu  soit  aussi  divisible  par  è.  Donc  puis> 
qu’on  exclut  dans  ce  V*  Cas  les  facteurs  quarrés  communs  entre  c et  N , il  faudra 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  c ei  N n’ait  que  des  fnciiu»rs  premicra 
inégaux.  C’est  par  celte  raison  que  k^§  représente  le  nombre  de  iacteurs  premiers 
qui  divisent  c sans  diviser  N» 
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de  furmes  trinaires , il  faudroii  qu’un  ou  plusieurs  d’entr’eux  eussent 
plus  de  2'*'  de  ces  formes.  Or  on  a prouvé  (n°.  3i i). qu’aucun 
diviseur  quadratique  cj'  + i by  z + a z'  ne  peut  avoir  plus  de  2'"' 
formes  trinaires  , propres  à la  première  espèce  j donc  enfin  le 
diviseur  proposé  cy'-\-ihy  zJ^az'  et  tous  ceux  qui  contiennent 
le  même  nombre  c,  auront  chacun  u'~‘  formes  trinaires.  On  voit  do 
plus  que  tous  ces  diviseurs  doivent  être  dilTérens  les  uns  des  autres  (i  ). 


(1)  Pour  rendre  ces  raisonnemens  plus  sensibles  par  un  exemple  ^ soit 
31^*4“  26  y X 1 X*  un  duTseur  projjoic  de  la  formule  I* -|- 3'‘i85u*,  lequel 
est  réciproque  , parce  quM  est  facile  de  s'assurer  que  3^85  ou  5 . 1 7 . 4i  est  diviseur 
de  21  O*,  ün  aura  , dans  ce  cas  , 3485  , c=  ai  , et  parce  que  N est 

composé  du  produit  de  trois  faclcnrs  dont  aucun  ne  divise  c , on  aura  i=3,  a = o; 
de  même  puisque  r est  le  produit  de  deux  facteura  3,7,  on  aura  ^ = Or  oa 
voit  d’abord  que  N doit  être  contenu  de  3^^  ou  4 manières  dans  les  diviseurs 
quadratiques  de  la  formule  ou  seulement  dans  le  diviseur  Sy*-\-Syx-\-St*, 

pircc  que  celui>ci  est  seul  de  son  espèce  ÿ d’ailleurs  ce  dernier  diviseur  se  dé- 
compose de  3^— ‘ ou  3 manières  en  trois  quarrés  j donc  le  nombre  N , comme 
diviseur  de  la  formule  4 . 3 ou  b formes  trinaires  diBcrentes  , les- 

quelles sont  en  effet  ^ 

5i‘-f"28*-f 'P*  » 53*4-34*+io*  , , 34*-l-a7*-l-4o*  , 

i8*+56*-f  5»  , 34*+48»-1-  5*  , 43*  + 4o*+m*  , i3*+54»4-3o*. 

XI  faudra  donc  que  les  diverses  formes  trinaires  de  tous  les  diviseurs  de  la  formole 
3485  dans  lesquels  e est  contenu , répondent  à ces  8 formes  trinaires  de  M 
Les  diviseurs  dont  il  s’agit,  au  nombre  de  =:  a , sont  le  diviseur  proposé 

aSy  X 4- 1741* , et  un  autre  aiy*+ ay  » + i66x*  ; or  chacun  d’eux  na 
peut  avoir  plus  de  a*~**  ou  4 formea  trinaires;  donc  les  b formes  trinaires  dont 
il  s’agit,  réparties  entre  eux  deux , en  donneront  nécessairement  4 à chacun.  En 
effet,  on  trouve  ces  quatre  formes  et  les  valeurs  correspondantes  de  N,  comme 
U suit  : 


56»+i8*-i-  5»  f 

4o*+34*+27*  f a>;'*+ayz+i66*‘ 
48*4-34*+  5*  ' 

5i*+28*+io*  \ 

53*+ 24*+ 10*  / 

5i*  + 2o*+a2*  ( ai/+26y»+i74x* 
64*+ao*+i3*  ' 


( (4y+6z)*+(2y-7x)*+(y-g.)* 
\ (4y— 6x)*+(ay+iiz)*+(y+3x)* 
J (4y— 2x)*+(2y+9ï)*+(y— 9*)‘ 
( (4y-6x)*+(ay+9*)*+(y+70* 

(4y+ï)*+(27r_a,)*+(y+i3î)* 
(47— x)*+(ay+3x)*  + ô'+>3x)* 
(4y+7x)*+(2y~ax)*+(y— I ix)> 
(4y+7x)*+(2y— iox)*  + ü'+5x)* 


(Icmoiutntion  eût  été  plux  simple  pour  le  diviseur  2iy*+2yx+i66x*  en  par- 

(3*9) 
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(3ig)  Ce  VI*  Cas  est  d’une  très-grande  généralité,  puisqu’il 
suppose  seulement  que  le  nombre  c contenu  dans  le  diviseur  qua- 
dratique proposé  est  moindre  que  iV,  et  n’a  aucun  facteur  quarré 
commun  avec  N,  Mais  pour  mieux  juger  de  cette  généralité,  il 
est  nécessaire  de  déterminer  d’une  manière  précise  combien  il 
peut  y avoir  de  semblables  nombres  contenus  dans  le  diviseur  qua- 
dratique proposé  cj'*  + î Aj' z + az' = A. 

Ayant  donné  à z une  valeur  déterminée  z = i , si  l’on  veut  avoir 
toutes  les  valeurs  de^  qui  rendent  a moindre  que  Aé,  il  faudra 
résoudre  l’équation  N = cy' ■î  by  k ak' , laquelle  donne  les 
limites  de  y , savoir  : 

^bk—y/(cN—k’N)  —bl-+^(cN—l'N) 

j'  = ^ . y= ; 

■Xi/  y 

La  différence  de  ces  deux  limites . exprime  donc 

c 

le  nombre  de  valeurs  qu’on  peut  donner  à y , tandis  qu’on  fait 
elle  apprend  en  même  temps  que  la  plus  grande  valeur  qu’on 
puisse  donner  à z est  \/c  ou  l’entier  compris  dans  t/ c.  De-Ià  on 
voit  que  le  nombre  de  tous  les  diviseurs  moindres  que  A’  compris 
dans  le  diviseur  quadratique  A sera  donné  par  la  formule 

X=  V^(c-i)+  v^(c-i)+  \/(c-Çi)+  &c.]  , 

cette  suite  devant  être  continuée  tant  que  les  termes  en  sont  réels. 

J’observe  maintenant  que  si  on  décrit  un  cercle  qui  ait  pour  équa- 
tion y*  = R' — Z*,  et  que  R soit  un  nombre  un  peu  grand,  l’aire 
du  quart  de  ce  cercle  sera  à très-peu  près  égale  à la  somme  de  la 
suite  R+y/CR' — \)-\-\/(R'  — k)-\-^(R'  — 9>f  &c.  continuée 
tant  que  les  termes  sont  réels.  Donc  comme  on  sait  que  l’aire 
du  quart  de  cercle  = j v iî* , t étant  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre , il  faut  que  la  somme  de  cette  dernière  suite 

soit  7 iî*,  valeur  d’autant  plus  approchée  , que  R sera  plus  grand. 

Cela  posé , si  on  met  simplement  c à la  place  de  R',  on  aura 


ijeulier , si  l’on  eût  ronsidéré  2V  coirme  diviseur  de  t*-|-l6Gu*,  car  alors  on  leroit 
retombé  dans  le  IV*  Cas. 
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X=  • - c=-\/N  i résultat  remarquable,  en  ce  qu’il  ne 

dépend  plus  des  coefficiens  a , c , et  qu’il  est  le  même  pour 
tous  les  diviseurs  quadratiques  d’une  même  formule  (i). 

La  valeur  de  X qu’on  vient  de  trouver , suppose  qu’on  a pris 
indifieremment  pour  y z toutes  les  valeurs  qui  jieuvent  rendre 
cy'  + ibyz-^-az'  moindre  que  JV,  mais  il  faut  sc  rappeler  que 
les  seuls  résultats  admissibles  sont  ceux  où  et  z n’ont  pas  de 
commun  diviseur.  Or  les  cas  où  ^ et  z sont  tous  deux  pairs  for- 
ment le  quart  de  tous  les  cas  possibles  ; ceux  où^  et  z sont  à- la- 
fois  divisibles  par  3 , forment  la  neuvième  partie  de  la  totalité  , 
et  ainsi  de  suite.  Donc  en  général  le  nombre  trouvé  X doit  se 
réduire  à X( i — ( i — (i  — (i  — xï)  dénomina- 

teurs de  ces  fractions  étant  les  quarrés  des  nombres  premiers  suc- 
cessifs. Maison  sait  que  leproduilf  i — ■)(  i — i — 

g 

continué  à l’infini  = — (Voyei  VIntroduct.  in  ^nal.  d’Euler  , 

n®.  277  ).  Donc  si  on  appelle  Y le  nombre  des  diviseurs  particuliers , 
moindres  que  N,  compris  dans  le  diviseur  quadratique  proposé 

V (ÿ  3 

cv*  + 2 éy  x-l-az‘,  on  aura  X= -t/JV. — = - v^X.  Formule  très- 

simple , et  qui  dans  les  applications  donne  des  résultats  fort  proches 
de  la  vérité. 

(32o)  Soit  maintenant  <*  un  nombre  premier  dont  le  quarré  est 
diviseur  de  X,  en  sorte  qu’on  ait  N = a.' N'.  Si  l’on  suppose  c 
divisible  par  «,  il  faudra  que  b soit  aussi  divisible  par  «,  puis- 
qu’on a ac  — b’—Nj  mais  les  deux  termes  b'  et  N étant  alors 
divisibles  par  «*,  on  volt  que  ac  doit  être  aussi  divisible  par  «*j 
donc  comme  on  ne  peut  supposer  a divisible  par  « , puisqu’alors 


(i)  Ce  ré»ull»t  devroil  être  riduil  à moitié,  si  U formate  proposée  étoit  de 
fane  des  formes  cy'-\-  os*,  cj*+  uby  h i',  + ***>  P^rce  qn’a- 

lors  le  mémo  nombre  résalle  de  deux  suppositions  diflercnles  dans  les  valeurs 
de  y et  de  x.  On  Tclrouvo  donc  ici  les  mêmes  exceptions  auxquelles  ces  formules 
donnent  lieu  dans  d’autres  occasions. 
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les  trois  termes  du  diviseur  quadratique  proposé  seroient  divisibles 
par  « , il  faut  que  c soit  divisible  par  «*,  ce  qui  s’accorde  d’ailleurs 
avec  la  note  du  n“.  3i8.  Dans  ce  cas,  si  on  donne  à y une  valeur 
déterminée  A,  et  qu’on  fasse  successivement  z = o,  i,  2, 3, &c, 
aussi  bien  que  z = — i , — 2 , — 3,  — 4 , &c. , la  suite  provenant 
du  terme  général  cA'  + sA/is  + az*  sera  telle,  que  sur  « termes 
consécutifs,  il  y en  aura  un  divisible  para*.  La  même  chose  aura 
lieu , quand  même  c ne  seroit  pas  divisible  par  a ; car  on  peut 
trouver  aisément  une  valeur  de  z telle  que  ch'+ibh  z + az'  soit 
divisible  par  a*j  pour  cela,  supposant  ch’-\- 2bhz  + az‘  = a*Pf  et 
multipliant  cette  équation  par  c , on  aura  (ch  + bz)'  + Nz'=ca.’Pi 
donc  ilsuilit  de  déterminer  z de  manière  que  ch  + bz  soit  divisible 
par  a.  Cette  valeur  de  z étant  trouvée  et  désignée  par  k , si  l’on  fait 
en  général  z==t+az',  toutes  les  valeurs  de  z contenues  dans  cetto 
formule  rendront  la  quantité  c h'  + ^bhz  + az'  divisible  par  a*  { 
donc  sur  a termes  consécutifs  de  la  série  dont  le  terme  général 
est  ch'  + 2 b hz+az'f  il  y en  aura  toujours  un  qui  sera  divisible 
par  a*. 

De-là  on  volt  que  si  on  eût  conservé  tous  les  termes  dont  X 
est  le  nombre , il  auroit  fallu  multiplier  le  nombre  de  ces  termes 

par  1 — -,  afin  d’en  retrancher  les  termes  divisibles  par  a*j  mais 
pour  supprimer  les  termes  où  y et  s sont  divisibles  par  a , on  a 
déjà  employé  la  facteur  1 7,  par  lequel  Xa  été  multiplié  j donc 

et 

il  reste  encore  à diviser  le  résultat  par  1 + - « ou  à le  multiplier  par 


faire  disparoître  dans  Y tous  les  termes  divisibles 


Soient  donc  a,  f,  >,  &c.  les  dlfférens  nombres  premiers  dont 
les  quarrés  peuvent  diviser  N ; si  on  appelle  z le  nombre  des  divi- 
seurs qui  étant  contenus  dans  la  formule  proposée  cy'  + 'ibj'z  + az'j 
sont  moindres  que  X , et  n’ont  aucun  facteur  quarré  commun  avec 

^ ,,,  3t/iVa  C y 

N,  on  aura  en  general  Z — . . — — . . &c. , 

**  » a+i  C+i  ’ 

Ccc  2 
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ou  bien  faisant  N=  3i.n‘C'y‘,  &c.,  on  aura  Z: 
f >• 


3 AI 


« + 1 


. &c.  D’où  l’on  voit  que  Z est  un  nombre  qui  aujr- 
7+1  ^ t> 

mente  en  même  temps  qüe  JV,  et  qui  aura  toujours  un  rapport 

notable  avec  \/  N. 

Par  exemple,  si  on  propose  le  diviseur  quadratique  i8g_>*  + 3ojs 
■+5o2*  appartenant  à la  formule  i’  + gaaSu*,  et  qu’on  veuille  savoir 
combien  dans  ce  diviseur  il  y a de  nombres  plus  petits  que  gaeS, 
et  qni  n’ont  aucun  facteur  quarré  commun  avec  gaaS,  on  fera 
A'  = 9235  = 3*.  5*.  4 1 , ce  qui  donnera  *=:3,C=5,il/=4ij  d’où 


l’on  conclura  le  nombre  cherché  Z ■■ 


3v/4i  9 25 

4-ir  = ^7i;et 


ce  résultat  est  très-près  de  la  vérité  ; car  on  trouve  que  le  diviseur 
proposé  contient  les  5g  nombres  suivans  qui  ont  les  conditions 
mentionnées  : 

209,  269,  329,  449,  7I6J  866,  869,  nog,  1289,  i58g; 
1661 , 1706, 1721  , i84i  , 2081  ; ai4i , 23o6,  2429,  aSoi  , 2786; 
(2849),  2861,  2954,  3i49,  3194;  34oi , 3521,  (3626),  362g, 
3674;  (4i8i),  4634  , 4781  , 4874,  4889;  548g,  (5621),  58oi  , 
5909  , 61 46  ; 63i4  , 656g  , 6674 , 6761  , 7034  j (7i54 ) , 7466  , 
7601,  7754,  7994;  (8249),  8426,  8741,  (8934),  8981;  9029, 
9o4i,  9101 , 9221. 


(Sai)  On  voit  maintenant  que  le  VI'  Cas  renferme  la  démons- 
tration générale  de  la  proposition  , puisqu’il  y aura  toujours  un 
nombre  assez  considérable  de  valeurs  de  c qui  pourront  servir  de 
base  à la  démonstration.  Or  il  sulht  qu’il  y ait  parmi  ces  valeurs 
un  diviseur  de  A ou  2 A"  ( Cas  1 et  II  ) , ou  un  nombre  premier  ou 
double  d’un  premier  (Cas  IV),  ou  le  produit  d’un  tel  nomlire 
par  un  diviseur  de  A (Cas  V)  , ou  enfin  un  nombre  quelconque 
qui  ne  satisfasse  pas  à l’équation  c*  = + A4*.  Il  pourvoit  cepen- 

dant arriver  que  tous  les  nombres  c compris  dans  le  diviseur  pro- 
posé , satisfissent  à l’équation  c*  = ç’  + A4*,  mais  alors  (n®.  3i6) 
ce  diviseur  seroit  de  la  forme  cj'*+o  j’,  ou  jfey'  + os*)  , et  ainsi 
il  rctomberoit  dans  les  Cas  I ou  11 , qui  sont  les  plus  simples  de  tous. 
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L’exemple  que  nous  avons  apporté  du  diviseur  quadratique 
ï8g[j*  + ôoj2-r5os‘  est  un  des  plus  désavantageux,  parce  que 
les  nombres  189  et  5o,  ont  l’un  et  l’autre  un  facteur  quarté  commun 
avec  N = 9225  ; néanmoins  nous  avons  trouvé  5q  nombres  , entre 
lesquels  on  peut  choisir  pour  avoir  une  valeur  convenable  de  r.  Or 
la  suite  de  ces  nombres  présente  immédiatement*  des  nombres 
premiers  ou  doubles  de  premiers  , tels  que  269 , 44g,  746 , 86(> , &c. 
D’où  on  conclura  aussi-tôt  (par  le  Cas  IV)  que  le  diviseur  pro- 
posé i89j'*H-3oy  2-1-5o2*  se  décompose  de  a*“'  ou  4maniéres  en 
trois  quarrés.  Et  la  même  conclusion  sedéduiroit  aussi  (parle  Cas  VI) 
de  tous  les  autres  nombres  209,329  , &c. , excepté  seulement  ceux 
qui  satisferoient  à l’équation  iV'!-*.  Or  ceux-ci,  qui  sont  dis- 

tingués par  des  parenthèses , ne  sont  qu’au  nombre  de  sept;  de  sorte 
qu’il  reste  62  nombres  dilférens  également  propres  à être  pris 
pour  c , et  dont  un  seul  suffit  pour  établir  la  démonstration. 

(322)  Dans  l’exemple  cité,  la  formule  t'-^Nu’  a cinq  diviseurs 
quadratiques  réciproques  , savoir  : 

0^*-b  1025  2* 

225jl'*-f  4l  2* 

1 ‘2ôy  -h  60  f s+81  z’ 

175y+  lOJ  Z + ji  z' 

1 89^* -b  3o/ 2 + 5o  2*, 

Les  deux  premiers  étant  de  la  forme  cy‘  + az',  sont  relatifs  au 
Cas  I;  le  troisième  contenantle  nombre  125 — 60 -i-8i  = i46,  double 
d’un  premier,  est  compris  dans  le  Cas  IV  ; le  quatrième  est  compris 
dans  le  même  Cas  , puisque  yi  est  un  de  ses  coefliciens  ; enfin  le 
cinquième  est  celui  que  nous  avons  examiné  spécialement , et  où 
d’ailleurs  on  trouve  immédiatement  le  nombre  premier  i8g  + 3o-|-5o 
= 269.  Ainsi  un  examen  très-superficiel  des  diviseurs  proposés, 
dans  cet  exemple  comme  dans  tous  les  autres  qui  pourront  se 
présenter , suflit  pour  décider  que  ces  diviseurs  sont  de  prefhière 
espèce  , et  que  le  nombre  de  leurs  formes  trinaires  est  conforme 
à la  loi  générale,  üii  voit  de  plus  , par  le  nombre  et  la  nature  de  c es 
diviseurs , combien  le  nombre  N doit  avoir  de  formes  trinaires. 
Les  deux  premiers  supposent  chacun  deux  formes  trinaires  dis- 
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tinctee , les  (rois  autres  en  supposent  chacun  quatre  ; ainsi  le 
nombre  qiaS  doit  avoir  en  tout  2X2+3x4ou  i6  formes  trinaires , 
résultat  facile  à vérifier.  Ces  seize  formes  d’ailleurs  doivent  être 
propres  à la  première  espèce,  c’est-à-dire,  telles  que  leurs  trois 
termes  ne  soient  pas  divisibles  par  un  même  quarré. 

Les  cinq  diviseurs  quadratiques  précédens , et  en  général  le 
système  des  diviseurs  de  première  espèce  pour  une  formule  quel- 
conque V + Nu'y  répondent  à un  groupe  particulier  de  diviseurs 
linéaires  , lesquels  pourront  toujours  être  déterminés  a priori,  ainsi 
qu’on  l’a  expliqué  n®.  Soi  ; il  convient  en  même  temps  de  faire 
entrer  dans  le  développement  de  ce  groupe , non-seulement  les 
nombres  impairs  , premiers  à X,  mais  généralement  tous  les  nom- 
bres impairs  ou  doubles  d’un  impair  donnés  par  les  équations  du 
n®.  cité , et  même  les  nombres  qui  ont  un  commun  diviseur  avec  JV, 
pourvu  que  ce  diviseur  ne  soit  pas  un  quarré.  (Car  il  faut  excepter 
le  cas  où  les  nombres  dont  il  s’agit  pourvoient  être  compris  parmi 
les  diviseurs  de  la  troisième  espèce.)  Cela  posé  , s’il  est  possible 
qu’un  nombre  c pris  dans  le  diviseur  ù satisfasse  à l’équation 
c’ = il  faudra  que  le  même  nombre  c appartienne  à un 

diviseurquadratique  de  forme  lequel 

sera  également  compris  dans  les  diviseurs  de  première  espèce  ; 
car  le  nombre  c , à raison  de  sa  forme  linéaire  , ne  peut  être  com- 
pris dans  aucun  autre  groupe , que  celui  qui  appartient  à la  pre- 
mière espèce.  Or  les  seuls  diviseurs  quadratiques  dans  lesquels  tout 
nombre  compris  c satisfait  à l’équation  c*=»*-(-iV4*,sont  de  la  forme 
yiy'yBz'  ou  de  la  forme  \(^  y'-^Bz'').  11  est  facile  maintenant 
de  séparer  parmi  les  nombres  c ceux  qui  ne  sont  pas  propres  à la 
démonstration. 

(SaS)  Dans  l’exemple  précédent,  si  l’on  considère  que  le  divi- 
seur ii5y'-\-i\  z',  contient  un  nombre  premier  38y  dont  le  quarré 
est  de  la  forme  «>*-(-92254’;  si  l’on  considère  de  même  que  le 
diviseur  g_y*-J- loaSi*  contient  un  nombre  io34,  double  d’un  pre- 
mier , dont  le  quarré  est  également  de  forme  «*-f  A’4*>  on  en  con- 
clura que  tout  nombre  c appartenant  à l’un  ou  l’autre  diviseur, 
saüüfait  à l’équation  c’  = p’-f  A4*.  Donc  les  nombres  qui  seroient 
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rommrms  entre  le  diviseur  proposé  i89j'*  + 3o vz  + 5o*%  et  l’un 
ouPautre  de  cesdeuxderniersdiviseurs,  doivent  être  rejetés  comme 
satisfaisant  à l’équation  c*  = »'d-A'’4'.  Or  le  diviseur  >oj5i:’ 

contient  les  34  nombres  suivans , moindres  que  ^V,  et  n’ayant  pas 
de  facteur  quarré  commun  avec  N : 

io34 , 1061  , 1106,  1 169  I i34g  ; i466  , iRoi , 1754  , 21 14  , 
2321  ; 2546 , 2789 , 3329 , 3626 , 394  » ; 4 109 , 4 181  , 4274  , 454  1 , 
4829  ; 4994 , 5189 , 538i  , 562 1 , 5786 } 6209,  6701 , 7109  , 7349  , 
7586  ; 8069 , 8081 , 85g4  , 8861 . 

L’autre  diviseur  iiby+iiz'  contient  pareillement  les  29  nom- 
bres suivans  : 

4i  , 266,  389,  881  , 941  ; 2ofi6,  2189 , 2234  , 2681 , 2849  ; 
«909 , 364 1 , 4o34  , 4649 1 5i86;  6609 , 5666 , 6789 , 586 1 j 6281  y 
6986 , 7154 , 7609 , 7829J  8i4i  , 824g  , 8261 , 856i  , 8g54. 
Comparant  ces  deux  suites  avec  celle  des  5g  termes  qui  résultent 
du  diviseur  proposé  i89_y’4-3oy s + 5oz* , on  trouve  qu’il  n’y  a 
que  sept  termes  communs  , savoir  , 2829,  3626  , 4i8i  , 5621  , 
7154,  8249,  895+;  lesquels  ne  sont  pas  la  huitième  partie  du 
nombre  de  toutes  les  valeurs  de  c dans  le  diviseur  proposé. 

Au  reste  , quoiqu’il  soit  probable  que  le  nombre  des  valeurs 
communes  entre  deux  diviseurs  quadratiques  donnés  sera  toujours 
très-petit , comme  il  l’est  dans  cet  exemple , il  n’en  seroit  pas 
moins  utile  de  déterminer  généralement  la  proportion _dans  laquelle 
ces  valeurs  communes  peuvent  être  avec  toutes  les  valeurs  com- 
prises dans  chaque  diviseur  quadratique  , et  la  solution  de  ce  pro- 
blème particulier  contrihueroit  beaucoup  à perfectionner  la  théorie 
précédente. 

On  doit  observer  à ce  sujet  que  tousles  nombres  moindres  que  N,. 
compris  dans  un  diviseur  proposé  cy  + '2byz-\-az',  seront  diffé- 
rens  entr’eux  , c’est-à-dire  que  le  même  nombre  ne  peut  résulter 
de  deux  suppositions  dilTèrentes  dans  les  valeurs  dejy  et  z.  En  effet 
on  a prouvé  , dans  la  démonstration  du  Cas  VI , que  tous  les  divi- 
seurs quadratiques  cy’+  7byz+  az‘  qui  contiennent  le  même 
nombre  c<A^,  sont  nécessairement  différens  entr’eux.  On  peut 
aussi  prouver  directement  la  même  proposition  pour  les  diviseurs 
quadratiques  de  forme  + (voyez  n*.  238)  j car  toutes  les 
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lois  qu’un  nombre  u4  est  contenu  de  deux  manières  dilTérentes 
dans  celte  formule,  il  faut,  qu’en  faisant  m = yi,  on 

ak  i ^ = (a -y  B‘ + C S'C’)  (ciS' D'+ C-),E').  Or  la  quantité /+ g’ 
étant  en  général  plus  grande  que  on  aura  + 

liC\/  ü Cyî  ; par  la  même  raison  , l’autre  facteur  sera 

1 D Eÿ  a.Cyi' , et  ainsi  on  aura  yi'>BCDE.a.Cyi  ^ et  à plus 
forte  raison  A'y.^a.Cyi'  ou  N (car  le  diviseur  quadratique 
étant  supposé  appartenir  à la  formule  l'-\-Nu‘,  on  a 
aCy  S = mn=  N).  Donc  si  le  nombre  A est  < N,  il  ne  pourra  être 
contenu  de  deux  manières  dilTèreules  dans  la  formule  my'  + nz'. 

(oei)  Tuéorème  XVII.  Toute  formule  t*  + Nu*,  comprise  dans 
les  Tables  P'  IJI , IX,  X et  XI , aura  nécessairement  un  ou 
plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  première  espèce. 

Car  suivant  le  Théorème  XIV'" , la  formule  t'  + N~u‘  aura  toujours 
au  moins  uu  diviseur  quadratique  réciproque  ; ce  diviseur , d’après 
le  Théorème  XVI,  doit  être  de  la  première  espèce  ; donc  la  formule 

+ aura  au  moins  un  diviseur  de  première  espèce. 

Remarque.  On  voit  par  les  Théorèmes  XV  , XVI  et  XVII , que 
les  diviseurs  réciproques  sont  absolument  identiques  avec  ceux 
de  première  espèce  , et  qu’il  en  existe  toujours  au  moins  un  dans 
toute  formule  t*  + iV«’  dénature  à entrer  dans  les  Tables.  Il  est 
bon  en  outre,  d’observer  que  la  définition  des  diviseurs  réciproques 
donnée  n°.  3o4 , est  susceptible  d’une  plus  grande  latitude  ; car  il 
résulte  de  la  démonstration  du  Théorème  XVI,  et  sur-tout  du 
Cas  VI  de  ce  Théorème  , qu’un  diviseur  quadratique  de  la  formule 
t'-\-Nu'  sera  réciproque  «t  de  première  espèce,  s’il  contient  un 
seul  nombre  c , tel  que  N divise  t'-^cu',  et  n’ait  en  même  temps 
aucun  facteur  quarré  commun  avec  c.  D’où  l’on  voit  que  les  fac- 
teurs communs  non  quarrés  entre  c et  N,  n’empêchent  pas  le  divi- 
seur dont  il  s’agit  d’èlre  réciproque  et  de  première  espèce. 

(325)  THÉORèMK  XV"”!!!.  «ît  N est  premier  ou  double  d’un  pre^ 
mier  , tout  diviseur  quadratique  de  la  formule  l*  -b  N u*,  sera  un 
diviseur  de  première  espèce. 

Car  spivant  le  Théorème  XIII,  tout  diviseur  quadratique  de  la 

formula 
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formule  l'-\-  Nu',  est  un  diviseur  réciproque  ; et  suivant  le  Théo- 
rème XIV  , tout  diviseur  réciproque  est  de  première  esjièce  ; donc 
si  N est  premier  ou  double  d’un  premier,  tout  diviseur  quadra- 
tique de  la  formule  t'  + cii‘,  c’est-à-dire  tout  diviseur  qui  est  de 
nature  à entrer  dans  les  Tables  VIII,  IX,  X et  XI,  ou  dans  leur 
prolongement , sera  un  diviseur  de  première  espèce  , et  ainsi  sera 
décomposable  en  trois  quarrés. 

Corollaire.  Puisque  dans  le  cas  dqnt  il  s’agit  , chaque  diviseur 
quadratique  répond  à une  forme  trinaire  de  N,  et  ne  répond  qu’à 
une  seule  , il  y aura  nécessairement  autant  de  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  formule  t'-yNu’,  qu’il  y a de  formes  trinaires  du 
nombre  N. 

(3j6)  Lorsque  N est  premier  ou  double  d’un  premier,  U dé- 
monstration de  la  Prop.  XVI , sur  laquelle  celle-ci  est  appuyée', 
ne  souffre  aucune  difficulté.  En  effet,  soit  cy'  + aby  z + a t'  un 
diviseur  réciproque  proposé  de  la  formule  il  faudra  que  N 

soit  diviseur  de  la  formule  t'  -^cu'  •,  mais  pat  la  nature  du  nombre  c , 
il  no  peut  y avoir  qu’un  diviseur  quadratique  de  la  formule  <*-(- c u* 
qui  contienne  N , et  N n’y  pourra  être  contenu  que  d’une  seule 
manière.  Soit  donc  k le  nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et 
inégaux  qui  divisent  r , et  il  est  clair  que  le  nombre  N aura , 
comme  diviseur  de  la  formule  l'+cu',  formes  trinaires,  les- 
quelles seront  différentes  (n“.  288  ) , parce  que  N plus  grand  que  c , 
est  à plus  forte  raison  plus  grand  que  fc.  Cela  posé,  les  2*'i 
formes  trinaires  de  N feront  connoître  autant  de  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  formule  t'  + Nu',  dans  chacun  desquels  c sera  con- 
tenu ; et  comme  ces  diviseurs  doivent  être  différens  les  uns  des 
autres  , puisqu’ils  sont  correspondans  à des  valeurs  trinaires  de  N 
différentes  ; comme  en  même  temps  il  ne  peut  y avoir  plus  de  2*"‘ 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t'  + Nu'  qui  contiennent  c, 
il  s’ensuit  que  le  diviseur  proposé  sera  nécessairement  compris 
parmi  les  a*“‘  diviseurs  quadratiques  qui  répondent  aux  2*"*  valeurs 
trinaires  de  N.  Donc  ce  diviseur  sera  de  première  espèce  , ou  dé- 
composable en  trois  quarrés. 

La  démonstration  est , comme  on  voit , extrêmement  simple , 

Ddd 
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lorsque  N est  un  nombre  premier  ou  double  d’un  premier^  et  quoi- 
qu’elle soit  toujours  appuyée  sur  le.s  propriétés  déjà  constatées  des 
formules  t‘  + cu‘  où  c est  moindre  que  JV,  elle  ne  suppose  cepen» 
dant  aucun  choix  dans  les  valeurs  de  c , et  tout  nombre  compris 
dans  le  diviseur  proposé  éy'x  + ai*,  pourvu  qu’il  soit  moindre 

que  N,  peut  être  pris  pour  c,  et  conduira  toujours  à la  même 
conclusion.  '■ 

Mais  comme  dans  le  diviseur  proposé  il  y a toujours  un  nombre  c 
plus  petit  que  ; si  les  Tables  sont  prolongées  jusqu’au  nom- 
bre c,  la  démonstration  actuelle  , indépendamment  de  celle  qui  a 
été  donnée  dans  le  Théorème  XVI , étendra  la  proposition  concer- 
nant les  nombres  premiers  ou  doubles  d’un  premier  jusqu’au  nom- 
bre jV=  jc*,  de  sorte  qu’en  faisant  c=52o  , qui  est  à-peu-près 
la  limite  de  nos  Tables , on  aura  IV=363oo  pour  la  limite  jus- 
qu’à laquelle  le  Théorème  XVIII  est  démontré  par  le  seul  secours 
des  Tables  existantes. 

(357)  Il  seroit  à desirer  qu’on  pût  démontrer  généralement  le 
Théorème  XVllI  à l’aide  d’une  Table  particulière  qui  ne  contien- 
droit  que  les  nombres  premiers  on  doubles  de  premiers  ; mais 
pour  cela  , il  faudroit  prouver  que  tout  diviseur  quadratique  de  la 
formule  t‘  4-  Nu,'  (on  entend  tout  diviseur  qui  est  de  nature  à entrer 
dans  les  Tables  ) , contient  au  moine  un  nombre  , premier  ou  double 
d’un  premier , moindre  que  N.  Or  quoique  cette  proposition  soit 
très-simple  en  elle-même , très- vraisemblable  en  général , et  déjà 
coiMtatée  dans  toute  l’étendue  des  Tables  , et  beaucoup  au-delà  , 
cependant  sa  démonstration  paroît  prrésenter  des  difficultés.  Voici 
quelques  réflexions  à ce  sujet. 

Supposons  que  la  Table  qui  contient  les  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  pour  tout  nombre  e premier  on  double  d’na 

premier , soit  continuée  jusqu’à  la  limite  c^363oo  , ou  telle  autre 
qu’on  voudra  ; ajoutons  maintenant  au-delà  de  la  limite  de  la  Table 
la  formule  immédiatement  suivante  t + Nu',  on  pourra,  par  le$ 
méthodes  données , chercher  tons  les  diviseurs  quadratiques  de 
cette  formule  , c’est-à-dire  tous  ceux  qui  sont  de  nature  à entrer 
dans  la  Table  (veyet  n*.  3o6)  ; si  ces  diviseurs  sont  en  nombre 
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égal  avec  les  formes  trinaires  du  nombre  c , chaque  diviseur  qua- 
dratique répondra  à une  valeur  triiiaire  de  c , et  sera  également 
trinaire , ou  de  première  espèce  j la  Table  seroit  donc  avancée 
d'une  formule  de  plus , et  il  n’y  auroit  rien  à démontrer.  Si  les 
diviseurs  dont  il  s’agit  éloient  en  moindre  jiombre  que  les  valeurs 
trinaires  de  c , il  y auroit  <Jtnission  , et  en  cherchant  a priori  les 
diviseurs  correspondans  aux  diverses  valeurs  trinaires  de  c,  on  en 
trouveroit  autant  que  de  valeurs  de  c , ce  qui  rétabliroit  les  divi> 
seurs  quadratiques  omis  j la  Table  seroit  donc  encore  avancée  d’une 
formule  de  plus  conforme  à la  loi  générale.  Il  reste  enfin  à exa- 
miner le  cas  où  pour  la  première  fois,  dans  la  construction  de  la 
Table,  on  rencontreroit  plus  de  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
/*  + iVn‘,  qu’il  n'y  a de  valeurs  trinaires  de  N.  Alors  il  faudroit 
que  chaque  diviseur  qui  ne  répondroit  pas  à une  valeur  trinaire 
de  iV,  ne  contînt  aucun  nombre  premier  ou  double  d’un  premier 
moindre  que  N , car  s’il  en  contenoit  seulement  un , on  démontre- 
roit  immédiatement  que  ce  diviseur  est  trinaire  , et  par  conséquent 
doit  coincider  avec  l’un  de  ceux  qui  correspondent  à une  valeur 
trinaire  de  N.  Soit  de  moindre  nombre  composé  compris  dans  un 
de  ces  diviseurs , N devant  être  diviseur  de  + il  faudra  donc 
que  les  diviseurs  réciproques  de  la  formule  t'+cu'  (où  c est 
ne  soient  pas  de  première  espèce  , et  ainsi  l’iufractiou 
à la  loi  générale  se  seroit  manifestée  beaucoup  plutôt  dans  la 
Table  qui  comprend  les  formules  où  c est  un  nombre  quel- 

conque. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  raisonnemens , qui  font  assex 
sentir  la  nécessité  de  recourir , comme  nous  l’avons  fait , à la  Table 
générale  , au  lieu  de  considérer  simplement  celle  où  les  nombres  c 
seroient  premiers  ou  doubles  de  premiers.  Nous  observerons  cepen- 
dant encore  que  si  par  une  vole  quelconque  on  pouvoit  démontrer 
directement  le  Théorème  XVIII  pour  les  nombres  de  l’une  des 
Tables  VIII,  IX,  X et  XI,  il  seroit  facile  d’étendre  la  démons- 
tration aux  autres  Tables.  En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu’on 
a prouvé  que  les  diviseurs  quadratiques  sont  trinaires  pour  toute 
formule  <*-pca*  delà  Table  IX  , oùc  est  un  nombre  premier  8 n-p  3. 
Soit  proposé  ensuite  le  diviseur  quadratique  a.y-\-iCyz-\-yz'  de 
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la  formule  <*  + aa«’,  où  a est  un  nombre  premier.  Ce  diviseur, 
soit  qu’il  SC  rapporte  à la  T able  X ou  à la  T able  XI , est  un  diviseur 
réciproque;  et  par  conséquent  aa  doit  être  diviseur  de  C + N/C, 
N étant  un  nombre  quelconque  compris  dans  la  fonction  + 

+ Soit  pris  parmi  Jes  nombres  iV  un  nombre  premier  c de  forme 
Rn  + 3,  et  puisque  aa  divise  i'  + c«’,  il  faut  que  aa  soit  compris  dans  un 
diviseur  trinaire  de  cette  formule,  lequel  donnera  une  valeur  Irinaire 
de  a a.  Si  ensuite , d’après  cette  valeur , on  cherche  le  diviseur 
correspondant  de  la  formule  t'  + aaa*,  ce  diviseur  contiendra  à 
son  tour  le  nombre  premier  c ; il  sera  donc  le  même  que  le  diviseur 
proposé  «j'*  + af_v  s + a a* , d’où  il  suit  que  ce  dernier  est  déconi- 
posable  en  trois  quarrés. 

Un  semblable  raisonnement , appliqué  à la  Table  Vlll , prouvera 
que  les  diviseurs  quadratiques  de  toute  formule  i'+cu',  où  c est  un 
nombre  premier  déformé  4a+i  , sont  trinaircs.  Car  ayant  pris 
dans  un  de  ces  diviseurs  le  nombre  a a double  d’un  premier , il 
faudra  que  c divise  C-t-aaw*.  Et  cette  formule  étant  contenue  dans 
les  Tables  X ou  XI , on  en  conclura  de  même  que  le  diviseur  pro- 
posé est  Irinaire. 

(3a8)  Le  Théorème  XVIIl  étant  établi  d’une  manière  quelcon- 
que , il  est  à remarquer  qu’on  en  déduit  avec  une  grande  facilité 
la  démonstration  du  Théorème  XVI  considéré  dans  toute  sa  géné- 
ralité. En  eflet , soit  cy’  + aèys  + az*  un  diviseur  réciproque  pro- 
posé de  la  formule  l’+Nu',  et  soit  ^ un  nombre  premier  ou 
double  de  premier  contenu  dans  ce  diviseur,  il  faudra  que 

le  nombre  iV  soit  diviseur  de  + et  comme  tel  contenu  dans 

a'"'  diviseurs  quadratiques  de  ( On  désigne  toujours  par  i 

le  nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N .) 
Ces  s""’  diviseurs  sont  trinaires,  puisque  est  premier  ou  double 
d’un  premier;  de  plus,  ils  sont  tous  différens  les  uns  des  autres  , 
puisque  N est  , donc  le  nombre  JV  aura  , comme  diviseur 

de  la  formule  C + ^a*,  a'"’  valeurs  trinaires.  Et  il  importe  peu  que 
ees  valeurs  soient  toutes  inégales  ou  qu’il  y en  ait  quelques-unes 
d’égales,  car  chaque  valeur  trinaire  de  et  la  valeur  cônes- 
pondante  de  A , doivent  se  retrouver  ensemble , lorsqu’on  cousi- 
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dère  â son  tour  comme  diviseur  de  i'  + .V/P  (1)  ; d’où  il  suit  quo 
comme  les  a‘"‘  valeurs  trinaircs  de  ud  sont  difTérenles,  il  faudra 
que  le  diviseur  proposé  cy'->r2hj z-!raz'  qui  contient  y/  , réunis.>-e 
a‘“*  formes  trinaires  diil'érentes , conformément  à l’énoucé  du 
Théorème  XVI. 

(Sag)  Théohkme  XIX.  Tout  diviseur  quadratique  de  seconde 
espèce  contenu  dans  les  Tables  yjll , IX , X , XI , et  dans  leur 
prolongement , est  un  diviseur  non  réciproque. 

Soit  py'  + iqy  z + r z'  un  diviseur  quadratique  de  la  formule 
<’+cw*,  lequel,  suivant  la  définition  des  diviseurs  de  seconde  es- 
pèce (n®.  796)  ne  soit  p^int  décomposable  en  trois  quarrés  : je 
dis  que  ce  diviseur  sera  non  réciproque , c’est-à-dire  que  N étant 
un  nombre  quelconque  premier  à c , contenu  dans  ce  diviseur  , c ne 
pourra  diviser  t'  + Na^.  Car  soit  pris  pour  A"^un  nombre  premier; 
si  on  nie  la  proposition,  il  faudra  que  c divise  t'  + Nu',  alors  c 
sera  contenu  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  t’-\-Nu',  puis- 
que celle-ci  ne  comporte  pas  d’autre  espèce  de  diviseurs  ; donc 
réciproquement  N doit  être  compris  dans  uu  diviseur  trinaire  de 
la  formule  Mais  puisque  A^est  premier , il  ne  peut  y avoir 

deux  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  /’  -J-csj*qui  contiennent  A“; 
donc  le  diviseur  proposé  py'-\-oqy z + rz'  seroit  trinaire  , ou  dé- 
composable en  trois  quarrés  , contre  la  supposition  que  ce  diviseur 
est  non  décomposable.  Donc  on  ne  peut  supposer  que  c divise 
t*-f-A^^i*;  donc  tout  diviseur  quadratique  de  seconde  espèce  est  un 
diviseur  non  réciproque. 

Remarque . Tout  diviseur  de  seconde  espèce , relatif  à la  formule 
t'  + cu',  est  non  - réciproque , même  pour  les  nombres  contenus 
qui  ont  un  commun  diviseur  avec  c ; c’est-à-dire  que  si  N est  un 
nombre  contenu  dans  le  diviseur  dont  il  s’agit , quand  même  N 
et  c auroient  im  commun  diviseur  , c ne  [>ourra  diviser  t'-\-Nu'. 


(1)  Cette  olMcrvation  , appliquée  à U démonstration  du  Théorème  XVI , peut 
servira  lever  toute  diiTicullé  dans  le  c.i»  où  on  a c*  = q*-l-  .V  t*.  C'est  ce  qui  sera 
développé  ci-après  dans  U-s  supplémcns. 
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]l  lûut  excepter  seulement  le  cas  où  N est  multiple  de  c,  car  alors  il 
est  évident  que  c divisera  toujours  <*  + iVu*. 

(330)  Théorème  XX.  Tout  diviseur  quadratique  non  réci- 
proque ne  saurait  être  trinaire , à moins  qu’il  ne  se  rapporte  à 
la  troisième  espèce. 

Car  un  diviseur  quadratique  non  réciproque  ne  peut  être  de  la 
première  espèce  , suivant  le  Théorème  XV;  il  ne  peut  être  non  plus 
de  la  seconde  espèce , s’il  est  décomposable  en  trois  quarrés  ; 
puisque  les  diviseurs  de  cette  espèce  ont  pour  caractère  de  n’ètre 
point  décomposables  ; donc  les  diviseurs  , qui  sont  à-laTois  non 
réciproques  et  trinaires  , ne  peuvent  ê^re  relatifs  qu’à  la  troisième 
espèce.  Ces  diviseurs  sont  réciproques  par  rapport  aux  nombres 
compris  qui  ont  un  facteur  quarré  commun  avec  les  trois  termes 
de  la  valeur  correspondante  de  c;  ils  sont  non  réciproques  par 
rapport  à tous  les  autres  nombres. 

(331)  THÉonÊ.ME  XXI.  Tout  nombre  impair , excepté  seule- 
ment les  nombres  8 n + y , est  la  somme  de  trois  quarrés. 

Celte  proposition  est  maintenant  un  corollaire  très*simple  de  la 
théorie  précédente.  Car  tout  nombre  impair  c qui  n’est  pas  de  la 
forme  8n  + 7 , sera  soit  de  la  forme  4«+  > > soit  de  la  forme  8/»+3  ; 
la  formule  <*  + c«’  se  rencontrera  donc,  soit  dans  la  Table  VllI , 
soit  dans  la  Table  IX.  Mais  il  a été  démontré  (Théorème  XIV) 
que  toute  formule  prise  dans  ces  Tables  doit  avoir  au  moins  un 
diviseur  quadratique  réciproque , et  ensuite  par  le  Théorème  XVI 
on  a fait  voir  que  ce  diviseur  est  de  première  espèce  , et  qu’ainsi  il 
y a au  moins  une  valeur  correspondante  de  e , exprimée  par  la 
^ somme  de  trois  quarrés.  Donc  tout  nombre  impair  de  la  forme 
4«  + 1 , ou  de  la  forme  8n+3 , est  la  somme  de  trois  quarrés. 

Jl  résulte  en  même  temps  de  la  théorie  précédente  , que  quand 
même  le  nombre  c serait  divisible  par  un  quarré  , on  pourra  tou- 
jours supposer  que  les  trois  quarrés  composant  la  valeur  de  c ne 
sont  pas  divisibles  par  un  même  nombre. 

C’est  ainsi  qu’on  a 8i  = 8*  + 4'+  i*,  3a5  = i‘i’  + 5*  + 2%  et  ainsi 
des  autres.  D’où  l’on  volt  que  chaque  nombre  4/i+»  ou  8n  + 3, 
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a tout  au  moins  une  ralcnr  trlnaire  qui  lui  est  propre  , et  qui  est 
indépendante  de  celles  des  nombres  inférieurs. 

Corollaire.  De  ce  que  tout  nombre  8n  + 3 est  de  la  rorii;e 
/>’  + /’  + r*,  il  s’ensuit  (n®.  1 55  ) que  tout  nombre  entier  est  la  somme 
de  trois  triangulaires , ce  qui  est  le  fameux  théorème  de  Fermât 
dont  nous  avons  déjà  parlé. 

(33ï)  TH^ORisfE  XXII.  Tout  nombre  double  d'un  impair  est  la 
somme  de  trois  quarrés. 

C’est  encore  une  conséquence  immédiate  des  Théorèmes  XIV  et 
XVI  appliqués  aux  Tables  X et  XI.  Et  on  voit  de  plus  par  celte 
théorie  , que  quand  même  le  nombre  dont  il  s’agit  aeroil  divisible 
par  un  quarré  , on  pourra  toujours  en  avoir  une  valeur  exprimée 
par  trois  quarrés  qui  n’auront  pas  de  commun  diviseur. 

Corollaire  I.  Un  nombre  quelconque  double  d’un  impair,  étant 
désigné  par  4a + 3,  on  pourra  toujours  satisfaire  à l’équation 
éa  + -2=x'+y‘  + z‘.  Or  parla  forme  du  premier  membre  , on  voit 
que  deux  des  nombres  x , , z doivent  être  impairs  et  le  troisième 

pair , on  peut  donc  faire  x = p+q  , >'  = p — q ^ z = ir  ^ et  on  aura 
3 0+ i =p*  + y'  + a r’;  donc  tout  nombre  impair  est  de  la  forme 
p*  + q*+2r*. 

Cette  proposition  avoit  été  avancée  Fermât , comme  étant 
particulière  aux  nombres  premiers  80+7;  mais  on  voit  qu’elle 
s’étend  généralement  à tous  les  nombres  impairs;  et  on  sait  de 
plus , par  la  théorie  précédente , que  dans  le  cas  ou  le  nombre 
proposé  aa+ 1 seroit  divisible  par  un  quarré , il  est  toujours  possible 
de  trouver  pour  ce  nmnbre  une  forme  p'+^’+ar^,  telle  que  ses 
trois  terme*  ne  soient  pas  divisibles  par  un  même  facteur;  c’est-à- 
dire  qu’en  général  on  peut  satisfaire  à l’équation  (ab  + \)k}=i 
k'  +y'  + 3 Z*,  sans  supposer  que  x , , x aient  un  diviseur  commun. 

Corollaire  II.  Un  nombre  entier  quelconque  peut  toujours  être 
représenté  par  l’une  des  formules  (7  a-\-  \ ) i",  (i  a + i)a''  •,  or  s’il 
appartient  à la  première , il  sera,  suivant  ce  qu’on  vient  de  démon- 
trer , de  la  forme  p*  + y*  + 3r*,  et  s’il  appartient  à la  seconde  for- 
mule , il  sera  de  la  forme  p’  + y'  + r*.  Donc  tout  nombre  entier  , ou 
au  moins  son  double , est  la  somme  de  trois  quarrés. 
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(/i53)  Théorème  XXIII.  Soit  N un  nombre  quelconque  de  tune 
des  formes  4n+i»  8n  + 3,  4*1  + 2,  lesquelles  comprennent  tous 
les  nombres  impairs  et  doubles  d’un  impair , excepté  seulement 
les  nombres  8 n + 7 ; on  désigne  par  i le  nombre  de  facteurs  pre- 
miers impairs  et  inégaux  qui  divisent  N , je  dis  que  le  nombre  N 
aura  au  moins  2'“*  formes  trinaires  différentes. 

Car  dans  ces  differens  cas,  la  formule  t'-^Nu'  apparliendra  à 
l’une  des  Tables  VIII,  IX,  X , XI  : or  on  a prouvé  que  toute  for- 
mule comprise  dans  ces  Tables  doit  avoir  au  moins  un -diviseur 
quadratique  de  première  espèce.  On  a prouvé  en  même  temps  que 
ce  diviseur  se  décompose  en  2*"*  formes  trinaires  différentes,  dont 
c hacune  répond  à une  valeur  irinaire  de  JV  , et  quant  à ces  valeurs , 
il  ne  peut  arriver  que  deux  cas  ; ou  elles  sont  toutes  inégales  entre 
elles , et  alors  leur  nombre  est  a''~'  ; ou  elles  sont  égales  deux  à 
deux  (ce  qui  a lieu  lorsque  le  diviseur  est  de  l’une  des  formes 
cy’  + az‘,  e^'  + abyz  + 7 bz‘ , c^‘+ub^  z + cz',  et  qu’en  même 
temps  le  moindre  des  coelliciens extrêmes  n’est  ni  1 ni  2)  , et  alors 
le  nombre  des  valeurs  inégales  de  iVest  2*“*.  Donc  dans  tous  les 
cas  le  nombre  N aura  au  moins  2’"*  formes  trinaires  de  première 
espèce  , ou  dont  les  trois  termes  ne  sont  pas  divisibles  par  un  même 
facteur. 

Ainsi  le  nombre  3.5.7.11.  i3. 17.19,  composé  de  sept  facteurs 
inégaux  , et  qui , comme  on  le  voit  aisément,  est  de  forme  8«  + 5, 
doit  avoir  an  moins  2^  ou  3a  formes  trinaires  differentes.  Il  peut 
aussi  en  avoir  un  beaucoup  plus  grand  nombre  ; et  c’est  ce  qu’on 
délermineroil  exactement,  en  cherchant  le  nombre  de  diviseurs 
de  première  espèce  qui  conviennent  à la  formule  t‘  + Nu‘,  pour  celte 
valeur  particulière  de  iV.  • • 

De-lâ  on  voit  qu’il  est  facile  de  trouver  un  nombre  qui  ait  tant 
de  formes  trinaires  qu’on  voudra  ; problème  analogue  à celui  du 
p".  237, 


QUATRIÈME 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE. 


MÉTHODES  BT  RECHERCHES  DIVERSES. 


5.  I.  Théorèmes  sur  les  puissances  des  Nombres. 

L A méthode  dont  nous  allons  donner  diverses  applications , mé- 
rite une  attention  particulière , en  ce  qu’elle  est  jusqu’à  présent 
la  seule  par  laquelle  on  ait  pu  démontrer  certaines  propositions 
négatives  sur  les  puissances  des  nombres.  Le  but  de  cette  méthode 
est  de  faire  voir  que  si  la  propriété  dont  on  nie  l’existence  avoit 
lieu  pour  de  grands  nombres  , elle  auroit  lien  également  pour  des 
nombres  plus  petits.  Ce  premier  point  étant  établi , la  proposition 
est  démontrée , car  pour  que  le  contraire  eût  lieu  , il  fandroit 
qu’une  suite  de  nombres  entiers  décroissans  pût  être  prolongée  à 
rinûni , ce  qui  implique  contradiction.  Fermât  est  le  premier  qui 
ait  indiqué  cette  méthode  dans  une  de  ses  notes  sur  Diophante, 
où  il  prouve  que  l’aire  d’un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  (1) 
ne  sauroit  être  égale  à un  quarré.  Euler  en  a depuis  étendu  les 
applications , et  l’a  exposée  avec  beaucoup  de  clarté  dans  le  Tom.  II 
de  ses  Élémens  d’Algébre. 

(334)  TnÉonÈME  I.  TJ  aire  (P  un  triangle  rectangle  en  nombres 
entiers  ne  sauroit  être  égale  à un  quarré. 

Puisqu’on  a ('a*  + A*/  = (a* — + il  est  clair  que  les 

trois  côtés  d’un  triangle  rectangle  peuvent  être  représentés  par  les 
nombres  a* + 6*,  o* — &*,  lab } c’est  aussi  l’expression  générale 
qu’on  déduiroit  de  la  résolution  directe  de  l’équation  «*=>'* +z* 


(1)  Trois  nombreg  tels  que  le  quarré  du  plus  grand  équivaut  à la  somme  des 
qnarrés  des  deux  outres , sont  ce  qu’on  appelle  un  iriangU  reclangU.  On  peut  donner 
pour  exemple  Les  nombres  3, 4,  5 , les  nombres  5 , >a,  i3,etune  infinité  d’autres. 

£ee 
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(u®.  17).  Ces  (rois  nombres  pourroient  de  plus  être  multipliés  par 
un  facteur  commun  9 ; mais  nous  ferons  abstraction  de  ce  facteur, 
qui  est  inutile  pour  notre  objet , et  par  la  même  raison  , nous  sup- 
poserons a tl  b premiers  entr’eux.  En  effet , si  les  trois  côtés  d’un 
triangle  sont  divisibles  par  i , l’aire  sera  divisible  par  9*  ; donc  si 
cette  aire  est  un  quarré  , elle  le  sera  encore  après  avoir  été  divisée 
par  son  facteur  9*. 

Cela  posé , appelons  l’aire  du  triangle  dont  il  s’agit , nous 
aurons  yi—  ab( a' — b')  ; et  comme  les  facteurs  a et  ô sont  pre- 
miers entr’eux  , ils  le  seront  également  avec  a* — h'  ; donc  pour 
que  yf  soit  un  quarré  ,il  faut  que  chacun  des  facteurs  a , b , o’ — b' 
en  soit  un.  Soit  donc  a = m',  b = il  restera  à faire  en  sorte  que 
O* — b'  ou  m* — soit  égal  à un  quarré. 

Cette  quantité  m* — n*  est  le  produit  des  deux  facteurs  m'  + n', 
m' — n*  : or  m et  n sont  premiers  entr’eux  , puisque  <2  et  A le  sont. 
De  plus  f ils  doivent  être  supposés  l’un  pair  et  l’autre  impair;  car 
s’ils  étoient  impairs  tous  deux,  o et  A le  seroient  aussi , et  ainsi  les 
trois  côtés  o*  + b‘,  a‘ — b’,  a ab  seroient  divisibles  par  2 , ce  qui  est 
contre  la  supposition.  Donc  les  facteurs  m'  + n*  et  m‘ — /i*  sont 
premiers  entr’eux  ; et  puisque  leur  produit  doit  être  un  quarré , 
il  faudra  que  chacun  d’eux  en  soit  un. 

Faisons  en  conséquence  fn‘-hn‘=p‘,  m' — n’  = ç’,  nous  aurons 
n*  + y*  = m‘,  et  an‘  + ç‘  =p‘.  Donc  s/ /’aire  </’//«  triangle  rectangle 
est  un  quarré  , on  pourra  trouver  deux  qttarrds  q*,  n*,  tels  que  cha~ 
cune  des  deux  quantités  q*  + n’,  q*  + an*  soit  égale  à un  quarré  (i). 


(i)  Voici  le  passage  de  Fermât  que  nous  suivons  assez  strictement,  en  ajoutant 
seulement  les  déreloppemens  nécessaires  pour  rendre  la  démonstration  plus  clairs 
et  plus  complète  : 

«Si  area  trianguli  esset  quadratns  darentur  duo  quadrato -quadrati  querum 
» dilTercntia  esset  quadratus  : Unde  sequilur  dari  duo  quadrata  quorum  et  summa 
s et  diSerentia  esset  quadratus.  Datur  itaque  numerus  compositus  ex  quadrato  et 
a duplo  quadrati  lequalis  quadrato  , ea  conditione  ut  quadrati  eum  componentes 
s faciant  quadratum.  Sed  ai  numerus  quadratus  componitur  ex  quadrato  et  duplo 
» altcrius  quadrati,  ejus  latus  similiter  componitur  ex  quadrato  et  duplo  quadrati, 
a ut  facillime  possumus  demonstrare. 

» Unde  concluditur  Utus  illad  esse  summam  latcmm  citca  reetnm  trianguli  reo- 
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Puisqu’ona  /)* *  — y*  + a«*,  il  faut  (n“.  i4i)que  soit  de  la  forme 
f'  + 'ig'  : or  on  satisfait  à l’équatioti  y* + 2 «’  = ('/* + 2^’/ en  fai- 
sant y + ^1“*  donne 

7=/’— 
n = ifg; 

et  cette  solution  est  d’ailleurs  aussi  complète  qu’on  peut  le  desirer, 
comme  on  peut  s’en  assurer  par  les  formules  du  n”.  17.  Il  reste 
donc  à satisfaire  à l’équation  y*  + n’ = m*,  dans  laquelle  substituant 
les  valeurs  trouvées  pour  y et  n,  on  auray^  + 4^  = m*. 

Celte  dernière  équation  , qui  doit  être  possible  si  l’aire  ^ est 
un  quairé  , présente  un  nouveau  triangle  rectangle  formé  avec 
l’hypolhénuse  m et  les  deux  côtés/',  2 /y*  : or  l’aire  de  ce  triangle 
étant et  par  conséquent  égale  à un  quarré,  il  s’ensuit  que  si 
l’aire  ^ du  triangle  rectangle  proposé  est  égale  à un  quarré , on 
pourra  , par  le  moyen  de  ce  triangle  , en  découvrir  un  beaucoup 
plus  petit  , mais  non  pas  nul , dont  l’aire  sera  pareillement  égale  à 
un  quarré. 

(335)  Pour  juger  de  la  petitesse  de  ce  second  triangle  rectangle  en 
comparaison  du  premier , il  faut  exprimer  la  valeur  de  en  / et  g: 

or  on  trouve 

^ = ( m*—  m’n*  = if'g‘  C/'—7g*)'  (f'  + i g*)'  (/*  + ig*). 

D’ailleurs/* — 2g^  ne  peut  être  moindre  que  1 , et  on  a toujours 
(f  ' + ^g')'  > ^/‘g'tf*  + 4 gr'  > 4/*^i  donc  l’aite  ^ est  plus  grande 


» tangnU  et  unam  ex  qoaclralis  illud  componentibua  efficere  baiem  et  diiplam  qna- 

• dralum  aeqnari  perpendicolo. 

« lUud  ilaqne  triangulum  rcclangolam  conficielur  a dnobut  qeadr-itia  qaorum 
a aaroma  et  diflerentia  erant  quadrati.  At  bli  duo  quadraU  minorea  probabunlar 
■ primia  qaadratisaapposilia  quorom  lam  aumroa  qoam  differentia  facient  quadrt- 
a lam.  Ergo  si  denlur  duo  quadrala  quorum  summa  et  dificrenlia  facinni  quadra- 
s tum  , dabitur  in  inlegria  summa  duorum  quadralorum  ejusdem  nalurx  priore 
a minor.  Eodem  raliocinio  dabitur  et  minor  ista  inventa  per  riam  prioria  et  sempet 
a in  inBnilum  minores  invenientur  nnmeri  in  inlegria  idem  prseslantes  : quod  im- 
a possibile  est , quia  data  numéro  quovis  integro  non  poasunt  dari  infinili  in  iale- 
a gris  illo  minorea  a.  Ed.  cit.  de  Dioph,  psg.  dSj. 

£ee  9 
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que  128/'^*;  donc  f'g',  qui  est  l’aire  du  second  triangle^  étant 


. 5/ 

. y 


nommée  on  aura  y 

120 

De-là  on  voit  que  s’il  existe  un  triangle  rectangle  en  nombres 
entiers,  dont  l’aire  ^ soit  égale  à un  quarrc,  il  existera  en  même 


temps  un  triangle  rectangle  dont  l’aire  plus  petite  que  y , 

sera  encore  égale  à un  quarré  , et  cependant  ne  sera  pas  nulle  , car 
l’un  des  nombres  f et  g ne  peut  être  nul  sans  rendre  ^ = 0. 

Mais  par  la  même  raison  , du  triangle  rectangle  dont  l’aire  est 
égale  à un  quarré , on  pourra  déduire  un  troisième  triangle  dont 

l’aire  ^ plus  petite  que  y/  sera  égale  à un  quarré  , et  ainsi 

à l’infini.  Or  il  Implique  contradiction  qu’une  suite  de  nombres 
entiers  ^ \ &C.  , quand  même  ils  ne  seroient  pas  quarrés  , 

soit  décroissante  et  prolongée  à l’infini.  Donc  il  n’existe  aucun 
triangle  rectangle  dont  l’aire  soit  égale  à un  quarré. 

Corollaire.  La  même  démonstration  prouve  que  la  Tormule  m* — n' 
ne  peut  être  un  quarré  , non  plus  que  la  formule  f ' + ig\  excepté 
seulement  dans  les  cas  évidens,  l’un  de  m = n , ou  n = o;  l’autre 
de  f on  g = O. 

On  peut  aussi  en  conclure  que  l’équation  x* +y*  = o p'  est  im- 
possible, hors  le  cas  de  x—y;  car  de  celte  équation  on  tireroit 


; or  on  vient  de  voir  que  le  premier  membre 
ne  peut  être  un  quarré. 


(336)  TuKontME  II.  La  somme  de  deux  biqtiarrès  ne  peut  être 
égale  à un  quarré  , à moins  que  l'un  d'eux  ne  soit  nul. 

Soit,  s’il  est  possible  , a*  + i'r=c*  ; il  faudra  d’abord  qu’on  ait 
a'-^zp' — q',  b'r=-ipq,  c=/>*  + y*.  J’obscrvc  ensuite  que  a et  b 
pouvant  être  supposés  premiers  entr’eux,  p et  7 seront  pareille- 
ment premiers  enlr’eux  , et  même  ils  ne  pourront  être  tous  deux 
impairs  ; car  s’ils"  l’étoient , a et  A seroient  tous  deux  pairs.  On  ne 
pourra  non  plus  supposer/j  pair  et  q impair  , parce  qu’alors  p' — q' 
seroit  de  la  forme  hh — i , laquelle  ne  peut  convenir  au  (]uarré  a*. 
Donc  il  faudra  que  p soit  impair  et  q pair , et  ainsi , pour  satisfaire 
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à l’équation  b'—ipq,  on  prendra  p-=m' , q-=an'',  valeurs  qui 
étant  substituées  dans  l’autre  équation  a’=p' — y’,  donneront 
/n*— - in*  = a*. 

Cette  dernière  équation  exprimant  que  le  quarré  est  égal  à la 
somme  de  deux.autres  quarrés  4«‘,  a',  le  seul  moyen  d’y  satisfaire 
est  de  prendre  m*=  f'+s't  ^ n'—  3 fg,  a —f' — g'.  Or  l’équation 
n'—fgiin  f el  g- doivent  être  premiers  entr’eux  , donney"=**, 
et  par  ces  valeurs,  l’équation  devient  a.*  + C'—rn'. 

D’où  l’on  voit  que  s’il  existe  deux  biquarrés  a*,  b*  dont  la  somme 
soit  égale  à un  quarré  r’,  il  existera  en  même  temps  deux  autres 
biquarrés  beaucoup  plus  petits  f dont  la  somme  sera  pareille- 
ment égale  à un  quarré. 

(337)  Et  pour  rendre  sensible  la  petitesse  de  ceux-ci  en  com- 
paraison des  premiers  , on  déduira  des  valeurs  précédentes, 

a — f* 

ce  qui  donne  -i-f‘ r=p'[i{j*  + 1 y/('o‘-p  é‘)  ] , et  par  conséquent 
( a*  + b').  On  remarquera  d’ailleurs  que»  ni  fne  peuvent 
être  zéro  , parce  qu’il  s’ensuivroil  A =;  o , cas  exclu. 

S’il  existe  donc  un  quarré  c’  égal  à la  somme  de  deux  biquarrés  , 
on  connoîtra  par  son  moyen  un  second  quarré  c'*,  pareillement  égal 
* à la  somme  de  deux  biquarrés  , et  dont  le  côté  c'  sera  c , sans 
être  nul  ; mais  parla  meme  rai.son  , le  quarré  c'*  en  fera  connoître 
un  troisième  c"“  jouissant  de  la  même  propriété  , et  dont  le  côté  c" 
sera  <1P  c'  sans  être  nul;  ainsi  de  suite.  Or  il  implique  contra- 
diction qu’une  suite  de  nombres  entiers  c,  c',  c",  &c.  dont  chacun* 
est  plus  petit  que  la  racine  quatrième  du  précédent  , sans  être  nul , 
puisse  être  prolongée  à l’infini.  Donc  il  est  impossible  qu’un  quarré 
te  décompose  en  deux  biquarrés. 

Corollaire.  La  même  démonstration  prouve  que  la  formule 

— 4 «■*  ne  peut  être  égale  à un  quarré  , si  ce  n’est  lorsque  /j  = o; 

(338)  TiiÉoiiÊ'iK  III.  La  formule  x'*  + 2y^  ne  peut  être  égale 
ù un  quarré , si  ce  n’csl  lorsque  y ~o. 

Car  si  l’on  fait  i’,  il  faudra  d’abord  supposer  z—p' -H  ay*. 
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x’=p' — îÿ%_y*=  2/) 7, 'ensuite  l’équation  x'=p' — ay*  donnera 
,T  = m* — 2/j’j  p=tn'  + 111',  q = imn.  Ces  valeurs  étant  substi- 
tuées dans  l’équation  r’=2/>  7 i °n  aura  ^*  = 4 ««('"»*  + 2 
Pour  satisfaire  à cette  dernière  équation , j’observe  que  les  nom- 
bres m et  n sont  premiers  entr’eux  j car  s’ils  avoient  un  commun 
diviseur  ■,  p et  q en  auraient  un  aussi , et  par  suite  x et  y , ce 
qu’on  doit  ne  pas  supposer.  Donc  si  mn(m'  + i n')  est  un  quarré  , 
il  faudra  que  ses  trois  facteurs  m , n , ni'  + i n'  soient  chacun  un 
quarré.  Soit  donc  m = f’,  n—g',  et  il  restera  à faire  en  sorte  que 
soit  égale  n un  quarré. 

Cette  formule  est  semblable  à la  proposée , et  il  est  visible  qu’elle 
est  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits,  caron  a x*  + 2_)''>7j‘, 
et  par  conséquent  p ou  /*+  y i g' <.( + "iy^  ) > d’ailleurs  les 
nombres/'etg’ne  sont  nuls,nl  l’un  ni  l’autre,  puisque  s’ils l’étoient , 
ils  rendroient  y nul  , ce  qui  est  un  cas  dont  on  fait  abstraction. 
De-là  il  suit  que  si  on  a un  quarré  qui  soit  de  la  forme  x*  + iy\ 
on  pourra  en  déduire  un  second  quarré  qui  sera  de  la  même 
forme,  et  dont  le  côté  sera  A : mais  par  la  même  raison 
le  quarré  A''  en  fera  connoître  un  troisième  A * île  même  forme  , 
et  ainsi  de  suite.  Or  il  est  impossible  qu’une  suite  de  nombres 
entiers  A,  A',  A',  &c.  soit  décroissante  et  prolongée  à l’infini; 
donc  il  est  impossible  que  la  formule  x^  + iy^  soit  un  quarré,  à 
moins  qu’on  n’ait  y=  o. 

Corollaire,  Il  suit  de  cette  proposition  , que  la  formule  x* — Hy* 
ne  peut  non  plus  être  égale  à un  quarré;  car  si  on  avoit  a:' — 
il  s’ensuivroit  que  z*  + i (ixy)*  est  égale  au  quarré  (x*  + 8y*)',  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  ^ = o. 

(33g)  Théorème  IV.  Aucun  nombre  triangulaire,  excepté 
l'unité  , n’est  égal  à un  biquarré. 

Soit,  s’il  est  possible,  ix(x+t)=y*,  ou  x(x+  i)  = 7y*  ; si 
1 ’on  fait  ^ = m n , m et  n étant  deux  indéterminées  , cette  équa- 
tion ne  pourra  se  décomposer  que  de  l’une  de  ces  deux  manières  : 

lesquelles  donnent  soit  i =n*—2m*,  soit  1 = 2 rn*  — n'. 


X — im* 


A + 1 = 


(0 
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La  seconde  combinaison  donneroit  m’  — n*  =(ni*  — 1 )',  équation 
impossible  , parce  que  le  premier  membre  est  de  la  forme  /»* — y’, 
laquelle  ne  peut  être  un  quarré  , que  dans  le  cas  évident  de 
m = 1 = T. 

La  première  combinaison  donne  i +?/«*=«%  équation  égale- 
ment impossible  , parce  qu’en  vertu  du  Théorème  précédent , le 
premier  membre  ne  peut  être  un  quarré.  Donc  aucun  nombre  trian- 
gulaire , excepté  1 , n’est  égal  à un  biquarré. 

(3 io)  Théorème  V.  /.o  somme  ou  la  dijférence  de  deux  cubes 
ne  peut  être  égale  à un  cube. 

Soit,  s’il  est  possible,  x’ on  pourra  supposer  à l’ordi- 
naire que  les  deux  nombres  x et  y sont  premiers  entr’cux  , et  alors 
jr  et  Z seront  également  premiers  entr’eux  , ainsi  que  x et  z.  Cela 
posé , des  trois  nombres  x,>',  s , il  y en  aura  toujours  deux  impairs 
et  un  pair;  soient  x et  y les  deux  impairs,  qu’on  peut  toujours 
placer  dans  un  même  membre  ; si  l’on  fait  x = 27) , x zjzj  = 2 y, 
ou  bien  x=p  + ç,  :±iy=p  — y,  on  aura  par  la  substitution 
2/)('p*  + 3y‘^  = z’;  et  on  observera  ultérieurement,  que  puisi|ue 
p^q  et  7)  — q doivent  être  impairs^  il  faut  que  p et  q soient  l’uu 
pair,  l’autre  impair;  de  sorte  que  p'-^'5q'  sera  toujours  impair. 
Mais  ip(p'  + '5q^)  devant  être  un  cube,  il  est  clair  que  ip  sera 
divisible  par  8 , et  ainsi  p sera  pair  et  q impair.  Maintenant  il  y a 
deux  cas  à distinguer,  selon  que  p est  ou  n’est  pas  divisible  par  3. 

(34i)  Premier  Cas.  Si  p n’est  pas  divisible  par  3 , les  facteurs 
a/J,  p'  + 3q'  seront  premiers  entr’eux  , et  si  leur  produit  est  un 
cube  , il  faudra  que  chacun  d’eux  en  soit  un.  Soit  donc  p'  + 5q'=r^, 
alors  r sera  de  la  forme  m*  + 3n*,  et  on  pourra  faire  p+qv^ — 3 
= (m  + n^ — 3J’,  ce  qui  donnera 

p = — 9 m n' 

y = 3 m'n — 3 n’. 

Ces  valeurs  satisfont  à l’équation  7?*  + 3y‘=r',  mais  d’ailleurs 
elles  ont  toute  la  généralité  nécessaire,  ainsi  qu’on  peut  s’eu  assurer 
par  la  résolution  directe  de  celte  équation.  11  ne  reste  donc  plus 
qu’àfaire  en  sorte  que  zp  ou  zm(m-^Z>  n)  (m  — 'in)  soit  un  cube. 
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Or  il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  facteurs  de  cette  quantité  sont 
premiers  cntr’eux , et  ainsi  chacun  d’eux  doit  être  un  cube  ; soit 
en  conséquence  = 2ot  = c’,  on  aura 

û''  + 6’  = c’.  Dc-là  on  voit  que  si  l’équation  = est  pos- 

sible en  nombres  entiers,  l’équation  a’ + A’ = c’  semblable  à la 
première  et  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits  , sera  éga- 
lement possible. 

Soit  ^ p(p'  + 3q‘)  , e\.  u^'—a'  + b\  on  aura  par 

la  substitution  des  valeurs  précédentes  , 


= (a^  + b')a'b'  ^ 


a*+  a’A’4- 


3 


et  à cause  de  a* + A*>  2a’ A’, cette  formule  donnera  .^>  (a’ + A’)a"  A'*, 
^lais  (excepté  dans  le  cas  de  a = A=  i qui  ne  peut  jamais  avoir 


lieu)  on  a toujours  a’A’> 


-P  A’ 
2 


5 donc  est  pins  grand  que 


- ) ; donc  <|/  — . Mais  par  le  même  raison- 

y 2 2 

nement  on  dédulroit  du  cube  un  troisième  cube  tel  que  7^* 

eeroit  et  ainsi  à l’infini  : or  il  est  impossible  qu’une  suite 

de  nombres  entiers  ^ A" , &c.  soit  décroissante  et  prolongée 

à l’infini  ; donc  il  est  Impossible  que  la  formule  2 pfp’+Sÿ’j  soit 

un  cube  , au  moins  lorsque  p n’est  pas  divisible  par  3. 


(342)  Second  Cas.  Si  p.  est  divisible  par  3,  on  fera  p =3r,  et 
la  formule  ip(  p'-\-l>q' ) deviendra  Zr'  ).  Maintenant 

comme  les  facteurs  18  /•,  y*  + 3r’  sont  premiers  entr’eux  , il  faudra 
que  chacun  d’eux  soit  un  cube.  Faisant  donc  d’abord  ç*  + 3r*= 
('/*■+  3g*>?’>  ott  plutôt  y d-r^/ — 3 z=(f+gy' — 5)',  ce  qui  donnera 

?=r-9/ér 

r = 5f‘g-3g\ 

U restera  â faire  en  sorte  que  i8r  ou  ^y-tgCf^-g)  (f — g)  soit  un 
cube.  De-là  on  déduira  comme  ci-dessus  f+g=a',f — g = A’, 
2g  =c’,  et  par  conséquent  g’-pA’  = c\  Or  on  fera  voir  de  même 
que  le  cube  c’  égal  à g’-pA’,  est  beaucoup  plus  petit  que  le  cube  x’ 
égal  à ^p(p'+3q')  ; on  retombera  donc  encore  sur  une  suite  de 
«ombres  entiers  qui  devroit  être  décroissante  et  prolongée  à l’infini; 

d’pH 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  4og 

d’où  l’on  conclura  que  l’équation  ar’  est  impossible , à 

moins  que  l'un  des  termes  ne  soit  zéro. 

(343)  Théorème  VI.  La  somme  ou  la  différence  de  deux 
cubes  inégaux  ne  peut  dire  double  d'un  cube. 

Soit , s’il  est  possible  , = i s’,  les  nombres  * et  qu’on 

peut  supposer  premiers  entr’eux  seront  tous  deux  impairs  ; ainsi 
on  pourra  faire  y,cequi  donnera  p( p' ^ 

et  il  faudra  distinguer  deux  cas  , selon  que  p est  ou  u’esl  pas  divi- 
sible par  3. 

1®.  Si  P n’est  pas  divisible  par  3 , les  deux  facteurs  p,  p'->rZq' 
seront  premiers  entr’eux  , ainsi  il  faudra  que  chacun  d’eux  soit 
un  cube.  Or  en  faisant p*  + 3 y*  = ( m*  + 3/iV’,  ou  plulot^j  + yV^ — 3 
= (m  + n^ — ?>y,  on  aura  comme  ci  dessus  , y>  = m’ — gm/i*  = 
m(m+'ôn)  (m — ’ân).  Donc  puisque  ce  produit  est  un  cube,  et 
que  ses  trois  facteurs  sont  premiers  entr’eux  , il  faudra  faire 
m + 3n  = a',  m — 3n  = b',  m=c’,  ce  qui  donnera  a’ + A’ =2 c’, 
équation  semblable  à la  proposée , mais  exprimée  en  nombres  beau- 
coup plus  petits. 

3".  Si  p est  divisible  par3  , soit  p=3r,  on  aura  gr^Sr’  + y*)— i’, 
de  sorte  que  gr  doit  être  un  cube  aussi  bien  que  3 r’-f  y*.  Celui-ci 
devient  un  cube  en  faisant  q-\-ry/ — 3=('m-(-«v/ — 3^’,  ce  qui 
donne  r — 3m^n  — 3 /»’,  partant  g r = n(m-{-n)  (m  — n).  Cette 

quantité  devant  être  un  cube,  on  fera  comme  ci-dessus  m + n—a^, 
m — /»—  i’,  n = c’,  ce  qui  donnera  de  nouveau  a’-f-i'  = 2c’  ; équa- 
tion encore  semblable  à la  proposée , mais  exprimée  en  nombres 
beaucoup  plus  petits. 

De-lnon  conclura,  comme  dans  les  théorèmes  précédens,  que 
l’équation  proposée  = est  impossible,  à moins  que  x 

ne  soit  égal  à y, 

(344)  Théorème  VII.  ^ucun  nombre  triangulaire  , excepte' 
n’est  égal  à un  cube. 

Car  supposons  pour  un  moment  qu’on  ait  tx(x-1- ou 
x(x-h  i^=  2^’ } si  on  fait  ^ = /n  n , m et />  étant  deux  indélermi- 

Fff 
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nées  , celle  équalion  ne  pourra  se  décomposer  que  de  l’une  de  ces 
deux  manières  : 

X = n ) 

lesquelles  donnent  «’  =t  i = a Mais  suivant  le  théorème  pré- 
cédent , celte  équation  ne  peut  avoir  lieu  , à moins  qu’on  n’ait 
n = i , donc  , excepté  les  cas  de  x =o  et  x = i , il  ne  peut  y 
avoir  aucun  nombre  triangulaire  égal  à un  cube. 

Corollaire.  L’équation  j.r  fx+ i J peut  être  mise  sous  la 

forme  8y’-i-  i =i*  ; donc  celle-ci  n’est  possible  que  pour  les  seuls 
cas  dej'=o  et_y=i. 

Remarque.  Nous  avona  démontré  dans  ce  paragraphe  , que 
l’équation  .r’=fcy’=x’  est  impossible,  ainsi  que  l’équation 
et  à plus  forte  raison  x'±>'=s‘.  Fermai  a assuré  de  plus  (F.d.  cit. 
de  Dioph.  pag.  6i)  que  l’équation  x'-f-_y"  = s',  est  généralement 
impossible  , lorsque  n surpasse  2 ; mais  cette  proposition  , passé  le  cas 
de  n = 4 , est  du  nombre  de  celles  qui  restent  à démontrer  , et  pour 
lesquelles  les  méthodes  que  nous  venons  d’exposer  paroissent  in- 
suffisantes. Au  reste  , il  est  aisé  de  voir  que  la  proposition  scroit 
démontrée  en  général , si  elle  l’éloit  pour  le  cas  où  n est  un  nombre 
premier. 
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f.  IL  Tii io R ÈMr.s  concernant  la  résolution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  x’ — b=ay, 

(315)  Si  l’on  satisfait  à l’équation  proposée  en  faisant  ^ = 9,  on 
y satisfera  plus  généralement  , en  faisant  x — i + a z , 2 étant 
un  nombre  indéterminé.  Or  dans  la  suite  formée  d’après  le 
terme  général  S-\-az,  il  y aura  toujours  un  terme  compris  entre 
— j9  et  ^9;  on  peut  donc  regarder  ce  terme  comme  une  solution 
ou  racine  de  l’équation  proposée  ; et  la  question  est  de  trouver 
toutes  les  solutions  ou  racines  de  cette  sorte  dont  l’équalion  pro- 
posée est  susceptible.  Voici  différens  Théorèmes  qui  remplissent 
cet  objet  dans  le  cas  où  a est  un  nombre  premier;  nous  consi- 
dérerons ensuite  le  cas  où  a est  un  nombre  composé. 

x"  ““  b 

( 34G ) Théorème  I.  L'équation  = e , dans  laquelle  a 

H 

est  un  nombre  premier , et  b un  nombre  non  divisible  par  a , ne 

a — 1 

1^'  • ^ 

sera  possible  qu' autant  qu'on  aura =e  , « étant  le  commun 

H 

diviseur  de  n cl  de  n — 1.  Si  cette  condition  est  remplie , l’équa- 
tion proposée  aura  un  nombre  t>  de  solutions  qui  seront  comprises 
x' b’’ 

dans  l'équation = e , où  t est  le  moindre  entier  positif  qui 

& 

satisfait  à l'équation  3-n  — r(a  — 1)  = ». 

Si  l’équation  proposée  est  résoluble  , on  aura , en  rejetant  les 
multiples  de  o , x'-=b;  ou  a en  même  temps,  parle  Théorème  de 
Fermât  (n“.  i29)4r*~'=i.  Les  deux  nombres  n et  a — 1 ayant  pour 
commun  diviseur  « , si  l’on  fait  n = nu  , a — 1 = a'“ , il  sera  facile 
de  trouver  deux  autres  nombres  positifs  » et  » tels  qu’on  ait 
T n’  — r a'  = 1 . 

Maintenant  des  équations  x''“  = b , x““=ï,  on  tire  b’'  = x^"'* 
= J*"  *+“  = Jonc  x'  = b’',  ou 

x'—r 

=c- 

Fff  2 
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d’où  l’on  voit  que  l’équation  proposée  ne  pourra  avoir  qu’un 

nombre  » de  solutions  (n°.  iSî);  et  pour  qu’elle  ait  efleciivemenl 

ces  solutions,  il  faudra  que  les  deux  équations  ar"'*  = ù,  x“'“  = i 

puissent  s’accorder  entr’elles.  Or  ces  dernières  donnent  = ù*', 

i''=  1 } donc  il  faudra  qu’on  ait  0“'  = i , ou 

/>•  —1 

= e. 

a 

Cette  condition  est  la  seule  nécessaire  , et  toutes  les  fois  qu’elle 
sera  remplie  , l’équation  proposée  aura  un  nombre  « de  solutions 
. .r'— A” 

contenues  dans  l’équation  — - — = e.  Or  on  s’assure  que  celle-ci 

B eCTectivement  un  nombre  « de  solutions,  en  observanlque  *“ — b'' 
est  facteur  de  x*" — ù*"  qui  revient  à x"~'  — i+aR. 

Remarquez  que  si  dans  l’équation  proposée  n est  plus  grand  que 
a — 1 , on  peut  ôter  de  cet  exposant  les  mnitiples  de  a — i , et 
ne  conserver  que  le  reste  positif.  En  effet  divisé  par  a , laisse 
le  reste  i ; donc  *(•-•)••+*  divisé  par  a,  laissera  le  même  reste 
que  x". 


• * * » » 

( 347  ) 11  suit  du  Théorème  précédent , que  l’équation = e 

a 

aura  toujours  une  solution,  quel  que  soit  b , lorsque  n et  a — 1 
' seront  premiers  entr’eux  ; soit  alors  t le  plus  petit  nombre  positif 
qui  satisfait  à l’équation  n n — i(a — ^)  — \ , cette  solution  sera 
x = b". 


En  général  , ce  Théorème  a l’avantage  d’indiquer  tout  à-la-fois 
si  l’équation  proposée  est  résoluble,  combien  elle  a de  solutions, 
et  quelle  est  l’équation  la  plus  simple  qui  contient  toutes  ces  solu- 
tions. Dans  l’équation  réduite  , l’exposant  de  x sera  toujours  divi- 
seur de  a — I ; ainsi  il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  les  solutions 

b . , . ■ 

de  l’équation — = — dans  la  supposition  que  n soit  diviseur 

de  a — 1.  Or  il  est  facile  de  voir  que  si  on  connoît  une  des  valeurs 
de  X , on  les  aura  toutes  en  multipliant  la  valeur  connue  par  les 

différentes  racines  de  l’équation = c;  il  convient  donc  avant 

tout , de  s’occuper  de  la  résolution  de  cette  dernière  équation. 
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(348)  TntontME  II.  Étant  propoace  l'équation— = e, 

dans  laquelle  a est  un  nombre  premier  , et  n un  diviseur  de  a — i , 
en  sorte  qu'on  ait  a — i =a'n  , 

I®.  On  aura  x = u"',  u étant  un  nombre  quelconque  non  divisible 
par  a. 

1°.  Si  J est  une  valeur  </<?  x , 4"  en  sera  une  aussi , quel  que 
soit  l'exposant  tn. 

a 

3*.  Si  le  nombre  S est  tel  que  9'  — i ne  soit  pas  divisible  par  a , 
r étant  un  diviseur  premier  de  x\  , la  formule  x = 4”  contiendra 
toutes  les  solutions  de  l'équation  proposée  , lesquelles  seront  i , 
9,  9*...  9*"',  ou  les  restes  de  ces  quantités  divisées  par  a. 

4”.  Non-seulement  il  y a plusieurs  nombres  9 qui  jouissent  de 

cette  propriété,  mais  le  nombre  enestuÇ^i ^ ^ i '«)  ( ' > 

r,  r',  r",  &c.  étant  les  différais  nombres  premiers  qui  peuvent  di~ 
viser  n. 

Car  i“.  si  l’on  fait  x=u‘',  on  aura  x* — i =is*'* — i = ù""' — i , 
quantité  toujours  divisible  par  a. 

a".  Si  .r=9  , on  aura  , en  rejetant  les  multiples  de  a , 9’  = i ; 
faisant  donc  x=9",  on  aura  pareillement  x’=9'*=i,  quel  que 
soit  m. 

■ 3°.  L’équation  proposée  devant  avoir  n solutions  , la  formule 
x = 9”  les  donnera  toutes,  si  dans  la  suite  i,  9,  9’,  9’.  • . 9““',  il 
n’y  a pas  deux  termes  égaux  (en  rejetant  toujours  les  multiples 
de  a).  Or  supposons  9''  = 9\  il  en  résultera  9*^=  i , «•  étant  — a 
ou  A — n , et  par  conséquent  moindre  que  n.  Mais  comme  on  a 
déjà  9"  = 1 , si  on  appelle  i le  commun  diviseur  de  » et  de  n , et  qu’on 

résolve  l’équation  ny — iri  = i,  on  auia  = 9*^*  le  premier 
membre , à cause  de  9*  = i , se  réduit  à i } le  second  , à cause 
de  9*^  = I , se  réduit  à 9*;  ainsi  on  auroit  9’  = i ; soit  /i  =i  n',  et 
n'=n'r,  r étant  un  nombre  premier;  puisqu’on  a 9'=i,on  aura 

H 

aussi  9 = I , ou  9'=  1 , équation  impossible  , puisqu’on  a sup- 

posé dans  l’énoncé  du  Théorème,  que  la  quantité  9' — i ne  peut 
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<"trc  (llvi.Mble  par  a ; donc  la  formule  a- = 5"  renfermera  implic’Ue- 
ment  toutes  les  solutions  de  l’équation  proposée. 

4®.  Soit  f l’un  des  diviseurs  premiers  de  n ; de  même  qu’il  n’y  a 

% f . Æ**"™  1 

que  n valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équation  = c , il  n’y  a 

H 

aussi  que  - valeurs  de  9 qui  donnent  9’  = i.  Donc  sur  n valeurs 
que  doit  avoir  9 dans  l’équation  9”  = i , il  y en  a n — - qui  ne 

n 

donnent  pas  9'=  i.  Raisonnant  de  même  à l’égard  des  autres  fac- 
teurs premiers  dont  n peut  être  composé , on  conclura  qu’il  y a 

un  nombre  , &c.  de  valeurs  de  9, 

n n H 

l«‘lles  qu’aucune  des  quantités  9’ — i , 9’ — i , 9'  — i,  &c. , n’est 
divisible  par  a. 

(34q)  Donc  si  n est  un  nombre  premier  , il  .suiïira  d’avoir  une 
valeur  de  x autre  que  l’unité,  et  cette  valeur  étant  nommée  9 , 
la  formule  jr  = 9’"  contiendra  toutes  les  valeurs  de  x. 

Si  n est  une  puissance  d’un  nombre  premier  r,  pour  que  la  valeur 
x—6  qui  satisfait  à l’équation  = i , en  donne  la  solution  com- 

fl 

plèle  , il  faudra  que  9 ' ne  soit  pas  égale  à + 1,  et  alors  on  aura 

x = S“. 

Enfin  si  n est  de  la  forme  v"*  &c.  comme  on  peut  toujours 
le  supposer,  je  fais  r*=jti,  r'>=.u'',  &.C. , et  je  résous 

séparément  les  équations 


Soient  x = x — = &c.  les  solutions  complètes  de 

ces  équations , je  dis  qu’en  prenant  9=;».  a'a"  &c.  , la  formule  a'=9“ 
sera  la  solution  complète  de  l’équation  proposée.  C’est  un  moyen 
qu’on  pourra  mettre  en  usage , lorsqu’on  n’aura  pas  rencontré  tout 
d’un  coup,  par  la  formule  x=u°',  le  nombre  9 propre  à donner 
toutes  les  solutions. 
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Exemple  I. 


(.ISo)  On  demande  les  sept  valeurs  que  doit  avoir  x dans  l'équn- 

. -v’  — > 

tion =:e? 

’ Puisque  Sjg — i =7.51 , on  aura  .r  = u'‘,  u étant  un  nombre 
quelconque  non  divisible  par  5’jg.  Soit  u=a  , on  aura  , en  reje- 
tant successivement  les  multiples  de  S/g  , o'  = 64,  ^^'*  = — j'6  , 
u'^  = i3,  i/‘*=  i5o,  r/'*=  125.  Donc  x=  laS,  et  comme  l’expo- 
sant 7 est  un  nombre  premier  , toutes  les  valeurs  de  x seront  com- 
prises dans  la  formule  x = 125’,  laquelle  donne  les  sept  nombres 
suivans  i,  125,  86,  i38  , — 184,  iig,  g».  La  moindre  vrdeur 
de  X étant  86  , on  voit  qu’il  auroit  été  fort  long  de  chercher  les 
valeurs  de  x par  le  tâtonnement,  en  faisant  successivement  x = cfci, 
dh  2 , ±3 , &c. 

K X E SI  r L E II. 


(.35i)  Étant  proposée 


1 


, . t x’  1 

n®.  34n  résoudre  les  équations  = e , - „ = e.  Celles-ci 

_ -^79  ^79 

ayant  pour  solutions  complètes  .r=  i8o",  x=  t?5",  on  en  con- 
clura celle  de  la  proposée  x = (i8o.  1 25)’=  i3g"' j et  comme  le 
quarré  de  i3g  , divisé  par  37g  , laisse  le  re.ste  — 8 , on  a plus  sim- 
plement a:  = ( — 8)“. 

La  même  équation  auroit  donné  immédiatement  , par  la  pre- 
mière partie  du  Théorème  ll,x=«*.  Soit  r/  = 2,on  aura  jt  = 64; 
et  comme  les  diviseurs  premiers  de  n=63  sont  .3  et  7 , il  faut 
voir  si  64*'  et  64’  ne  donneront  pas  pour  reste  -l-i.  Or  on  trouve 
que  ces  puissances  ne  donnent  pas  le  reste  4- 1 ; donc  Gi’  eût  été 
encore  la  solution  complète  de  la  même  équation. 


' S*"  4*  I 

(352)  Tii^orême  III.  Etant  proposée  rérp;ation  = e , 

dans  laquelle  a est  premier  et  4n  diviseur  de  a — 1 , on  résoudra 

t . . 1 

l équation  - = e qui  sera  toujours  possible ^ Soit  x = 5’  la 
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solution  complète  de  celle-ci  , je  dis  que  la  solution  complète  de 
la  proposée  sera  x — â'*'*'’,  i étant  un  nombre  quelconque. 

âr**—  i 

Car  fi"  étant  une  valeur  quelconque  de  x dans  l'équation = e, 

a 

X*"—  I 

)*"  sera  aussi  une  valeur  quelconque  de  x dans  l’équation =e. 

a 

Restent  donc  les  puissances  impaires  de  9 pour  résoudre  l’équation 

jt“  + I 


:e. 


Exemple. 


( 353  ) Soit  proposée  l’équation 


433 


= e , qui  est  résoluble  , 


parce  que  433 — i divisé  par  36  , donne  le  nombre  pair  n. 


Je  me  servirai  poui  cela  de  l’équation 


433 


: e , qui  donne 


X = tt*.  Soit  « = 5 , on  aura  «*  ou  ar  = Zq.  Cette  valeur  étant  nom- 
mée 9,  on  a 9”= — i,  6*'=içj8;  donc  suivant  les  parties  a'”*  et  3'“* 

du  Théorème  II,  9"  est  la  solution  complète  de  l’équation- 

.X-  I 

et  par  conséquent  9*'"'"'  est  celle  de  la  proposée 


433  ’ 

= e.  Voici 


433 

les  trente-six  solutions  qui  en  résultent. 

X = 37“'^'  = ±37±8±ia7±  ao3  rfc  7Ç)±  99  ± a±  i4o  ± i5g 
± ia8d=i33±ai6±35±  i48±3a=fc75±54^  > 17. 
Les  mêmes  valeurs  seroient  renfermées  plus  simplement  dans  la 
formule  x = a*'^'. 


(354)  Théorème  IV.  Étant  proposée  l’équation 
dans  laquelle  b"  = ± 1 , m étant  diviseur  de  ^ ^ , 


X"— b 


I®.  Si  m e/  n sont  premiers  entr’eux , et  qu’on  cherche  les  nom- 
bres  positifs  r et  f tels  queirn  — «m=i  , je  dis  qu’on  aura  x = h^  J, 

J* — (■il)* 

y étant  une  racine  quelconque  de  l’équation ^ — * i 

3®.  Si  va  et  n ont  un  commun  diviseur  • ; soit  n =n'»> 

cl. 
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. * - U.  s'  — b’y 

et  wn  — ;in  = i,  on  aura  x = b y,  ou  =-  = e , T étant  une 

& 

t,  • y°*— ^-4- 1 

racine  quelconque  de  V équation- — = e. 

& 

Car  en  faisant  dans  le  second  cas  x“  — b'’y,  on  a x'’“  ou 
**  = A**y''  = A"*^“(dbi)*  = A Le  premier  cas  est  d’ailleurs  une 
suite  du  second. 

Ce  Théorème  offre  déjà  un  grand  nombre  de  cas  où  l’on 

x' b 

peut  rappeler  immédiatement  l’équation  = e à la  forme 

X*  *4-  I ^ ^ ^ 

= e.  Il  indique  en  même  temps  une  infinité  d’autres  cas 

x' — b 


où  l’équation 


bre  n d’équations  de  degré  inférieur 


e se  décompose  d’elle-même  en  un  nom- 
ar*  — A'y 


-e. 


(355)  Soit  l’équation 


Exkhfle  I. 
*’+  4q 


223 


= c,  qui  est  résoluble  (Th.  I), 


parce  qu’on  a ( — 4g)’‘  = i.  Les  nombres  3 et  74  étant  premiers 
entr’enx  , on  aura  , suivant  le  Théorème  précédent , x — ( — 49)*‘_y 

= — 66^  , ^ étant  une  racine  de  l’équation 


r—^  _ 

323 
*’+  7 


333 


: e , il  eût 


Remarquez  que  si  on  eût  proposé  l’équation 

été  facile  devoir  qu’une  de  ses  racines  est  * = 6.  Or  il  suit  de-là  que 
X*  *4"  4q 

dans  l’équation — ^ = on  a * = — 36.  En  effet,  les  trois 

220 

racines  de  cette  dernière  sont  x— — 36,  — 66,  loa. 

En  général , si  « est  une  solution  de  l’équation =«i  «* 


en  sera  une  de  l’équation 


'—5* 


: e. 


Exemple  IL 

(356)  Etant  proposée  l’équaiion  * ^~=e,  oùl’onaû= — 20, 
U faut  d’abord  , pour  que  cette  équation  soit  possible  (n°.  346) , 

G 68 
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qu’on  ail , en  négligeant  les  multiples  de  6i , — i.  Or  on  trouve 

= — i , et  par  conséquent  6'*  = i j donc  l’équation  est  possible. 
Ensuite  , puisque  les  exposans  6 et  5 sont  premiers  entr’cux  , on 

* V*'  1 

aura, suivant  le  théorème,  «= — aoy,  et  ^ — r = e.  Or  l’éuua- 

ui 


tion 


6i 


: e a pour  solution  complète^  = 2g*  j doue  x— — 20. 


2g“‘*'’ = 3o.  t3‘.  Les  nombres  qui  en  résultent  sont  ±7=fc:24=t3o. 
Exemple  III. 

(357)  Soit  l’équation —g^—  = e , on  trouve  b‘ = — ij  mais 
comme  10  et  6 ont  pour  commun  diviseur  a , on  fera  , suivant  la 


seconde  partie  du  théorème , x"‘~b'y  et 


jr  — « 


601 


: e.  Celle-ci  donne 


y — ( — ifig.)*;  ainsi  l’équation  proposée  peut  se  décomposer  en 
cinq  autres  du  second  degré  , qui  sont  : 

~x' — 12O  — i54 a/*  + 183  x'  — 276  x' — ?34 

61  601  ’ 60 1 boi  601 

Mais  cette  décomposition  est  peu  avantageuse  , car  il  suffit  d'avoir 
une  valeur  de  x qu’on  multipliera  par  les  racines  de  l'équation 

y'” I 

3j=e,‘  on  peut  donc  n’employer  qu’une  de  ces  équations, 

et  la  troisième,  qui  est  la  meme  que  ~e  , est  celle  u on 

601 


l’on  tirera  le  plus  aisément  une  valeur  de  x ( n".  286). 
(358)  THÊbnÈME  V.  Soit  l’équation  à résoudre  ■ 


b 


dans  laquelle  b*  = i , u étant  diviseur  de j soit  x = la-  so- 


lution complète  de  l'équation 


- e J b devant  être  un  des 


nombres  3°,  6”,  8’". . . 8 suppose  b — 8i“"  ; cela  posé  , je  dis 

q tcla  solution  complète  de  l'équation  proposée  sera  x=8"“^''. 

En  effet  celte  valeur  de  x donne  , quelle  que  soit  /wj  il  suffit 
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donc  de  faire  voir  que  b se  trouvera  toujours  parmi  les  nombres 
6',  i",  &LC.  Or  puisque  9"*  est  la  solution  complète  de  l’équation 

X 1 X I 

= e , on  aura  9"'  pour  celle  de  l’équation = e , et 

a a 

puisque  6*=  1 , il  est  clair  que  b doit  être  un  des  nombres  r^ré- 

sentés  par  9*'. 

x' b 

Celte  méthode  pour  résoudre  l’équation =e,  n’est  sujette 

à aucune  exception  ; mais  il  peut  être  plus  ou  moins  long  de  cher- 
cher b dans  la  suite  9*,  9”,  &c.  , et  pour  qu’elle  réussisse  com- 

plettement,  il  faut  que  le  nombre  *«  ne  soit  pas  bien  grand.  Si  l’équa- 

« 

tion  A’=  I résultoit  de  l’équation  — i ^ il  ne  faudroit  cher- 
cher b que  dans  la  suite  9*,  9'*,  9’“,  &c. 

E X E H P L K. 


x" — 

(35g)  Soit  l’équation  — =e,déjà  traitée  (357)  » niais  qui 

n’a  pu  se  décomposer  qu’en  facteurs  du  second  degré.  On  aura  , 
en  rejetant  les  multiples  de  601,  i = 5,  = — i,  3'*=i,  et 

ainsi  Maintenant  la  solution  complète  de  l’équatiou 

I 

— : = e,  trouvée  par  le  Théorème  II,  est  x=z( — i4o^":  et 

faoi 

X**  — l 

par  conséquent  celle  de  l’équation  — ^ eslar  = (' — i4o^”'‘ 


ou  1 îo'*  ; donc  b doit  être  compris  dans  1»  formule  1 20'“,  en  prenant 
pour  /n  un  nombre  impair  : or  on  trouve  qu’il  faut  pour  cela  faire 
^i  = 5.  Donc  la  solution  complète  de  l’équation  proposée  sera 
x=z( — ou  :t  =2  i4.('i69)".  Les  valeurs  qui  en  résultent 
sont  ± 2 14  , ± 106  , =t  u6,  =1=229  , ± 237. 


(36o)  Ayant  trouvé  un  nombre  9 tel  que  9" — b est  divisible  par 
le  nombre  premier  a , il  est  facile  de  trouver  une  valeur  de  x telle 
que  x' — b soit  divisible  par  une  puissance  quelconque  a*  de  ce 
nombre  ffremier.  Pour  cela  , soit  9" — b = Ma  , si  l’on  fait 
1".  a:=9  + ^-/a,  et  qu’on  détermine  ^ et  M'  par  l’équation 
= aM\  il  est  clair  que  x' — b sera  divisible  par  a*. 

Ggg  3 
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Si  on  fait  a®.  9'  = 3 + ^a,  ar  = 8'  + ^'o*,  et  qu’on  détermine 
et  M"  par  l’équatiou  + a'M",  la  quantité  x' — b 

sera  divisible  par  a*. 

Si^n  fait  3°.  8'’=  9'  + ^^'o‘,  a:  =9"+.^  a',  et  qu’on  détermine 
lrf''et  M"'  par  l’équation  M" =a'M"' , le  binôme  x' — b 
sera  divisible  par  a*. 

On  continuera  ainsi  jusqu’à  ce  que  x' — b soit  divisible  par  o‘  ; 
et  si  a n’étoit  pas  un  terme  de  la  suite  2,  4>  >(i  > &c. , on 

voit  aisément  quel  changement  il  faudroit  apporter  à la  dernière 
des  équations  indéterminées.  Ainsi  si  on  avoit  a = 7 , au  lien  de 
la  troisième  équation  M"  + n 9"‘~‘ ^"  = a*  JH''* , on  prendroit 
Af"+/i9"***^  =a’Af",  et  la  valeur  x=9"+^"a*  rendroit  x' — b 
divisible  par  o'. 

Nota.  Si  l’exposant  n étoit  divisible  par  a , il  pourvoit  arriver 
que  quelqu’une  des  équations  qui  servent  à déterminer 
u4",  &c. , fût  impossible  ; mais  alors  on  auroit  acquis  la  preuve 
que  x" — b ne  peut  être  divisible  par  o*. 

(36i)  Maintenant  si  l’on  veut  que  x* — jR  soit  divisible  par  un 
nombre  composé  quelconque  .<4=  0“  c>,  &c.  dont  a*,  b^,  c^,  &c. 

sont  les  facteurs  premiers  , élevés  à des  puissances  quelconques  ; il 
faudra , par  ce  qui  précède  , déterminer  les  nombres  , &c. , 

tels  que  les  quantités 


soient  des  entiers.  Ensuite  on  combinera  ensemble  les  équations 
X = A + a*  ü = =»  +(•♦  = &c. 

Et  on  obtiendra  de  cette  manière  toutes  les  valeurs  de  x,  moindres 
que  7.^,  qui  rendent  x’ — B divisible  par  ^ , ou  qui  satisfont  en 
général  à l’équation  x' — B = 

Si  on  avoit  à résoudre  l’équation  Cx’ — B = .^y , on  pourra  sup- 
poser que  C et  n’ont  point  de  commun  diviseur;  (car  s’ils  en 
av'oient  un,  on  le  feroit  disparoître  par  la  division  ).^ Soit  donc 
CiM — 1 , si  l’on  fait  y = — rx",  l’équation  à résoudre 

deviendra  x’—Bfi  = .^y',  et  ainsi  sera  ramenée  au  cas  déjà  tràité. 
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4ji 


J.  III.  Méthode  pour  trouver  le  diviseur  quadratique 
qui  renferme  le  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratiques 
donnés. 

(369)  Phoul^hbI.  ^tjkt  donnés  deux  diviseurs  quadrati- 
ques s J a',  d’une  même  formule  t*  + au*,  trouver  le  diviseur  qua- 
dratique qui  renferme  leur  produit  A a'. 

Nous  distinguerons  deux  cas  , selon  que  les  diviseurs  proposés 
sont  de  la  forme  ordinaire  py' + 't  qy  z -‘r  r z'  ou  de  la  forme 
py'->rqyz-\-rz'  dont  les  coefËciens  sont  impairs. 

Premier  Cas.  Soit  Ar=^_y*  + ayyz  + rz’  et  Si.'-=.p'y'*-\-7q'y'z'  + r'z''y 
nous  supposerons  que  les  coelEciens  p et  p'  sont  premiers  entre 
eux , ou  que  du  moins  ils  ont  été  rendus  tels  par  une  préparation 
convenable.  Cela  posé,  si  l’on  fait  py-\-q  z — x , p'y' + q'z' =■  x‘, 
en  aura/>A=jr*q-o  s‘,  p'^'  =x'‘  + az'',  donc 

pp'^  -=(xx'  dtzazz'p  + a (x  z'  zfrx'z)'. 

Mais  puisqu’on  veut  que  le  produit  a a'  soit  contenu  dans  un  divi- 
seur quadratique  de  la  formule  C + ou";  puisque  d’ailleurs  ce  pro- 
duit , considéré  en  général , doit  contenir  le  produit  particulier^/?', 
on  pourra  supposer  aa'=p/j'T*-|-3  Z-\-4Z*  et  p/>'4  — p’  = o> 

ce  qui  donnera 

p p'  = (pp'V+t  Z)'  -b  a Z‘. 

Comparant  cette  valeur  à la  précédente  , on  aura 
p p'Y  -^pZ  = X x' a Z z' 

Z = xa'zfTx'z. 

Mettant  au  lien  de  a sa  valeur  — 9',  la  première  de  ces  deux 
équations  donnera 

pp'y=(xzti9z)  (x'  — 9z'):d=.pp'-i.zz'; 
et  en  substituant  de  nouveau  à la  place  de  x et  x'  leurs  valeurs 
py  + qz  et  p'y'-^-fs,  on  aura,  après  avoir  divisé  par  pp' y 


f 
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C'cUe  quantité  doit  être  un  nombre  entier , indépendamment  de 
toutes  valeurs  de  z et  de  z',  il  faut  donc  que  - — - et  ^ soient 

P P 

des  entiers.  Soit  en  conséquence 

pn^q-=p'n'  Jrq'  ; (a) 

on  pourra  toujours  déiermincr/i  et  n par  l’équation pnz^q-^p  ri q\ 
puisque  P et  p'  sont  premiers  entr’eux  ; on  aura  ainsi  la  valeur  de  ÿ , 


laquelle  donnera  un  nombre  entier  pour  4-  = 


»•  + O 

VP 


. Car  ayant 


ç = pn-:^q  , et  q'-\-a^pr,  il  s’ensuit  que  p‘ + a est  divisible 
par  P ; ayant  de  même  t =.  p'rl  -\-q'  et  y'*+a  = p' r' , il  s’ensuit  que 
9'  + a est  divisible  par/»',-  donc  puisque  p et  /»'  sont  premiers  entre 
eux  , il  faudra  que  f'  + a soit  divisible  par  pp'. 

Les  nombres  n , /i',  ÿ , 4 étant  déterminés  comme  on  vient  de  le 
dire  , si  l’on  fait 

T — (jzlznzJ  — n'z')ziz4zz' 

Z = X z'  =fzx'z=z(pj^qz)  z'zfi(py  + q'z)  z , 
on  aura  le  produit  cherché 

AA'  = /»p'r*  + 2»r.?  + 42*,-. 

de  sorte  que  ce  produit  sera  contenu  dans  un  nouveau  diviseur 
quadratique  de  la  même  formule  /’  + aw*. 


(563)  On  doit  remarquer,  à cause  de  l’ambiguité  du  signe  =1= 
dans  l’équation  (a)  , que  le  problème  considéré  en  général  a deux 
solutions.  Mais  il  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux.  En  effet , on 
peut  supposer  les  nombres  p et  p'  premiers  l’un  et  l’autre  ; et  le 
diviseur  quadratique  , quel  qu’il  soit , qui  renferme  A a',  sera  tou- 
jours de  la  forme  pp'y‘4-7ty  z4-4z',  où  l’on  a f*  + a =:/?/»'4.  Mais 
lorsque  les  nombres  p et  p'  sont  premiers  , il  n’y  a que  deux  valeurs 
de  f , moindres  que  \pp\  qui  rendent  s’  + a divisible  par  pp.  Donc 
il  n’y  a au  plus  que  deux  diviseurs  quadratiques  dilférens  qui  ren- 
ferment le  produit  a a'.  Je  dis  au  plus,  parce  que  dans  quelques 
cas  particuliers  les  deux  diviseurs  quadratiques  réduits  à l’expres- 
sion la  plus  simple  , pourront  coïncider  en  un  seul , lequel  con- 
tiendroit  a a'  dan's  deux  combinaisons  différentes.  Cela  doit  arriver, 
ainsi  qu’on  en  verra  un  exemple,  lorsque  la  formule  <’+a«*  ne 
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conlitnt  qu’un  seul  diviseur  quadralique  correspondant  aux  foiiius 
linéaires  dans  lesquelles  pp‘  est  compris. 

(.3G4)  Second  Cas.  Si  le  nombre  a est  de  forme  8 « + 3,  et  qu’i-n 
conséquence  le  diviseur  quadratique  .v  , qu’on  supposera  imjiuir, 
soit  de  la  forme  + y > z + r dans  laquelle  les  coeliiiiens  />,  q,  r 
sont  impairs,  et  où  l’on  a 4/jr  — y’=<i  , on  pourra  encore  faire 
usage  de  l’analyse  précédente  , pour  avoir  le  produit  A a'.  En  efiét 
comme  on  a aA=  5/^*4- ai'=  î^[/’’  + 3yy''x'4-7r'x 
il  sullira  de  mettre  dans  les  formules  trouvées  ap  cl  7r  à la  place 
de  P et  r.  ün  aura  donc  , pour  déterminer  n et  n,  l’équation 
pn—pn=\(q'^q)i  (b) 

d’où  on  déduira  les  valeurs  de  S et  d- , savoir  t ■=  o p ncp: q 
9*  *4"  ^ 

4 — ~pp'  ' ensuite  y = (j  — nz)±-\-zZf 

Z t=(ipy-\-q z) z'r^(ip'y + q'z  )z  , on  aura 

4 A û'=  4/jyi'E’4-3  »rZ  + 4 Z'. 

Or  on  voit  que  Z étant  toujours  pair  , on  peut  mettre  a ^ à la 
place  de  y , et  alors  si  l’on  fait  de  nouveau 

y = (j^nz)  (y  — nV;±4=y 

Z =py  z’-:yzp‘y'z^[(q^q')zz  , 

le  produit  cherché  sera 

A a’=  PP  -f*“f*sy^“i~4 Z'. 

Exemtle  I. 

(365)  Soient  proposées  les  deuxformules  A = i4;)'’+  toj'x  + aix*, 
a'=  Q v * + 2 y s’  + 3ox’*,  lesquelles  représentent  deux  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  formule /’-p  ibqn*.  Pour  avoir  le  produit  aa' exprimé 
par  une  formule  de  même  nature  , j’observe  que  les  cocfficiens  i4 
et  9 étant  premiers  entr’eux  , on  peut  , sans  aucune  préparation  , 
appliquer  à cet  exemple  les  formules  du  n®.  362.  Faisant  dono 
/)  = i4 , 7 = 5 ,p'  = 9,  y'=  1,  on  aura  l’équation  i.4n:7F5=y/i'4- 1, 
laquelle  donne  deux  résultats  diflorens  , selon  qu’on  prend  le  signe 
supérieur  ou  l’inférieur. 


t 
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i“.  Avec  le  signe  supérieur  on  aura  n=3  , n'=4  , f=37 , 4=i3  , 
de  sorte  qu’en  faisant 

y = Y y'  + 5 Z y' — iyz'  + zz' 

Z = 14^5'— 9/*  + 4*2', 

le  produit  cherché  sera 

A a'=  i26r*  + 74  YZ+^5Z‘. 

2®.  Avec  l’autre  signe  , on  trouve  n = 1 , n'=a,  ^ = 19, 4 = 5 ; 
donc  en  faisant 

y = j/— 2/— — 3z*' 

Z=  i4_y2'  + 92y'  + 622', 
le  même  produit  sera  de  nouveau 

aa'=  126  r*+38  rz  + 5Z*. 

Maintenant , pour  réduire  ces  produits  à l’expression  la  plus  simple , 
il  faut  faire  dans  le  premier  cas  Z=U — 2 Y,  et  dans  le  second 
Z = U 4T,  ce  qui  donnera  finalement  ces  deux  résultats: 

f U=iyy’-\-^yz — "5  y z' z z' 

(,)  ) r=jy+3yz— 4^2'+2z' 

^ aa'=  i3f/‘  + 22  f/r  + 3or-, 

c z/=  4^y + sy*  + 6^2' — 622' 

(2)  ) T=  yy—yz—2yz'—5zz' 
l aa'=  bU'-^iUY+bi  Y\ 

Exemple  II. 


(366)  Soient  proposés  les  diviseurs  a 2 + 4i  2*  , 

_ y'‘^yz'  + iiz'‘,  tous  deux  appartenaus  à la  formule <*+  i63«*. 
Pour  avoir  leur  produit  exprimé  d’une  manière  semblable  , on 
suivra  les  formules  du  n®.  364  , ^lesquelles  donneront  les  deux 
résultats  que  voici  : 


r r=_yy+ 2y'+ 4122' 

(0  ) z=yz'—y'z 

^ AA'  r=  Y*+  YZ+4iZ\ 

Ç r=jy-4«*v 

(2)^  Z =y  z' + y’z  + zz' 

( AA'=r*+  YZ  + itZ\ 


Dans 


r 
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Dans  les  deux  cas , le  produit  est  de  même  forme  que  les  deux 
facteurs  ; et  en  effet  il  ne  peut  être  de  forme  différente  , puisque  la 
formule  n’est  susceptible  que  d’un  seul  diviseur  quadra~ 

tique. 


(3^7)  PnoBi-feME  II.  Trou%’er  le  produit  de  deux  dluiseurt 
quadratiques  semblables  A=py*  + aqyr.  + rz’,’a'=py"  + 2qy'i'  + rz'*. 

On  pourvoit , par  une  transformation  , réduire  ce  problème  au 
précédent  j mais  il  est  plus  simple  de  procéder  à la  résolution 
directe  de  la  manière  suivante  : 

Soit  py-\-qz  — x f + y s' = x',  on  aura 

A ù!p'-=  (x'-\-az')  (x'-\-a  z')  = {'x  sr'  =fc  a r z'/  + a f xr'zp  x'z)'. 

Si  dans  les  signes  ambigus  du  second  membre  on  prend  le  signe 
inférieur  , et  qu’on  remette  les  valeurs  de  x et  x'  ainsi  que  celle 
de  a,  on  aura  ar*'4-azz'=/)*_y^'+/jÿ('^z'+^'z^+/)rzz' , et 
xz  — X Z = p(y  z' — j'z)  ; d’où  l’on  tire  , après  avoir  divisé  par  p‘, 

A A'  = {'p^y  + yyz'  + 7yz  + rzz';‘  + of_yz'— y'z;*. 

C’est  la  première  valeur  du  produit  a a',  laquelle  est  de  la  forme 
y + az'. 

Pour  avoir  une  seconde  valeur  de  ce  produit , supposons 
A a' + î s yZ  + 4^*j  et  à l’ordinaire  p‘-\- — s*  = a;  nous 
aurons  ^ ^'p^  = (p^  Y t Z )'  + a Z' ; Ae  sorte  qu’en  comparant  cette 
valeur  à la  première  , on  aura 


Z =^x  z'^x'z 
p'Y+sZ  = xx'=tozz', 

substituant  dans  la  dernière  équation  la  valeur  de  a , ainsi  que 
celles  de  x , x\  Z ^ on  en  tire 

Donc  pour  que  Y soit  entier , indépendamment  de  toute  valeur 

f±S  q — 9 . , . 

et  soient  des  entiers  ; 

P P 


particulière  de  z et  x',  il  faut  que 


de-là  on  voit  que  dans  les  signes  ambigus  on  doit  prendre  seu- 
lement le  signe  inférieur  ; c’est  pourquoi  faisant  f = q-\-pn,on  aura 
Y ■=(}'  — nz)  (y  — nz'J—4zz 
Z=p(y*4ry^)  -fajrxx'. 

Hhli 
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Mais  il  reste  à déterminer  n de  manière  que  4 soit  un  entier:  or  on  a 

+ Donc  à l’on 

P'  p‘  P 

cherche  les  plus  petites  valeurs  de  m et  n qui  satisfont  à l’équation 


r =p  m — a q n , 

toutes  les  conditions  seront  remplies  j on  aura  fz=q+pn,  4=m+n’, 
et  le  produit  demandé  sera  dans  sa  seconde  forme , 

Aù'  = p’r‘+  a pr^+4Z‘. 


(368)  L’équation  r=pm  — aqn  dans  laquelle  m et  n sont  des  • 
indéterminées , sera  toujours  résoluble  tant  que  p et  7 q seront 
premiers  entr’eux  ; elle  le  seroit  encore  , si  p el  7 q ayant  un 
commun  diviseur  # , r étoit  aussi  divisible  par  9.  Ce  cas  cependant 
importe  peu  à considérer,  ou  même  doit  être  entièrement  écarté  , 
parce  qn’alors  la  formule  py'  + aq^  z + rx'  ne  pourroit  représen- 
ter que  des  nombres  divisibles  par  9. 

Enfin  il  peut  arriver  que  p e\.  q aient  nn  commun  diviseur  9 , 
lequel  ne  soit  pas  commun  avec  r , alors  l’équation  rz=pm  — aqn 
seroit  impossible.  C’est  ce  qui  aura  lieu  dans  les  deux  cas  ci-après. 

1°.  Si  O est  divisible  par  9 et  non  par  9*,  car  alors  p divise  bien 
mais  p'  ne  peut  diviser  cette  formule  qu’en  supposant 
que  ^ et  u ne  sont  pas  premiers  entr’eux. 

a°.  Si  9 étant  diviseur  commun  de  ^ et  y , les  nombres  />  et  a 
sont  divisibles  par  9’;  car  alors  l’équation  p r — q'  = a pourroit  avoir 
lieu  , sans  que  r fût  divisible  par  9.  Dans  ce  cas  , une  simple  trans- 
formation du  diviseur  py'4-'iqy  z-\-r z'  préviendroit  la  difficulté} 
ou  bien , comme  ce  diviseur  est  alors  delà  forme  p'^'y'  -+•  aq'^yz  -1-  rx*, 
tandis  que  la  formule  qu’il  divise  est  /*-l-o'9*«*,  on  peut  mettre  / à 
la  place  de  9/  , et  u à la  place  de  9»  , et  on  aura  p'y'-Vaq'yz  + rz' 
pour  diviseur  de  Or  dans  cette  dernière  forme  , il  n’y  a 

plus  lieu  à difficulté. 

J ^ 

(36g)  Si  le  nombre  a est  de  fotthëB  n + 5 , et  qu’en  conséquence 
les  diviseurs  quadratiques  proposés  soient  ^=py'  + qy  ^ + 
û' =/>/'*-!- y/'r' -b r*'*,  on  trouvera  par  une  analyse  semblable  à 
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la  précédente , deux  formes  du  produit  a a'.  La^remicre  qui  se 
présente  immédiatement  est 
aa'= 

où  l’on  aura 

y =pyy+k(q  — >)ys+k(q-\-*)y^+rxz 
Z =j  Z— y Z. 

Pour  avoir  la  seconde  forme  , il  faut  chercher  les  moindres  valeurs 
de  m ex,  n qui  satisfont  à l’équation 

r ■=  P m — q n. 

Faisant  ensuite  les  constantes  f — q -{-ipn,  4=m  + n*,  et  les 
indéterminées 

y = (jr—nz}(y—nz}  — -i-sz’ 

2 —p(y^'+y^)+q^‘'  i 

on  aura 

AA'=y,*y  + s YZ  + ^Z'. 

( 370)  II  est  manifeste  que  le  problêrtie  général  qu’on  vient  de 
résoudre  comprend  , comme  cas  particulier  , celui  où  il  s’agit  de 
trouver  le  quarré  d’un  diviseur  quadratique  donné.  Mais  alors  le 
produit  n’est  susceptible  que  d’une  seule  forme  ; car  ayant 
z' — y Z = O , la  première  valeur  de  a a'  n’est  pas  de  la  forme 
d’un  diviseur  quadratique. 

En  général , puisqu’on  peut  exprimer  le  produit  de  deux  divi- 
seurs quadratiques  donnés , égaux  ou  inégaux , par  une  formule 
de  la  même  espèce , laquelle  est  aussi  un  diviseur  quadratique  , il 
s’ensuit  qu’on  pourra  toujours  trouver  un  diviseur  quadratique  égal 
au  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratiques  donnés. 

Et  si  on  s’occupe  seulement  de  la  forme  des  produits , sans 
s’inquiéter  de  la  valeur  des  indéterminées  qui  y sont  contenues  y 
le  problème  devient  beaucoup  plus  simple  , puisqu’il  sufEt  d’opérer 
sur  les  coefEciens  , lesquels  n’oflrent  qu’un  nombre  de  combinai- 
sons limité. 

Ayant  donc  désigné  , par  exemple  , par  , B , C , D , &c. , 
les  dilTérens  diviseurs  quadratiques  qui  conviennent  à une  formule 
donnée  + on  cherchera,  parles  principes  précédons , quelles 
doivent  être  les  formes  des  dilTérens  produits  deux  à deux  , 

Hhh  3 
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yi  B ^ yiC , BB , &c.  Si  l’on  trouve  que  le  produit  yiB  peul  être 

^ C 

à-la-fois  de  la  forme  C et  de  la  forme  D , on  écrira  i 

ainsi  des  autres.  Or  on  conçoit  que  les  produits  deux  à deux  étant 
trouvés  , on  en  déduira  aisément  les  produits  trois  à trois  , quatre  à 
quatre,  &c.  ; de  sorte  qu’on  connoîtra  en  général  les  diverses  formes 
du  produit  qui  résulte  de  tant  de  diviseurs  quadratiques  qu’oa 
Tondra. 

Dans  cette  notation  , il  convient  de  distinguer  BB  de  B';  l’ex- 
pression BB  désigne  le  produit  de  deux  diviseurs  quadratiques 
semblables  à B , mais  dont  les  indéterminées  sont  düTérenles  ; 
l’expression  B'  désigne  le  quarré  du  diviseur  B , et  suppose  par 
conséquent  que  les  deux  facteurs  B eX.  B sont  identiques , tant  dans 
les  coeffiriens  que  dans  les  indéterminées;  cette  circonstance  apporte 
une  modiiication  au  résultat , car  nous  venons  de  voir  que  B'  n’est 
susceptible  que  d’une  forme  , tandis  que  B B en  a.  toujours  deux. 
Une  pareille  différence  se  fera  sentir  dans  les  expressions  BBB, 
B‘B  , B',  et  autres  semblables  : il  est  donc  nécessaire  de  cher- 
cher à quelle  forme  doit  répondre  une  puissance  quelconque  d’un 
diviseur  quadratique  donné.  C’est  l’objet  du  problème  suivant. 

(371)  Problème  III.  Étant  donné  un  diviseur  quadratique  x 
de  la  formule  l*-i-au*,  trouver  le  diviseur  quadratique  de  la  même 
formule , par  lequel  la  puissance  x'  puisse  être  exprimée. 

Premier  Cas.  Soit  le  diviseur  donné  x=py'  + iqj'z  + rz'^  et 
supposons , pour  éviter  toute  dilEcalté  , que  ce  diviseur  a été  pré- 
paré de  manière  que  le  coefficient  p est  un  nombre  premier  non 
diviseur  de  a. 

On  peut  d’abord  démontrer  qu’il  n’existe  qu’un  seul  diviseur 
quadratique  dans  lequel  a*  puisse  être  contenu.  En  effet , quel 
que  soit  le  diviseur  quadratique  qui  contient  A*,  il  devra  contenir  p’. 
Or  on  a déjà  prouvé  (n®.  v3a  ) que  /?  étant  un  nombre  premier, 
la  puissance  p'  ne  peut  appartenir  qu’à  un  seul  divi.-^eur  quadra- 
tique. Donc  il  n’y  a aussi  qu’un  seul  diviseur  quadratique  qui  puisse 
contenir  a". 

Cela  posé , puisqu’on  a/>r  = ÿ*-{-a,  si  l’on  fait  en  général 
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( q-\-\/^ay  z=.F-\-G  v/ — a , (q  — ^ — <^T  = P — G^/~^a  , on 
aura  (q'-\r  a)'  ou  p'  r^=  F‘+  a G’.  Or  je  dis  que  G cl  p sont  pre- 
miers cnlr’eux , car  si  G étoil  divisible  par  p , A’  le  seroit  aussi 


d’après  la  dernière  équation.  Mais  on  a F=q 

ft  • /I  1 1 . 3 • 71  —3 


1 . 1 


a + 


1.3. 3. 4 

_ / 71.71 — 

on  aura  a= — o’,  et/'=o'(  iH 

\ 1.3 


ÿ’“*a* — &c. , et  si  on  néglige  les  multiples  de  p, 

n.Jl I 71.71 1.71 3.71 — 3 


- + - 


1 .3.3. 4 


+ &c.) 


= Donc  q , et  par  conséquent  a , seroit  divisible  par  p , ce 

qui  est  contre  la  supposition. 

Puis  donc  que  G et  p sont  premiers  entr’eux  , on  pourra  faire 
F=  ÿ G+p‘fi , p et  étant  des  indéterminées  , et  en  substituant 
cette  valeur  dans  l’équation  p'r'=  F‘  + aG',  on  en  conclura  que 
e*4-u  est  divisible  par  />*,  et  qu’ainsi  on  peut  faire  t'  + a =p'4- 

Ayant  déterminé  de  cette  manière  les  quantités  ^ et  4 » on  aura 
le  diviseur  quadratique  p'y'  + ipYZ  + -lZ',  lequel  appartient  à 
la  formule  puisqu’on  a/7"4 — p'=a.  Ce  diviseur  est  celui 

qui  contient  généralement  la  puissance  a',  puisqu’il  contient  le 
nombre  p*;  mais  il  faut  voir  comment  on  déterminera  .X  et  ^ en 
fonctions  de  j et  z. 

Soit  donc  y=p"Y'  + 7^YZ + 4Z'y  ovi  à’p’=(p’y+fZ)’  + aZ'  : 
on  a d’ailleurs  &p  = (pjr  + qz)'  + a z'j  donc  si  l’on  fait  py  + qz  = x , 
p'Y+pZ=X,  on  aura  X'  + a Z'  = ( x‘  + az‘)'.  Or  on  satisfait  gé- 
néralement à cette  équation, en  prenant  Af  + Z^'  — a=(x  + z \/ — a)', 
d’où  l’on  tire 


„ , 71.71 1 . , n.Tl 1.7» 3.7» 3 

X = X- x-‘a  z'  + — *-<aV—  &c. 


1.3 


1.3. 3. 4 


Z = 77X'  ’Z 


71.71 1 .71 3 


’az’  + 


71.7» 1 .71 3.71—3.71—4 


t.a.3  ' 1.3. 3. 4. S 

La  valeur  de  Z est  déjà  exprimée  par  une  fonction  entière  de  x et 


de  z , ou  par  une  de  y et  de  z ; quant  à J',  on  a 


X—tZ 


or  X^—e’Z'  = X'  + aZ‘—p’4Z‘  = p’(^'—4Z*)  , donc  il  faut  que 
divisible  par  p‘.  Mais  on  voit  par  l’équation p’4 — p‘=a 
que  ? ne  peut  être  divisible  par  p , puisqu’alors  a seroit  divisible 


— &c. 


Digitized  by  Google 


43o  THÉORIE  DES  NOMBRES, 
aussi  par  p , contre  la  supposition.  On  ne  peut  supposer  non  plus 
que  Z soit  divisible  indéfiniment  par  p , car  alors  X seroit  aussi 
divisible  par  p,  ainsi  que  + donc  en  omettant  les  multi- 
ples de  /J , on  auroit  o z*  = — ar*,  valeur  qui  étant  substituée  dans 
celle  de  X,  donne 


/ n.n — i n.n — i.n- 
X = a;’(i+— — + 


+ &c.)  = 2— 


1.3  1.2. 3. 4 

donc  il  faudroit  que  p divisât  x , et  par  suite  r , ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  , puisque  J'  et  z sont  des  indéterminées  à volonté. 

Puisque  la  quantité  X’ — f'Z'  est  divisible  par  p',  et  que  ses 
deux  facteurs  X+f  Z , X — fZ  ne  peuvent  avoir  p pour  commun 
diviseur  , il  s’ensuit  que  l’un  de  ces  facteurs  est  divisible  par  p'.  Et 
comme  le  signe  de  ? est  arbitraire  , on  pourra  supposer  queX— 
représente  celui  des  deux  facteurs  qui  est  divisible  par  p".  Donc 
la  valeur  de  ï"  développée  en  fonction  àe y z , sera  un  nombre  • 
entier , quels  que  soient  y et  z.  Donc  le  diviseur  quadratique 
p'Y'  + itYZ-r-^Z'  ainsi  déterminé  , sera  égal  à la  puissance  n du 
diviseur  proposé  p y’ -{'iqy  z-\-rz‘. 


(372)  Second  Cas.  Soit  la  formule  donnée  ^ z=py'  + çyz  + rz’, 
où  l’on  suppose  p j q ^ r impairs  et  4p  f — q'  = a. 

On  préparera  encore  , s’il  est  nécessaire , cette  formule  de  ma- 
nière que  le  coellicient  p soit  un  nombre  premier,  et  on  demon- 
treroit  d’ailleurs  , comme  ci-dessus,  qu’il  n’y  a qu’un  seul  diviseur 
quadratique  qui  puisse  contenir  la  puissance  demandée  a’. 

Représentons  ce  diviseur  par  la  formule  p'Y'-\-  iYZ  4 Z',  il 
faudra  qu’on  ait  4 p'4  = t‘  + a-  Or  comme  on  a déjà  ipr=q'-\  a , 
si  l’on  fait  f + — a)‘  — ^ F+^G\/ — a , les  nombres  i^et  G 

seront  toujours  entiers  (n“.  5y)  , parce  que  a étant  de  la  forme 
8rt  + 5,  — a est  de  la  forme  4'*+*  '■  °n  aura  en  même  temps 

fî?  — r = — a,  et  par  conséquent ^ 

ou  p’r'  =jCF’  + a G’).  Or  on  prouveroit  , comme  ci-dessus  , que 
F el  G sont  premiers  entr’eux , ou  qu’ils  ont  seulement  2 pour 
commun  diviseur  j donc  on  pourra  faire  F=*  G-\-7p"  H,  c’est- 
à-dire  qu’on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  impair  f<p' 
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r « G 

tel  que  — — : soit  un  entier.  Celte  valeur  de  F étant  sub^ti- 

P 

tuée  dans  l’équation  4 p'r"  = F'  + a G‘,  on  en  conclura  que  - — - — 
doit  être  un  entier}  et  comme  r’  + a est  delà  forme  8«+4  , on 
aura  en  meme  temps  - - - égal  à un  entier.  Soit  donc  t'  +a=ip'4t 

et  il  est  clair  que  par  le  moyen  de  ? et  4 > on  aura  entièrement 
déterminé  le  diviseur  quadratique  qui  contient  p‘ , lequel  sera 

P'y‘+trz+iz\ 

Maintenant , je  dis  que  ce  diviseur  contient  en  général  a",  en  sorte 
qu’on  peut  supposer  p’y‘  + 9yZ  + -iZ'  = a’=  (pj  ’ + çj'  z + rz')'; 
c’est  ce  qui  sera  évident  , si  de  cette  équation  on  peut  tirer  de.s 
valeurs  entières  de  y el  Z , quelles  que  soient  les  indélerminées_y 
et  Z de  la  formule  proposée. 

Or  de  l’équation  précédente  on  tire  4 A'p'=  ( 2 p'Y+pZ )’  + aZ‘ 

— 4 ^ ^ ^ ^ moment  7p'Y  + *Z=Xy 

opj  + ç Z = X , on  aura  l’équation  X'  + aZ’  z=i  (^x'-\-^az')'.  Or 
on  satisfait  généralement  à celte  équation  en  prenant 
ax-\-'-z^-arz=iX+^,Zy/-a; 
et  on  sait  que  les  nombres  X et  ^ tirés  de  celle-ci  seront  tou- 
jours entiers}  il  reste  donc  à démontrer  que  T est  aussi  un  entier. 
Or  on  a q/»'X  =X  — * Z et  X‘-i-aZ’  = 4 A'yj*}  substituant  dans  la 
seconde  , au  lieu  de  a , sa  valeur  , 4 p'4  — p',  on  aura  X’  — f'Z’ 

— ip'C^' — 4 Z' J.  Or  on  prouvera,  comme  ci-dessus,  que  les 

facteurs  X — pZ  , X+P^  n’ont  point  de  commun  diviseur  autre 

que  2}  donc  puisque  X'  — t‘Z’  est  divisible  par  p‘,  il  faut  que 

l’un  des  facteurs  X — fZ  , X+pZ  soit  divisible  par  p",  et  comme 

on  peut  prendre  à volonté  le  signe  de  » , on  pourra  représenter 

par  X — tZ  celui  des  deux  facteurs  qui  est  divisible  par  p',-  il  le 

sera  en  même  temps  par  2 p",  parce  que  s est  impair  } donc  la 

. , X—fZ  . , . 

quantité  Y = ;; — sera  toujours  un  nombre  entier , ou  plutôt 

^ P t 

sera  une  fonction  entière  des  indéterminées  et  z.  Donc  la  for- 
mule p'Y'  + fY  Z + 4 Z‘  représentera  en  général  la  puissance  n 
de  la  formule  proposée 
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Remarque.  Si  l’on  veut  simplement  savoir  à qudle  forme  des 
diviseurs  quadratiques  appartient  la  puissance  n d’un  diviseur  qua- 
dratique donné  a,  l’opération  se  réduit  à déterminer  les  coelliciens  f 
cl  4 > comme  on  l’a  expliqué  dans  les  deux  casj  ensuite  on  ramènera 
ù l’expression  la  plus  simple  la  formule + 2 f _y  z + 4 j ou  la 
formule  py'  + fyz  + 4~'  (si  a est  de  la  forme  8/1  + 3) , qui  contient 
la  puissance  désignée. 

]1  est  facile  maintenant  d’évaluer  dans  les  produits  des  quantités 
y B y C,  &c.  (n®.  370)  les  termes  qui  contiennent  des  puis- 
sances de  ces  quantités. 

Exemple  I. 


(373)  Soit  la  formule  <’+4i«*  dont  les  cinq  diviseurs  quadra- 
tiques sont  : 

.^=s^'  + 2_f  Z + 42Z*  Z?  = 3_7'*  + 2+z+ i4z* 

.B  = 2>*  + 2_yz  + 2i  z’  £ = 6_7'*  + 2_7'z  + 7z*. 

C = 5^'’  + 6j>'z+ loz’ 

Si  on  multiplie  entre  eux  deux  diviseurs , tels  que  C et  D ( en 
distinguant  par  des  accens  les  indéterminées  de  l’un  des  deux  ) , 
on  trouvera  (n®.  362)  que  le  produit  CD,  réduit  à l’expression 
la  plus  simple  , est  à-la-fois  de  la  forme  D et  de  la  forme  E.  On 
trouvera  semblablement  les  autres  résultats  suivans  qui  renferment 
les  formes  des  produits  de  deux  diviseurs  semblables  ou  dissem- 
blables , dans  toutes  les  combinaisons  possibles  ; on  y a joint  les 
quarrés  de  ces  memes  diviseurs  trouvés  par  les  formules  du  n®.  367, 
ou  par  celles  du  n®.  371  ; 


.A'— .Al 
B'=A 
C*  =B 
D‘=C 
E'  =C 


AA=A 
AB=B 
AC  = C 
AD=D 
AE=E 


BB  — A 
BC==C 
BD  = E 


De-là  on  déduira  la  forme  du  produit  de  tant  de  diviseurs  qu’on 
jroudra , où  l’on  pourra  faire  entrer  des  puissances  supérieures  à U 

seconde  , 


Digitized  by  Google 


Q U A T R J Ê M E PARTI  F..  435 

seconde,  en  chercliant  la  valeur  par  les  formules  du  n°.  371 . Par 
exemple  , les  produits  des  trois  diviseurs  semblables  seront  : 


BB/i  r=AB=n 


DDD  — ^ 

uuu-^  C’/J  - 


ccc 


{ 


AC  _ ( C 
B C '-}  C 


EEE 


d’où  l’on  voit  que  le  produit  B B B &e  réduit  à la  seule  forme  B ; 
que  le  produit  CCC  se  réduit  de  deux  manières  différentes  à la 
forme  C;  que  le  pjroduit  D DD  se  réduit  de  deux  manières  à la 
forme  D , et  d’une  manière  à la  forme  E , &e.  Dans  le  cas  où 
les  trois  facteurs  seroienl  égaux  , les  produits  se  réduiroient  à 
une  seule  forme,  et  on  auroit  (n*.  371) 

A'  = A,  B'=B,  C — C,  D'=E  , E-  =D. 

Exemple  II. 


(374)  Considérons  encore  la  formule  /’  + Sgu’  qui  a sept  diviseurs 
quadratiques , savoir  : 

A z + ÿoz'  £ = 7jv‘  + 6^  c+ i4  =* 

B = + z-^i5z'  E=3^'  + ij'z  + 3oz' 

C = 9j'‘  + 2_7'z+ lox*  G = 6_7-*+ i5i*. 

D = i8y  + -ij'z  + 5z‘ 

Les  combinaisons  de  ces  diviseurs  multipliés  deux  à deux,  donnent 
les  résultats  suivans , auxquels  on  a joint  les  quarrés  de  ces  mêmes 
diviseurs  : 


A'=A 

AA=A 

B'^A 

AB=B 

C*  =D 

AC=.C 

D'=D 

^D=D 

E'  =B 

AE  =E 

F'  =C 

AF=F 

AG  = G 

BB=A 

cc=H 

BC=D 

BD=zC 

CD={f 

BE=E 

CE={g 

BF=G 

BG=F 

1 

cc={® 

DD= 

[e 

DE=- 

P 

IG 

DF=^ 

(E 

[g 

DG-- 

[f 

EE={^ 

EE={C 

EG={g- 

EC_{« 

««={e 
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De-là  OD  déduira  aisément  les  formes  des  produits  de  tant  de  dlri- 
seurs  qu’on  voudra  , ayant  soin  de  prendre  pour  les  puissances 
supérieures  à la  seconde  les  formes  déterminées  n®.  Syi.  Par  exem- 
ple , si  on  veut  avoir  toutes  les  formes  des  produits  , B'C, 
OD , &c.  , on  trouvera 


A'A=A 

B'A=A 

OA=  D 

A' B =B 

B'B=B 

CB=  C 

A'C  =C 

B'C  =C 

ocM 

A'D=D 

B'D=D 

l ^ 

A'E  —E 

B‘E  =E 

C-D=\-^ 

A'F=F 

B' F =F 

C f 

A'G—G 

B'G-G 

D'A=  D 

E'A=B 

D'B=  C 

E'B=A 

E’C  =D 

E'D  =C 

D’e=Sf 

E'E  =E 

c rp 

E'F  — G 

2 G 

E'G=F 

z?’G={5 

1 

FA= 

C 

FB  = 

D 

F'Ct=\ 

( 

[JJ 

F^D=\ 

i 

( 

.FE  —■ 

1 

(G 

( 

!" 

FG=\ 

\E 

LG 

G'R^ 


C 

D 

A 

ü 


G-D={” 


Au  moyen  de  ces  développemens  , on  peut  voir  tout  d’un  coup 
quelles  sont  les  combinaisons  qui  peuvent  produire  une  forme 
déterminée.  Ainsi  on  voit  que  A résulte  également  des  sept  combi- 
naisons A'A  , B'A  , OA  , D'D  , E'B , F’C , G'C;  de  sorte 
que  si  on  avoit  à résoudre  l’équation  <*  + 89«‘  = 4r*x',  cette  équa- 
tion «auroit  sept  solutions. 

De  même  ayant  trouvé  A' — A , B'=B,  0 = C,  D'=A^ 
E’=JE,  G’=jE,  on  en  conclura  que  l’équation^* + 89;*=x’ 

a deux  solutions  , que  l’équation  7^*  + 6_yx+ i4  z*  = x’ en  a trois, 
que  l’équation  i8y*+3^x  + 5s’  = x’  n’en  a aucune,  et  ainsi  des 
autres. 
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A 

J.  IV.  Résolution  en  nombres  entiers  de  réquation 
Ly’-|-Myz-f-Nz’=bn,  n étant  le  produit  de  plusieurs 
indéterminées  ou  de  leurs  puissances. 


(375)  Soit  LN — si  Al  est  pair,  ou  \ LN — AV— a., 
si  Al  est  impair , il  est  aisé  de  Toir  que  le  premier  membre  do 
l’équation  proposée  sera  un  diviseur  quadratique  de  la  Tormule 
t'  + au',  et  cette  équation  elle-même  étant  multijdiée  par  L ou  4/. , 
deviendra  de  la  forme  r + a«*=cn  , c étant  1,1/  ou  iLb.  De- là 
il  suit  que  tout  facteur  de  n doit  diviser  la  formule  et 

par  conséquent  pourra  être  représenté  par  un  diviseur  quadratique 
de  cette  formule.  C’est  de  ce  principe  , et  de  la  théorie  exposée 
dans  le  précédent , que  nous  déduirons  la  solution  générale  de 
l’équation  dont  il  s’agit  ; mais  d’abord  il  convient  de  débarrasser 
le  second  membre  du  facteur  constant  c. 

Si  dans  l’équation  t‘  + au'  = c'n  , on  suppose  t et  « premiers 
entr’eux  , il  faudra  que  m et  c le  soient  aussi , et  alors  on  pourra 
faire  t=  nu  + cx  , ce  qui  donnera,  après  avoir  substitué  et  divisé 
par  c. 


(n'  + a\ 

J u'  + 7 n U X + c X = n. 

Or  U etc  sont  premiers  entr’eux , donc  il  faut  que  n’  + a soit  divisible 
par  Cj  et  en  faisant  n‘ + a=  me  , on  aura 


mu'  + inux  + cx'=n^ 

équation  dont  le  second  membre  est  dégagé  du  facteur  constant  c, 
et  dont  le  premier  est  encore  un  diviseur  quadratique  de  la  formule 
i‘  + au',  puisqu’on  a /ne — n'=a. 

On  aura  donc  autant  de  ces  équations  à résoudre  , qu’il  y aura 
de  valeurs  de  /i,  moindres  que  7C,  telles  que  n‘  + a soit  divisible 
par  c. 

Soit  f y'-{-7gj's  + kz'  = Ti  l’équation  ou  l’une  des  équations  qui 
restent  à résoudre.  Le  premier  membre  étant  un  diviseur  quadra- 

lii  3 ‘ 
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tique  de  la  formule  t'  + au',  il  faudra  d’abord  chercher  tous  les 
diviseurs  quadratiques  de  cette  formule  , que  l’on  désignera  pur 
les  lettres  ^4  , B y C , D , &c.  Ensuite  comme  n est  supposé  le 
produit  de  plusieurs  indéterminées,  on  cherchera  , par  les  méthodes 
précédentes , toutes  les  formes  au.xquelies  se  réduit  le  produit  n 
eu  supposant  que  les  indéterminées  sont  représentées  par  les  lettres 
u4.  y B y C y D y &c. , suivaut  toutes  les  combinaisons  possibles  , et 
en  observant  que  différentes  indéterminées  peuvent  être  désignées 
par  la  même  lettre.  Cela  posé,  parmi  toutes  ces  formes  on  distin- 
guera celles  qui  donnent  pour  résultat  la  lettre  correspondante  au 
diviseur  quadratique  du  premier  membre  fy'-\-igyz^hz'^c\  il 
est  clair  qu’autant  on  trouvera  de  ces  formes  , autant  il  y cura 
de  solutions  de  l’équation  fy'-\-igyz-\-hz'  = n.  Il  faudra  ensuite , 
pour  obtenir  réellement  les  solutions  , faire  le  développement  suc- 
cessif des  produits  suivant  les  règles  que  nous  avons  données  dans 
le  5.  précédent  , et  alors  les  indéterminées  et  z s’exprimeront 
finalement  en  fonctions  des  indéterminées  analogues  qui  entrent 
dans  les  différens  facteurs  du  produit  n.  Tout  cela  s’éclaircira  satll- 
.samment  par  des  exemples. 

Exemple  I. 

(376)  Soit  proposée  l’équation  /*  + 4 i n’  = 1 i3.r’;  je  développe 
d’abord  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  /*  + 4 1 , lesquels  sont , 

comme  on  l’a  déjà  vu  ( n®.  373  ) , ^ 

yt  = y' y-iy  D = ?>y'  + !xy  z-{- \iz' 

B = ly' + "iy  z-\-i\ z'  £ = + 5 + 7x‘. 

C = 5_y*  + G_y-4*  toz* 

Parmi  ces  diviseurs,  il  n’y  a que  yf  yB  yC  qui  comprennent  les 
nombres  4''+t  » Pt  dans  lesquels  on  pourra  trouver  ii3.  Or  si  le 
diviseur-^  contenoit  ii3,  il  faudroil  que  ii3  fût  de  la  formule 
r’-f-4i  u'y  ce  qui  n’a  pas  lieu  , comme  on  le  voit  au  premier  coup 
d’ccil  ; pareillement  si  le  diviseur  B contenoit  1 13,  il  faudroit  que 
2x1 13  ou  22G  fût  de  la  forme  c’est  encore  ce  qui  n’a 

pas  lieu.  Comme  cependant  on  peut  voir , par  le  caractère  (~)  = i, 
que  i i3  est  diviseur  de  C + 4i  t<’,  il  s’ensuit  que  ti3  est  nécessaire- 
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ment  compris  dans  le  diviseur  quadratique  C;  et  en  effet  on  a 
5.  u3  = 565  = 1 4’4- 4i .3*.  Puisque  i4*  + 4i.3*  est  divisible  par 
1 1 3,  si  l’on  fait  i4  = 3n — ii3w,  il  faudra  que  n*  + 4 i soit  divi- 
sible par  1 13.  Or  la  valeur  de  n tirée  de  cette  équation  est  n~  — 33. 
On  connoît  donc  ainsi , d’une  manière  directe  et  presque  sans  tâ- 
tonnement, la  valeur  de  n qui  rend /i*4- 4 1 divisible  par  it3.  (Jette 
méthode  , que  nous  venons  d’exposer  avec  quelque  détail , est  un 
développement  de  celle  du  n®.  187. 

Cela  posé  , soit  < = 33«+ii3/',  on  aura,  après  avoir  substitué 
et  divisé  par  1 13  , 

io«*-}-66m  / ' + 1 13/'<'  =jf*. 

Pour  réduire  le  premier  membre  à une  expression  plus  simple  , soit 
u = u' — 3/',  on  aura 

5 /”/'  + 6 /'ti'  + 10  «'«'  = 

Le  premier  membre  étant  de  la  forme  C,  il  faut  chercher  parmi 
les  valeurs  de  /?•,  Sic.  colles  qui  peuvent  être  de  la  forme  C,- 
or  on  trouve  (n°.  373)  que  D'  et  sont  de  celte  forme  ; donc 
l’équation  proposée  est  susceptible  de  deux  solutions  , selon  que 
l’on  supposera  x ^ JJ  ou  x = E. 

Soit  1“.  x~7iy'  + -2yz-\-  i4j*j  on  trouvera  par  les  formules  du 
n".  371,  x’’ —5  Y’ + Q}' Z + \o Z‘,  les  valeurs  de  et  if  étant 
— jy'  + iyz  + Gz',  Z = y'-\-7yz — 4i*,  de  sorte  qu’on  aura 
en  même  temps  t'  — Y,  u'=Z. 

Soit  a®.  X = 6 y’  + ^ y Z + J s‘,  le  résultat  de  cette  seconde  valeur 
pourra  se  déduire  facilement  du  précédent  (en  mettant  ly  à la 
place  lie  y , et  divisant  par  2 tant  la  valeur  de  .t  que  celles  de  Y 
et  2 ) ; on  aura  ainsi  x'~5Y"  + (iy Z + 10 Z',  Y— — 7y’  + 4yz  + 5z', 
Z = 7y'  + 7yz  — 2 s’,  et  on  fera  de  nouveau  t'  — Y,it'  — Z. 

11  reste  à substituer  les  valeurs  de  l'  et  u dans  celles  de  t et  u ; ce 
qui  donnera  les  deux  solutions  suivantes  de  l’équation  proposée 

x=3_j'*  + î>'=+  i4i*, (=15^*-}-  I22j's — 482*,  ur=^4y' — ioyz—77z‘ 
x—i3y'-^-7yz  + Jz' , t—'68y'+  l2'jyz — 24z‘,  u=^Hy'—~ioyz — 1 12*. 

ExEMrLE  II. 

(Ô77)  Proposons-nous  maintenant  l’équation  + 4i  «*=i  i3x’. 

L’opération  préliminaire  pour  diviser  chaque  membre  par  ii5  , 
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éiuiil  faite  comme  dans  l’exemple  précédent , on  aura/=33u'+  j4i', 

u = — 3t'j  et  la  transformée  sera 

5/'/'4-6/'u'+  ior/«'  =x"'. 

Il  faudra  donc  chercher  les  différentes  formes  des  quantités 

C” , &c. , et  voir  si  la  forme  C y est  comprise.  Or  on  trouve 
(n®.  373)  que  la  forme  C ne  peut  résulter  que  de  C’,  et  ainsi 
l’équation  proposée  n’est  susceptible  que  d’une  solution. 

Maintenant  si  on  fait  x z=  C— 5jy‘ + 6^  z+ \oz',  on  trouvera, 
d’après  les  formules  du  n®.  371  , ^=±47,  4=  18  et4:’=i55y* 
±94!'^  + Quant  aux  valeurs  de  T et  Z , elles  doivent  être 

déduites  des  équations  x-îbYdL.k’jZ—x' — io3.ra’,  Z=2x'z — 4iz\ 
où  l’on  a .r  = 5_y  + 3s;  or  pour  que  Y soit  une  fonction  entière  , 
on  trouve  qu’il  faut  dans  le»  signes  ambigus  prendre  l’inférieur,  et 
alors  on  a 

Y =jf' + 5o  jy’ Z + 3oyz’ — 8 
Z = 75y  *z  + goyz* — i4  s’ 
x'=  i75Y‘—ç)iYZ+ifiZ\ 

La  valeur  de  x'  se  réduit  à l’expression  la  plus  simple  5l’t' + 
iouii  en  faisant  Z=3Y — /<',  puis  Y=:t' -j-iu',  de  sorte  qu’on  aura 
i*'^'iY—Z=3y^+  i5yz—ioz\t‘=7Z—5Y=—5y^  -\-?.oyz‘ + t-2z\ 
Donc  enfin  la  solution  de  l’équation  proposée  est  comprise  dans 
les  formules 

X =5  y"  + 6yr+  los* 

/ = 2gy’  + 4g5.)'*s+ 420_yz* — iGaz’ 

u = iby'  + i5y’z  — goyz* — 46z’. 

Exemple  III. 

(378)  Si  on  propos»  en  général  l’équation  l‘  + 7u'  ■=  ii3x",  la 
manière  la  plus  simple  de  la  résoudre  , est  de  faire  + 

ii3  = 9’  + 2.4*j  et  on  aura  /’  + sk*  = fg*+a.4Q  fj’  + azQ".  Or 
on  satisfait  généralement  à cette  équation  , en  prenant 
i + u^/ — 2 = f9±4  \/ — ^)(y  + zy' — a)”. 

Soit  donc  (y+z{/ — 7)"  = Y Z\/ — 2 , on  aura  t + u{/ — 7 = 
("9^4^/ — 7j  {Y+Z\/ — 7J  , partant 
/ =ç)Y=p8Z 
U = (J  Z :±:  4 Y. 
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C’est  la  seule  solution  dont  l’équniion  proposée  soit  suscc])tible  , 
ptiree  que  x , comme  diviseur  de  /*  + 2 u‘,  ne  peut  avoir  que  la  seule 
forme  j'’  + ‘2  z'. 

Exemple  IV. 

(^'7'j)  L’équation  £■  4-89M’ = .v\  doit  avoir  deux  solutions,  ainsi 
que  nous  l’avons  déjà  remarqué  à la  fin  du  n®.  L’une  des  solu- 
tions où  â’on  aura  x =j'*  + 8()s’,  se  trouve  immédiatement  par 
l’équation /*  + 89 -1-89 à laquelle  on  satisfait  en  faisant 
(y-\- z\> — Sp/jet  ainsi  on  aura  — a&jyz', 

H = 3^*s  — 89  z'.  La  seconde  solution  , fondée  sur  ce  que 
se  trouvera  comme  il  suit. 

Ayant  fait  x = D = 5y’  + 7jy  z+  iSz'  -,  si  l’on  applique  à ce 
ras  particulier  les  formules  du  n“.  871  , on  aura  p z=  5 , 7 = 1 > 
r=i8,  f = G,4=i,  ce  qui  donnera 

x’=  n5  r'+  12  TZ  + Z* 
y = y' — ’ày'z — \ 2y  z'  + 7z' 

Z = 75_y’z  + 3oy'z* — 86z\ 

Or  on  peut  me  t tre  la  valeur  de  x’  sous  la  forme  x’=(' Z + GfQ’  + 8g 
laquelle  étant  comparée  à l’équation  proposée  , donnera  t—Z  q-6  J', 
n — y f donc  enfin  la  seconde  solution  de  celte  équation  seia 
donnée  par  les  formules 

X = 5 y'  -|-2_yz  + i8i* 
t Gy^  + 5jy'z  — 4j_yz* — 74  z’ 
u=zy' — 3^*5 — l2yz*  + 2z’. 

Exemple  '' 

(38o)  Onadéjà  remarqué  (n®.  Zyi)  qne  l’équation  <’+  8g«*=x’x' 
doit  avoir  sept  solutions  , attendu  que  la  forme  ^ résulte  des  sept 
combinaisons  B'A  ^ CD,  D'D,  E'B , F'C,  G'C.  Pour 

développer  une  de  ces  solutions  , prenons  la  combinaison  CD,  et 
faisons  en  conséquence  x=çty'  + oyz+  loz',  x'—5y'‘  + ay'z'  + i8s", 
on  trouvera  d’abord  par  les  formules  du  n®.  867,  ou  par  celles 
du  n®.  371 

x'  = 5T'  + 7Tf'+i8f^ 

T =y' — 8yz  + 2z* 

= ay'  + ay  Z — 2z‘. 
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Si  ensuite  on  multiplie  la  valeur  de  jr*  par  celle  de  x' , on  trouvera 
par  la  première  des  deux  formules  du  n“.  367 , 

x'x'  = (5Ty+  Tz'+f^y+  i8f^z')'  + 8g  ÇTz'—yyy, 
Comparant  ce  résultat  avec  l’équation  ptoposée  C-p89o*  = a*a-', 
on  aura 

< =57’y+7'z'+/^y'+i8/V 

U = t/—  F y ; 

d’où  l’on  voit  que  les  quatre  indéterminées  / , m , a- , ar'  sont  expri- 
mées eu  fonctions  de  quatre  autres  indéterminées  indépendantes 
J' , r , y\  z'f  ce  qui  constituera  la  première  solution.  On  trouvera 
par  des  calculs  semblables  les  six  autres  solutions  dont  l’équation 
proposée  est  susceptible. 

Remarque.  Pour  peu  qu’on  y fasse  attention , on  verra  que  cette 
ibénrie  s’étendroit  facilement  au  cas  où  le  premier  membre  de 
l’équation  proposée  seroit  un  diviseur  de  la  formule  /’ — au'.  On 
pourroit  aussi  résoudre , par  les  mêmes  principes , le  cas  où  les 
indéterminées  du  premier  membre  seroient  supposées  avoir  un  divi- 
seur commun  ; mais  nous  n’avons  pas  cru  devoir  entrer  dans  tous 
ces  détails , qui  n’oifrent  maintenant  aucune  difliculté. 


S.  V. 
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5.  V.  Démonstration  d'une  propriété  relative  aux 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  U-+-au’j  a étant  un 
nombre  premier  8 a -4-1. 

O.v  a déjà  remarqué,  n*.  îi5,  que  si  dans  la  formule  /’  + ar/*, 
a est  un  nombre  de  forme  8a  + 5,  deux  diviseurs  conjugués  do 
cette  formule  , tels  que  p y'  mz',  spy'-i-a  qy  z-\-mz' , 

appartiendront  toujours  l’un  à la  forme  4 n -t-  • , l’autre  à la  forme 
4a — i J de  sorte  qu’alors  il  y a autant  de  diviseurs  quadratiques 
4 a+  i que  de  diviseurs  4a — i , et  ce  résultat  a lieu  quel  que  soit 
le  nombre  a , pourvu  qu’il  ne  sorte  pas  de  la  forme  8a  + 5. 

An  contraire  , lorsque  a est  de  forme  8a  + 1 , les  deux  diviseurs 
conjugués  dont  il  s’agit  sont  tous  deux  de  la  forme  4a-i-i  , ou 
tous  deux  de  la  forme  4 a — 1 , de  sorte  qu’on  ne  peut  plus  rien 
conclure  sur  le  nombre  relatif  des  uns  et  des  autres , et  en  effet 
l'inspection  de  Irf  Table  IV  fait  voir  qu’il  y a à cet  egard  une 
grande  Irrégularité.  Mais  lorsque  a est  un  nombre  premier , on 
remarque  dans  celte  même  Table  que  le  nombre  des  diviseurs 
quadratiques  4a+  t surpasse  constamment  d’une  unité  le  nombre 
des  diviseurs  — i.  Ainsi  on  voit  que  la  formule  ii  u*  a trois 

diviseurs  quadratiques  4a  + i , et  seulement  deux  4 a — 1 ; que  la 
formule  t’  + Sgu*  a quatre  diviseurs  quadratiques  4a+i,  et  seu- 
lement trois  4'*  — ' > 

On  s’assurera  aisément  de  celte  propriété  dans  beaucoup  d’au- 
_lres  cas  particuliers  ; mais  il  n’est  pas  aussi  facile  de  l’établir  d’une 
manière  générale  et  rigoureuse.  Voici  la  série  de  propositions  que 
celte  démonstration  semble  exiger  : elles  offriront  en  même  temps 
divers  résultats  remarquables  qui  contribueront  à étendre  et  per- 
fectionner les  théories  précédentes. 

(.^81)  Proposition  I.  Soit  a un  nombre  premier  4n-(-i  , et  soit 
py’-|-3qy»4-3nii*  un  diviseur  quadratique  4 n + 1 , de  la  formule 

Kkk 
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t*  + a u‘,  je  dis  que  l'équation  U'—  py‘  + 2qyz  + 2m  z*  sera  tou- 
jours résoluble. 

Car  si  l’on  multiplie  cette  équation  par  p , et  qu’on  fasse 
py-^q  Z = X , on  aura  pi/'‘  = x*  + az*,  équation  toujours  possible 
(Voyez  n”’.  27  et  196). 

Il  est  inutile  d’observer  que  si  py'  + 7 qy  z + 7 m z'  étoit  un  divi- 
seur in — 1,  l’équation  U‘=py'  + i qyz  + imz'  seroit  impossible, 
puisqu’aucun  quarré  ne  peut  être  de  la  forme  in — i. 

(382)  Proposition  II.  a étant  un  nombre  premier  8n+i, 
la  formule  t*  fau*  aura  toujours  un  diviseur  quadratique  de  la 
forme  fy*-i-2gy  z+afz’. 

Car  on  peut  toujours  (n°.  147)  satisfaire  à l’équation  0=2/’’ — g', 
laquelle  étant  posée  , il  s’ensuit  que fy' ■irtgyzyi  f z'.,  ou  l’expres- 
sion la  plus  simple  de  cette  formule,  est  un  diviseur  quadratique 
de  la  formule  i'  + au'. 

Remarquez  que  le  diviseur  fy'-¥^gy  z + nfz‘  ne  diflëre  pas  de 
son  conjugué  ; dans  ce  ras , par  conséquent , les  deux  diviseurs 
conjugués  se  réduisent  en  un  seul , qu’on  peut  appeler  diviseur 
singulier, 

(383)  Proposition  III.  a étant  un  nombre  premier 
il  y a toujours  une  infinité  de  valeurs  de  Ç et  de  ^ qui  satisfont  à 
l'équation  2 P — g*  = a , néanmoins  il  n'en  peut  résulter  qu’un  seul 
diviseur  quadratique  de  la  formule  t’-|-au’. 

Car  on  trouvera  aisément  ( n°.  .38  ) que  la  série  des  valeurs 
Ao  f et  g qui  satisfont  à l’équation  if' — g'— a,  est  telle  que 
si  f et  g'  suivent  immédiatement  /'etc-»  on  a 
/'=3/+2^,/  = 3^r+4/ 

De  ces  nouvelles  valeurs  résulte  le  diviseur  quadratique  singulier 
(^f+7g)y'  + 2 (5g+  if)  y r:  + 2 ("3/+  ■2  g)  s*- 
Or  si  dans  ce  diviseur  on  fait  y=.iz' — y',  z—y' — -’»  qui 

ne  restreint  pas  la  généralité  des  variables  y-  et  i ) , on  aura  pour 
transformée  fy'‘+ t gy'z' + ■if z" -,  d’où  l’on  voit  qu’en  effet  le 
diviseur  quadratique  J'y'+  ’3g'yz  + tf'z'  n’est  pas  différent  de 
fy  + tgyz+afz'. 


é 
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Corollaire.  De- là  il  suit  que  a étant  un  nombre  premier  8/j-f  i , 
les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t'  + au'  seront  com|K)sés  de 
plusieurs  couples  de  diviseurs  conjugués  et  d’un  diviseur  singulier. 
I.c  nombre  total  de  ces  diviseurs  sera  donc  toujours  impair , et 
ainsi  il  est  impossible  que  le  nombre  des  diviseurs  4/i+  i soit  égal 
au  nombre  des  diviseurs  4// — i. 

( 384  ) PaorosiTiON  IV.  Le  quarré  <T  un  diviseur  quadratique 
py’-}-3  qy  Z + 21TZ*,  et  celui  de  son  conjut^té  a p y’  + 2 q y z-f  t z*, 
sont  compris  dans  un  même  diviseur  quadratique 

Car  suivant  la  méthode  du  n°.  367,  si  l’ou  détermine  /aet  r par 
l’équation  n = pu — q» , qu’ensuite  on  fasse  f 4 = *’’  + 2i“> 

Y =y' — 2'j'  ■= — Z — 1 Z (py-hqz)  , on  aura 

(py'-\-1  q y vs‘J'  = p'Y’-i-  î î YZ  + 4Z'. 

Dans  cette  équation  , qui  doit  être  identique  , mettons  7y  à la 
place  de  y' , et  comme  alors  Y devient  pair  , ainsi  que  Z , fai- 
sons y==2>",  Z—oZ\  ce  qui  donnera  y'=7j-’ — i^yz — jtz* , 
Z‘—z(ipyArqz') , nous  aurons  par  la  substitution,  et  après  avoir 
divisé  par  4 , 

C7/»y’4-2  yj'  = p'Y''-‘ri%Y'Z'  -\-ê,  Z''. 

Donc  le  même  diviseur  quadratique  p’y'  + -î9y  z+4  z',  qui  con- 
tient le  quarré  du  diviseur  p y'  + ‘2  qy  z + -iT z',  contient  aussi  le 
quarré  de  son  conjugué  7py‘+'2qy  z + tz'. 

Corollaire.  Étant  proposée  l’équation  U'—PY‘-\-nÇ^YZ-\-RZ'^ 
si  on  enconnoît  une  solution  comprise  dans  la  formule  Uz^py'êr 
iq y z-^-iTTz' , il  y aura  toujours  une  autre  solution  donnée  par 
la  forme  conjuguée  £/=  2/j_y*-l- 2 yy-z-f-Tz*.  Ces  deux  solutions 
se  confondent  en  une  seule  , si  la  valeur  de  U est  égale  au  diviseur 
quadratique  singulier  , c’est-à-dire  si  l’on  a U =fy'  + 'igyz  + '2fz'i 
mais  alors  le  second  membre  de  l’équation  proposée  seroit  de  la 

forme  uY^ -triYZ + 

(385)  PaoposiTiON  V.  pétant  un  nombrepremier,  ainsi  que  di, 
si  l'on  a p*  = M*-baN‘,  ye  dis  que  p on  2p  sera  nécessairement 

Kkk  a 
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de  la  même  forme  l*  + a u*,  de  sorte  que  p appartiendra  soit  an 
dii’iseur  quadratique  y'+aj*  + (a  + >)z‘,  soit  à son  conjugué 

3y‘  + 2yz  + ^— — ji*. 

En  effet,  l’équalion  supposée  p'=M'-  + aN',  donne  p' — M'=aN'-, 
donc  puisque  a est  un  nombre  premier , il  faut  que  l’un  des  facteurs 
p + M , p — M soit  divisible  par  a , et  comme  le  signe  de  JH  peut 
être  pris  à volonté  , on  pourra  faire  p + JH  = a P , p — M=Q  , ce 
qui  donnera  P Q =N'.  Or  on  satisfait  généralement  à cette  der- 
nière équation  , en  faisant , avec  de  nouvelles  indéterminées  , 
P — tr'Ji , N=  v U R,  Q = tt'R.  On  aura  donc  ^ p = a P Q 
= R (tt' O 's' ) , d’où  l’on  voit  que  R ne  peut  être  que  i ou  a ; 
si  /?  = 3 , on  aura  ^ = «*  + o w*,-  si  i{  = i , on  aura  a/>  =***  + oit*. 
Donc  p oa  a/)  est  nécessairement  de  la  forme  t'4-au'.  Mais  si  yj  est 
de  la  forme  + il  est  contenu  dans  le  diviseur  quadratique 
y’  + oz’,  qui  est  le  même  que  y‘  + 2yz  + fa+  \)z',  et  il  ne  peut 
par  conséquent  appartenir  qu’à  ce  seul  diviseur.  De  meme  si  ip 
est  de  la  forme  t'->rau',p  appartiendra  au  diviseur  quadratique 

2y*  + 2yz  + (-~)z*,  et  il  ne  pourra  appartenir  qu'à  ce  seul  divi- 


seur. Donc  si  ou  a /)•  z=il/*  + a A’’,  il  faudra  que  p appartienne  à l’un 


des  diviseurs  conjuguésy'*-t-2yz-t-('a+ Oz%  2y’  + 2yz-l- 


(386)  PaorosinoN  VI.  p étant  un  nombre  premier  quelconque  , 

et  a.  un  nombre  premier  ia-4- 1 , si  /’ono  p’=2M*  + 2MN-l-^— ^^N*, 

c'est-à-dire  si  2p*  est  de  la  forme  P*  + a N’,/e  dis  que  p appartiendra 
nécessairement  au  diviseur  quadratique  singulier  fy’  + 2gyz-|- cfz*, 
en  sorte  qu’on  aura  p=fst*-|-2g/ir  + af>'’. 

Car  a étant  un  nombre  premier  8/j+  i,  on  peut  faire  a— if' — 
et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l’équation  a/>*  =/’*+oA'*, 
il  en  résultera  i(p' — f'N')  — P' — g' N'.  Or  j’observe  que  les 
nombres  P , N doivent  être  impairs  , ainsi  que  /,  gi  d’où  il  suit 
que  non-seulement  les  deux  facteurs  p+fN,p — fN  sont  tous 
deux  pairs , mais  que  leur  produit  p' — f^Jl'  est  divisible  par  8. 
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11  faut  donc  que  l’un  de  ce*  facteurs  soit  divisible  par  4 , & l’autre 
par  a seulement  : car  s’ils  étoient  tous  deux  divisibles  par  4 , leur 
somme  i p seroit  aussi  divisible  par  -i  , ce  qui  est  impossible , 
P étant  un  nombre  premier  impair.  Maintenant  comme  le  signe  de  f 
est  arbitraire  > nous  pourrons  supposer  que  le  facteur  p — fN  esl 
celui  qui  n’est  divisible  que  par  a.  Un  semblable  raisonnement 
ayant  lieu  à l’égard  des  fadeurs  P+gy,  P — g' AT,  on  supposera 
de  même  que  P — g N est  divisible  par  a seulement.  Or  de  l’équa- 

soit  - l’expression  la  plus  simple  de  l’une  et  l’autre  fractions  j f et  > 

seront  impairs,  et  il  faudra  qu’on  ait,  en  prenant  deux  nouvelles 
arbitraires  <*,  V', 

P — gy=7<tc  7(p+fy)  = ics‘ 

p — f N = 7 a.  y P-\-gyr=z^yt. 

De-là  on  tire/»=  xy  + f J',  ensuite  fNz=Ct — «>,  gN—^^f — xf  j 
donc  f(iyt — aC)=g(Ct — »y)  ^ ou 

£ _ a ff+gt 

y ~~  /x+à’-J'  ■ 

La  fraction  - étant  déjà  réduite  à ses  moindres  termes  , celte 
y 

équation  ne  peut  subsister  à moins  qu’on  n’ait  7 fl+ga.  = CH , 
fa+gtz=yH , II  étant  une  indéterminée.  De  là  on  tire,  à cause 
de  az=7p—g^, 

a<t=  H (yfy  — gC) 
ai  — H(fC  — gy). 

Or  « et  / sont  premiers  entr’eux  , sans  quoi  + oup  ne  seroit 
pas  un  nombre  premier  ; donc  on  peut  satisfaire  à l’équation 
ma  — ni=  I.  Mais  en  vertu  des  deux  équations  précédentes,  aa 
et  ai  étant  divisibles  chacun  par  //,  la  quantité  maa  — nai , 
égale  à a , sera  aussi  divisible  par  H.  Donc  II ne  peut  être  que  i ou  a. 

Soit  I®.  //=i  , on  aura  C-=  7 fi  ga  , y=zfa.~\-gi;  donc 
ay\-Ci  ou  7 fi',  Donc  p csl  Compris  dans  le 

diviseur  singulier  _/y  * + 3 gyz  + 7fz'. 
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Suit  2°.  Il  — a,  on  aura  «=2/>  — gC,  t=fC  — gy;  donc 
a>  + f4'ou  p=f£' — + cloncy;  est  encore  compris  dan» 
le  diviseur  singulier  fy'-‘r'2gyz  + ifs'. 

(.'^87)  Protosition  VII.  Je  dit  maintenant  que  les  deux  divi- 
seurs conjugués  qui  pris  pour  U satisfont  à l'équction  proposée 
«*  = PY*  + 2QYZ  + R Z‘,  sont  les  seules  solutions  dont  cette  équa- 
tion soit  susceptible. 

Pour  démontrer  cette  proposition  , cherchons  en  général  les  con- 
ditions qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  deux  valeurs  différentes 
de  U savoir  : 

U = py'-k-iqy  z + oit  Z* 

U =p'y'+oq'y  zJri-n'z' 

satisfassent  également  à l’équation  proposée  U' = P Y',\-oQYZ 
+ RZ'  où  Y e\.  Z sont  des  indéterminées  qui  doivent  être  fonc- 
tions des  indéterminées^  et  z. 

Nous  supposerons  que  les  deux  valeurs  de  JJ  sont  préparées  de 
manière  que  p et  p’  soient  des  nombres  premiers  ; cela  posé  , on 
trouvera  d’abord  que  les  quarrés  de  ces  valeurs  sont  compris  dans 
deux  formules  de  cette  sorte  : 

p'y'-¥i  tyrz  + 4 2* 

lesquelles  doivent  se  réduire  , l’une  et  l’autre  , à la  forme  donnée 
P y'  + aQy  z + Rz',  De-là  on  voit  que  p'  doit  être  compris  dans 
la  formule/j'*j'*4-2S'j'z  + -4.’-=*j  et  réciproquement  p''  dans  la  for- 
mule fyz  + 4-z'.  On  peut  donc  faire  tout  à-la- foi» 

;,•=/,'•«'*+ 2 s'ar -H  4'f'*- 

p'*=  p'a.'  + aita.C+-\.C'. 

Soit  p'»  + f C = J , p'a'+p'e'  = y\  on  aura 

7,y  = ,*  + aC*  = >'*  + af", 

parlant  >*—>'*=  a ("f  * — C),  Mais  puisque  a est  un  nombre  pre- 
mier , et  qu’on  peut  prendre  à volonté  le  signe  de  y et  celui  de  C' , 
on  satisfera  généralement  à celle  équation  , en  faisant 
y Y y'  = a jd  B f"  -P  f = ^ C 

r — >'=  CD 
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^ ,B,  C,  7>élant  des  itulélcrminées.  De  là  on  tire  7-j=a^4B  CD, 
7 C=  ^ C — BD,  et  par  conséquent  4>‘  + 4 af*,  ou 
4 p'p'  = (a  u4'-\-D')  (a  B' C'). 

Par  la  forme  du  premier  membre  , on  volt  d’abord  que  le  second 
doit  être  divisible  par  4-  Or  on  ne  peut  faire  que  deux  suppositions 
par  rapport  aux  deux  facteurs  a ^4'  + D',  a B'  + C'-,  ou  l’un  d’eux , 
par  exemple  aA'-\-D',  sera  divisible  par  4 , et  alors  il  faudra 
«jue  les  deux  nombres  ^4  et  D soient  pairs  $ ou  les  deux  facteurs 
a ^4'-\-D',  aB'-\-C'  seront  divisibles  l’un  et  l’autre  par  a , ce  qui 
suppose  les  nombres  , B,  C,  D tous  impairs.  Dans  le  premier 
cas  , si  l’on  fait  A =^7  A' , Z7=  aA>',  on  aura 

p'p’'r=(a  A''+D'')  (a  B'  + O). 

Dans  le  second  cas , soit  D=  A ^7M , C—B-^%  N , on  aurà 

p'p"  M'^aA  M\-'1~A'')  + a 

Enfin  puisque  p et  p’  sont  des  nombres  premiers  , ces  deux  équa- 
tions ne  peuvent  se  décomposer  ultérieurement  que  suivant  un 
certain  nombre  de  combinaisons  , Icsijuelles  se  réduisent  à six  , 
savoir  : 

(0  /J*  = oJ3*  + C*  , p"r=zaA'^D" 

(î)  p=  a B’ , p p'' — a A' -r  D" 

(J,)  pp'=aB'+C‘  = a A ' + D" 

(4)  p'=^7M'-^7MA^°-^A\p"z=.7N'Jr7NB-\-^~B' 

(5)  p = 7M'->t7MA+"^A',pp''=uN'  + 7NB^°^B' 

(6)  p/j'=aJH*  + aiI/^  + ^.^*=aA'*  + 2iVJ?+^Æ*. 

Dans  la  première  combinaison  , il  faut , suivant  la  Prop.  V,  que  p 
et p'  soient  compris  dans  le  diviseur  quadratique  j'*  + aj  - + fa  + 0-‘> 

✓ ^ -J-  I V 

ou  dans  son  conjugué  a^*  + 2^5  + ^ — - — ^ mais  comme  ils  ne 

peuvent  appartenir  tous  deux  au  même  diviseur  quadratique , parce 
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qu’alors  les  deux  valeurs  de  V se  réduiroienl  à une  seule  , il  s’en- 
suit que  les  nombres  p et  p'  sont  compris , l’un  dans  le  diviseur 
quadratique  y'+  syz  + (a  + t ) z' , l’autre  dans  son  conjugué 
2j’  + ayz  + j(a+i)x‘.  Si  l’on  observe  d’ailleurs  que  le  nombre  p , 
qui  est  supposé  premier , ne  peut  appartenir  qu’à  un  seul  diviseur 
quadratique  , et  qu’il  en  est  de  même  du  nombre  p' , on  verra  que 
cette  première  combinaison  suppose  que  les  deux  valeurs  de  U qui 
satisfont  à l’équation  proposée  sont  : 

U —y\2y z-\r(  a+i)z* 

U = 7y'  + 2yz+ 

Alors  l’équation  proposée  seroit  de  la  forme  V'  = Y*  + 2Y Z 

+ i)Z'. 

Dans  la  deuxième  combinaison,  on  voit  1”.  que  le  nombre  p 
appartient  à la  forme  y' + 2yz  + Ca  + 1 )z'}  2°.  que  puisque 
pp'‘=  a^'‘  + D'' , il  faut  que  p et  p’'  appartiennent  à un  même 
diviseur  quadratique  (n".  a3i)  : mais  p‘‘  et  p'  sont  compris  aussi 
dans  le  même  diviseur  quadratique  , donc  il  faudra  que  p et  p' 
soient  compris  dans  le  même  diviseur  , qui  par  conséquent  ne 
pourra  être  (]\icy'  + 2yz  + (a-\-i)z‘.  Quant  à p',  son  quarré  devant 
être  compris  dans  cette  même  forme  , il  faudra  que  p'  o\i2p'  y soit 
aussi  compris.  Or  p'  ne  peut  l’être  , parce  qu’alors  p et  p'  seroient 
compris  dans  un  même  diviseur  quadratique  , et  par  conséquent 
les  deux  valeurs  de  U se  réduiroient  à une  seule  , ce  qui  est  contre 
la  supposition.  Donc  il  faudra  supposer  que  2p'  est  compris  dans  le 
diviseur  x + fa  + Z*;  c’est-à-dire  que  p' est  compris  dans 

le  diviseur  2y'  + 2yz  + (a+  1 ) z‘.  On  retombe  donc  dans  le  même 
résultat  qu’a  déjà  présenté  la  première  combinaison. 

Dans  la  troisième  combinaison  , les  nombres  p et  p'  appartien- 
droient  à un  même  diviseur  quadratique  , et  ainsi  les  deux  valeurs 
de  [/  coincideroient  en  une  seule,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Dans  la  quatrième  combinaison  , on  voit , d’après  la  Prop.  VI , 
que  les  nombres  p et  p'  appartiendroicnt  à un  même  diviseur  qua- 
dratique , qui  seroit  le  diviseur  singulier  fy'  + 2gy  z + 2 j z'  ; donc 
les  deux  valeurs  de  U se  réduiroient  encore  à une  seule , ce  qui  est 
contre  la  supposition. 

Dans 
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Dans  la  cinquième  combinai.'on  , on  Toit  i".  que  le  ncmbre  p 

• ^ I 

appartient  au  diviseur  quadratique  7y  + 7yz-\ — que  les 

nombres  7p  et  p’’  appartiennent  à un  même  diviseur  quadratique; 
mais /j'*,  ainsique  p‘,  appartient  au  diviseur  + + s", 

et  alors  7p  appartient  à ce  même  diviseur.  Donc  pour  concilier  ces 

conditions  , il  faut  que  p appartenant  audiylsenr  7jf'  + 7j’x-\ z*, 

p'  appartienne  à son  conjugué>*  + 3_y  2 + ('<*+  O cc  qui  rentrera 
dans  la  première  combinaison. 

Enfin , dans  la  sixième  combinaison  , il  faut  que  les  nombres  p 
et  7p'  appartiennent  à un  même  diviseur  quadratique  ; cela  prouve 
que  le  diviseur  quadratique  qui  contient  p et  celui  qui  con- 
tient p' f doivent  être  deux  diviseurs  conjugués.  En  cfTet , soit 
py‘-{-7çy  z + airz'  le  diviseur  quadratique  qui  contient />  ; comme 
ce  diviseur  doit  contenir  aussi  a p\  il  pourra  être  rois  sous  la  forme 
^p'y'  + aêys  + As*,  mais  alors  son  conjugué,  qui  est  p'y'-\-  7kyz  + afiz'f 
contient  p'.  Donc  comme  p'  ne  peut  appartenir  qu’à  un  seul  divi- 
seur quadratique  , il  appartiendra  nécessairement  au  diviseur  con- 
jugué de  py'+2qyz-\-7TTz',  lequel  est  sous  une  autre  forme 
apy*-{-7qyz-\-irz'. 

De  la  considération  de  tous  ces  cas  , il  suit  manifestement 
qu’étant  proposée  l’équation  U*  = Py‘  + 7 Qi'2+  RZ‘,  dans  la- 
quelle le  second  membre  est  l’un  des  diviseurs  quadratiques  de 
la  formule  t’+  au',  où  a est  un  nombre  premier  8 n -f- 1 , cette 
équation  n’admettra  jamais  que  deux  solutions  , ou  deux  valeurs 
de  U,  lesquelles  seront  représentées  parles  deux  diviseurs  conju- 
gués U—py'  + 7qyz  + a':Tz' , U:=7py'  + 7qyz-{--xz'.  Et  ces  deux 
valeurs  se  réduiront  même  à une  seule  U —fy*-\-7gy  z-\-7f z^,  si 

l’équation  proposée  est  de  la  forme  U'—  a Y‘->t7YZ-\- ^*‘ 

(388)  Proposition  VIII.  Le  nombre  de»  diviseurs  qua- 
dratiques 4 n -E  1 delà  formule  l*  -b  a u*,  où  a est  un  nombre  premier 
8n-p  I , surpasse  toujours  d’une  unité  le  nombre  des  diviseurs  qua- 
dratiques 4 n — I de  la  même  formule. 

En  effet , soit  M le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4/>-b  1 , 

LU 
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et  N le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  in — i ; si  on  désigne 
parv/,  B,  C, /?,  &c.  la  suite  des  diviseurs  quadratiques  4 «+ I , . 
les  équations  U'=-d  , U'~B , U‘=C,  &c.  admettront  chacune 
deux  solutions  distinctes,  àl’exception  de  l’équation  £/'*=2y*  + 5 J'2T 


Z' , qui  n’en  admettra  qu’une.  Donc  le  nombre  total  des 


solations  sera  uM — 1.  Mais  ces  solutions  qui  doivent  être  toutes 
distinctes  les  unes  des  autres  , comprennent  nécessairement  tous 
les  diviseurs  quadratiques  , tant  4n+i  que  in — 1 , de  la  formule 
+ Donc  on  aura  a 31 — 1 =M-\-N , ou  N = M — 1 : c’est  la 
proposition  qu’il  s’agissoit  de  démontrer. 
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ÿ.  VI.  Mét/todes  pour  compléter  la  résolution  en  nomhret 
entiers  des  équations  indéterminées  du  second  degré. 


(38g)  Noc  8 avons  donné  dans  U première  partie  les  méthodes 
nécessaires  pour  résoudre  en  nombres  entiers  les  équations  indé- 
terminées du  second  degré,  qui  sont  de  la  forme  oy*  + A)'a  + cz*=^/ 
c’est  en  effet  à cette  forme  que  peut  être  réduite  toute  équation 
proposée  du  second  degré  ; mais  il  reste  une  condition  à remplir 
lorsque  l’équation  dont  il  s’agit  contient  des  termes  du  premier 
degré. 

Soit  en  général  ay'  + by z +cz*  + dy  + fz  +g  = o l’équation 
proposée  ; pour  faire  disparoître  les  termes  où  les  indéterminées 

«ont  au  premier  degre , je  lais  y=~-  - , , et  j ai  la 

9 9 

transformée 


o = ay'’~i-by'z'  + cz'’-i-7  aay'+  icCx'-i-aa'+dit  9 
-f  bCy'+  b » z'  +btiC+/eO 
+ diy'+f»z'  + c(r+g9\ 

Supposant  donc  a a«+6c+<f9  =o,  3cf+A«+y9=o,  on  aura 

« -icd—fb  C laf—db  ,,  , ,,  . . , 

T-  = ri I 7 = Tl  , — >■  d ou  I on  voit  que  si  dans  requa- 

9 bb—4ùc’ 6 bb—iac  ^ ^ 

tion  proposée  on  fait  immédiatement 

y'  + 2cd — fb  x'+7af — db 

^ bb  — iac  ’ bb—iac  * 

la  transformée  sera  ' 


ay’’  + by'z'  + cz'‘  = — (af' — bdf+cd')  (bb — iac) — g(bb — iac)'. 

Je  remarque  maintenant  qu’on  peut  supposer  que  les  coelEcicns 
a , b , c des  termes  du  second  degré  dans  l’équation  proposée  , 
n’ont  pas  de  diviseur  commun  ; car  s’ils  avoient  un  commun  divi- 
seur «,  il  faudrait  que  dy-\-fz+g  fut  aussi  divisible  par  «;  or 
cette  condition  est  facile  à remplir,  en  introduisant  une  indéter- 

Lll  3 
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minée  nouvelle  à la  place  de^  ou  de  z , et  alors  toute  l’équation 
devient  divisible  par  ». 

Je  remarque  aussi  qu’on  peut  faire  abstraction  du  cas  où  b b — 4 a c 
est  une  quantité  négative  , parce  qu’alors  le  nombre  des  solutions 
de  la  transformée  étant  toujours  limité  , le  procédé  le  plus  simple 
est  de  substituer  successivement  les  valeurs  trouvées  de  y'  et  z' 

, , r , y'-lr7cd—fb  z -^-^af—db  ^ , 

dans  les  formules  y = — — , z — — . afin  de 

bb — ^ac  bb — kac 

voir  quelles  sont  celles  qui  donnent  pour  j-  et  z des  nombres 
entiers. 

On  peut  se  dispenser  encore  de  discuter  le  cas  où  b' — 4ae, 
quoique  positif , seroit  égal  à un  quarré  , parce  qu’alors  la  trans- 
formée n’a  encore  qu’un  nombre  de  solutions  limité  ( n*.  70).  Il 
ne  reste  donc  à examiner  que  le  ras  où  b b — 4a  c est  un  nombre 
positif  non- quarré. 

. (5go)  Alors  la  transformée  , si  elle  est  résoluble  , aura  toujours 
une  infinité  de  solutions  renfermées  dans  un  ou  plusieurs  systèmes  , 
et  chaque  système  pourra  être  représenté  par  les  formules 
y'  y t'  ^ G 
z‘  F {G 

(bb — 4 ac)1"  = F+G^(bb — 4o c^. 

Pour  éviter  la  considération  des  cas  particuliers  , nous  suppose- 
rons que  ces  formules  sont  préparées  de  manière  que  les  nombres 
> > -f»  •»  ("i  A-  sont  des  entiers,  et  que  l’exposant  n est  nn 
nombre  à volonté.  Quelquefois  la  solution  immédiate  donnera  , 
pour  ces  coefficiens  , des  nombres  alfeclés  de  la  fraction  7 ; il  pourra 
arriver  aussi  que  l’exposant  n soit  d’une  forme  désignée  paire  ou 
impaire.  Mais  dans  tous  les  cas  , il  est  facile  de  réduire  les  formules 
à la  forme  que  nous  supposons  , où  tous  les  nombres  sont  entiers 
et  l’exposant  n à volonté  ; il  faut  de  plus  se  rappeler  qu’on  aura 
toujours  e* — l■’(b‘ — 4ac^=  1. 

Cela  posé , il  s’agit  de  trouver  en  général  la  valeur  de  n telle  que 
les  quantités 

JG-b*  ,F+ÇG-i-C 

^ bb — 4«c  ’ * bb — 4ac 
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soient  des  entiers.  Or  on  a 

+ ( b b — 4ae^+  &c. 

1.3 


Cj  :=  n '4* 


n.  n — 1 .n  — 3 


r'-^4'(bb—iac)+  &c. 


1.3.3 

Ainsi  en  substituant  les  valeurs  de  F et  tî  , on  voit  que  la  ques- 
tion se  réduit  à déterminer  n de  manière  que  les  quantités 
> **  + <f'ns'“‘4 + <*  •s“  + ^n»"’4  + f „ , 

bb — 4nc  bb — 4ac 

nous  distinguerons  deux  ras  , selon  que  n est  pair  ou  impair. 

Soit  1®.  n—'im,  l’équation  s* — 4V^‘ — iac)—i,  donne  , en 
négligeant  les  multiples  de  b' — 4a  c,  »*"=  i j on  peut  donc,  au 
lieu  de  « et  f,  mettre  « s‘"  et  C»‘",  et  alors  supprimant  le  facteur 
qui  ne  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec  6*  — 4ae,  on 
trouve  que  la  détermination  de  m ne  dépend  plus  que  des  équations 
du  premier  degré 

C<t  + y)f  + 'ïf4'n (C+t)p  + -2^4m  _ 

■ bb  — 4ac  ’ bb  — 4ac  ’ 

lesquelles  doivent  s’accorder  entr’ellcs , pour  que  l’équation  pro- 
posée soit  résoluble  en  nombres  entiers. 

Soit  3**.  «=3ffi  + 1 , alors  , en  négligeant  les  multiples  de 
bb — 4 OC  , on  aura  encore  et  et  la  détermi- 

nation de  m dépendra  des  équations  du  premier  degré 


= e 


bb  — 4ac  " ’ bb — 4ac 

lesquelles  doivent  encore  s’accorder  entr’elles.  ® 

Donc  dpns  tous  les  cas  on  trouvera  les  valeurs  convenables  de 
l’exposant  n par  la  simple  résolution  d’une  équation  indéterminée 
du  premier  degré  , et  la  valeur  de  n qui  résultera  de  cette  solution 
étant  en  général  de  la  forme  r+(bb  — iac)b,  où  k est  une  in- 
déterminée , il  s’ensuit  qu’on  aura  une  iniiiiité  de  valeurs  de  n 
qui  satisferont  à la  question  , de  sorte  qu’on  aura  aussi  une  infi-- 
nité  de  solutions  de  l’équation  proposée  en  nombres  entiers.  On 
doit  d’ailleurs  observer  que  les  nombres  F et  G peuvent  être  pris 
chacun  avec  le  signe  qu’on  voudra  , ce  qui  donnera  quatre  combi- 
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naisons  à examiner  séparément , et  d’üù  pourront  résulter  diffé- 
rentes solutions. 

(Sgi)  Soit  proposé  maintenant , pour  compléter  cette  théorie, 
de  résoudre  la  question  suivante  : 

Les  nombres  F e/  G étant  donnés  parla  formule  (s+4t/A)‘ 
r=F  + Gt/A,  dans  laquelle  l'exposant  n est  indéterminé  ^ et  où 
l'on  a f' — 4’A  = I , trouver  toutes  les  valeurs  de  n telles  que  la 
Quantité  xF+fiC + r so/7  divisible  par  un  nombre  premier  •» , qui 
ne  divise  pas  A4- 

Voici  une  méthode  qui  a été  indiquée  pour  cet  objet  par  Lagrange 
( Mém.  de  Berlin  , 1 767). 

Je  suppose  d’abord  qu’on  connoisse  une  valeur  de  l’exposant  n 
qui  satisfait  à la  question;  soit  cette  valeur  />,  il  faudra  qu’en 

faisant  ^ f , la  quantité  J ^ soit  un 

entier.  Je  cherche  ensuite  un  exposant  q , tel  qu’en  faisant 
('■\-dr\/  A'/  —f  -*rg  \/  A ^ le  nombre^'  soit  divisible  par  «.  11  est 
certain  que  cet  exposant  existe  , puisqu’on  peut  toujours  sati^re 
à l’équation  x* — A a' y*  — 1.  Cet  exposant  étant  trouvé  , on  peut 
supposer  en  même  temps  que  f — 1 soit  divisible  par  » ; si  cela 
n’étoit  pas,  on  doubleroit  l’exposant  y ; et  faisant  ( ou 
(f  -^S  V A)'~f  ^rgV  A , on  auroit  f‘z=f'ArAg'=n-\-^Ag', 
et  g'=  2 f'g',  de  sorte  que  f’ — 1 et  g"  seroient  à-Ia-fois  divisibles 
par  M.  Donc  en  faisant  les  préparations  convenables  , on  trouvera 
toujours  unexposant  y,  tel  qu’en  faisant  ( » + 4t/ Ay-=f' -\-g  ^ A^ 
les  norabresy I et  g'  soient  l’un  et  l’autre  divisibles  par  «*. 

Je  dis  maintenant  qu’en  prenant  n~qx-\-p , la  quantité  pro- 
posée a/^q-;uG  -i- 1 sera  divisible  par  »,  quel  que  soit  l’entier  a*. 
Car  soit  ( f ^ y/ A ^ F -ir  G' \/ A ^ an  aura  F-\-G\/A 
~ ( f+g\/ A ) (F'-\-G'\/A)  , d’où  l’on  lire  F=fF+gAG‘, 
G^JG+gF',  et  h F-\-fiG-^t=(>f-\-ng)  F'  -\-(ygA  + uf)G'  r. 
•Mais  les  valeurs  développées  de  F'  et  G'  étant  F'—f^Jr 

- — ^ ^ f“~'g'A  &c. , G'  =nf'‘~'f(  &c. , si  on  néglige  les 

multiples  de  «,  on  aura  G'=  o , et  F'  — f = \ ; donc  ennégli- 
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g^ant  les  mêmes  multiples,  la  quantité  F+i*  G -rr  se  réduit  à 
donc  elle  est  divisible  par  a. 

Puisque  toutes  les  valeurs  de  n comprises  dans  la  formule 
n = qx  +/>  satisfont  à la  question  , il  y aura  toujours  une  de  ces 
valeurs  qui  sera  moindre  que  q , de  sorte  qu’on  pourra  toujours 
supposer  y.  Donc  pour  avoir  l’exposant  p qui  donne  la  pre- 
mière solution  , il  faut  élever  « -1-4  à ses  puissances  successives 
O,  1 , 5...  q — 1 , et  essayer,  pour  chaque  puissance  repré- 

sentée par  f+gy/^,  si  la  quantité  yf+fig+f  est  divisible  par  u. 
On  peut  aussi  former  directement  la  suite  des  quantités 
en  observant  que  cette  suite  est  récurrente , et  qu’elle  a pour 
échelle  de  relation  a»,  — i j d’où  il  suit  qu'au  moyen  des  deux 
premiers  termes  connus  a , As-f-f<4  > on  formera  aisément  tons  les 
autres.  Ces  calculs  sont  d’autant  plus  faciles  , qu’on  peut  rejeter 
les  multiples  de  «,  à mesure  qu’ils  se  présentent , et  si  le  problème 
est  possible  , il  faudra  que  dans  les  q premiers  termes  de  la  suite 
dont  il  s’agit , on  trouve  une  ou  plusieurs  lois  t-f-^ng-^t  =o. 


(3q2)  Connoissant  l’exposant  le  plus  petit qui  rend  Ay-p.u^-f-i- 
divisible  par  un  nombre  premier  a , voici  la  méthode  qu’on  peut 
suivre  pour  trouver  a priori  une  valeur  de  n , telle  que  A/'-f  («G-F» 
soit  divisible  par  une  puissance  ck>nnée  de  «. 


Nous  observerons  d’abord  , qu’on  pent  résoudre  gcnérdemcnt 
L->r31x-\-NtÉ-<rPu'+Q»^+hc. 


l’équation 


' — e , dans  laquelle  L 


et  Af  sont  des  nombres  donnés,  et  iV,  /*,  Q,  &c,  des  fonctions 
quelconques  entières  de  x.  Pour  cela , il  faudra  déterminer  x de 

. . ^ “b  X , , ' / I / 

manière  que  soit  un  entier  j ayant  txotwe  xs=/-t-«x. 


si  on  substitue  cette  valeur  dans  l’équation  proposée  , elle  devicu- 

... //+J«v+iv.+c.-+g."+ 


dra  de  la  forme 


à la  proposée  , mais  dont  le  dénominateur  est  d’un  degré  moindre 
d’une  unité.  On  aura  donc  , par  une  suite  de  procédés  semblables^ 
* = /r{-«x',  x' — » x",,  x"  = x"',  Sac.  j d’où  l’on  conclura 
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■T  = &c.  jusqu’il  un  terme  de  la  forme 

dans  lequel  sera  une  nouvelle  indéterminée. 

Cela  posé  , si  l’on  veut,  par  exemple  , déterminer  la  valeur  de  n 
telle  que  la  quantité  ^i^+^G  + r soit  divisible  par»’,  on  fera  comme 
ri  dessus  n = ÿ.r+yj,  et  toutes  choses  étant  d’ailleurs  les  mêmes  , 
faisant  de  plus  Kf-{-i4.g=h\  yg ^ -\riif  =.  n' , on  aura  a />’+/x  G + » 
= a'F'-P_u'G'  + ».  Dans  celle  quantité,  qui  est  déjà  divisible  par», 
quel  que  soit  x , il  faudra  substituer,  au  lieu  de  F'  et  G'  leurs 
valeurs  développées , en  omettant  la  troisième  puissance  et  les 
puissances  supérieures  de^';  ces  valeurs  sont  : 


, G'^xr-'g'. 

On  distinguera  ensuite  deux  cas , selon  que  x est  pair  ou  impair. 

M 

1 ®.  Si  X est  pair,  on  pourra,  à la  place  de  r,  mettre  >(f  ‘ — g'yi  T > 
et  développer  celte  quantité  , en  omettant  les  termes  qui  con- 
tiennent g’  et  les  puissances  supérieures  de  g . Par  ces  substitutions , 


l’équation  proposée 


= e deviendra 


Or/'  n’étant  pas  divisible  par  «,  puisque  f — i l’est,  on  peut 
supprimer  du  numérateur  le  facteur  commun  /*“*,  ce  qui  fait 
disparoître  la  variable  en  exposant  ; si  de  plus  on  fait  ^—uh\ 
A'4-r  = <uZ.,  l’équation  à résoudre  deviendra 

h /"  + f‘/'A'x  + ^a'.  f.:.  — r -1^  h'*yi  » 


Et  celle-ci  pouvant  se  traiter  par  la  méthode  précédente  , on  anra 
le  résultat  de  la  forme  * = , où  il  faudra  prendre  l’in- 

déterminée x"  de  manière  que  x soit  pair. 

3°.  Si  X est  impair  , il  faudra  , à la  place  de  r , mettre 

i(  f' — g'^)  * , et  d’ailleurs  le  calcul  sera  entièrement  semblable 
à celui  du  premier  cas. 

On  voit  maintenant  le  procédé  à suivre , pour  faire  en  sorte 

qu’une 
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qu’une  quantité  de  la  forme  + soit  divisible  par  un 

nombre  quelconque  P.  Ayant  décomposé  P en  ses  facteurs  pre- 
miers , soit  »"  un  de  ses  facteurs  , on  cherchera  les  valeurs  de  « , 
telles  que  la  quantité  proposée  soit  divisible  par  et  ainsi  suc- 
cessivement par  rapport  à chacun  des  autres  facteurs.  On  aura 
* différentes  valeurs  particulières  de  «qu’il  faudra  combiner  ensem- 
ble , afin  d’avoir  une  valeur  générale  qui  satisfasse  à toutes  les 
conditions , et  le  problème  ne  sera  résoluble  qu’aulant  que  toutes 
ces  conditions  pourront  être  remplies. 


(3rj3)  Nous  remarquerons  que  la  valeur  de  q dont  on  a besoin 
dans  la  .solution  précédente  ( n®.  3gi  ) , peut  être  doimée  directe- 
ment par  le  théorème  suivant. 

Si  l’on  a — A 4*='  » et  qu’on  cherche  un  exposant  q , tel  que 
f » 4-  4 A )’ — 1 soit  divisible  par  un  nombre  premier  <■  non  diviseur 

de  A 4 > je  dis  qu’on  peut  faire  q = u — i si  ton  a f — J = + i , et 


q = •<  -h  t 


si  l’on  a 


En  effet  on  trouvera  , comme  au  n®.  lag  , que  la  quantité 
+ , divisée  par  w , laisse  le  même  reste 

qu’une  quantité  semblable  ff  — jk+4\/^^f  — (f  — 4-t-4y'^dJ  j 
dans  laquelle  ^^st  un  entier  quelconque.  Soit  A = « , on  aura  ainsi , 
en  omettant  les  multiples  de  « , 

r ? + 4 Cf +4  \/^)  = a \/^T—  4 , 

et  le  second  membre,  à cause  de  4*=4,  devient  4 — * ) 
ou4»/.if[(^)-.]. 


Soit  1®.  ) =1 , on  aura  Cf  + 4\/-r/J“ — Cf+4^^)=o  , donc 

( ? + — I est  divisible  par  «• , donc  on  peut  faire  y = » — t. 

Soit  3°.  ^ = — »,  on  aura  Cf4-4y'^)'’=f  — 4y'~:t , donc 

< f + 4\/-r/>*’t'  = *• — ^4*=i  J donc  on  peut  faire  qz=u+  i. 


Mm  m 
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YU.MAtjiode  de  Fermât  pour  la  résolution  de  l'équation 
y’  = a-l-bx-f-cx’-J-dx’-+-cx+  en  nombres  rationnels. 


(3g4)  Ayant  été  conduits  à traiter  fort  au  long  de  la  résolutioa 
des  équations  indéterminées,  nous  deyons  faire  mention  d’une  mé- 
thode indiquée  par  Fermât  pour  résoudre  en  nombres  rationnels 
l'équation  = + , dont  le  second  membre 

est  un  polynôme  rationnel  où  la  variable  ne  passe  pas  le  qua- 
trième degré.  Voici  les  cas  principaux  dans  lesquels  la  résolution 
est  possible. 

1®.  Si  le  nombre  a est  égal  à un  qnarré  positif  /*,  les  râleurs 
a:  = o , y=f  donneront  immédiatement  une  solution  de  l’équation 
proposée.  Poiur  avoir  une  autre  solution  , on  supposera  a + é*+ 
cx'ydx'  A-ex^  = (f-\-gxyhx')',  ce  qui  donnera  , en  développant 
et  ordonnant , 

O j/gx-f  a /Ax*  + 2g-Ax’  + A*x‘ 

— a — b + g®  — d — e 


Or  on  a déjà  f‘—a;  si  pour  faire  disparoître  les  deux  termes 
suivans  , on  fait  g — b = o,  — c=o,onen  tirera  les 


râleurs  des  roelBciens  g cl  h,  lesquelles  seront  g—  — , b = — ^ • ' 
Alors  l’équation  étant  réduite  aux  seuls  termes  qui  contiennent 
et  x‘,  il  en  résultera  une  valeur  rationnelle  de  x , savoir  x = — 


Cette  valeur  donnera  donc  une  nouvelle  solution  en  nombres  ra- 
tionnels de  l’équation  proposée  j si  toutefois  on  n’a  pas  7gh  = dy 
ni  e=A*. 


La  nouvelle  solution  étant  désignée  par  x = »i,  si  l’on  fait  gé- 
néralement x=  m + x',  et  qu’on  substitue  celte  valeur  dans  l’équa- 
tion proposée, le  second  membre  deviendra  de  la  forme  a'  + éV 
-t-c'x'*  + c/'x'^  + c'x'^,  dans  laquelle  o'  sera  encore  un  quarré  positif. 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE,  • 45g 

On  procédera  donc  de  la  même  manière  pour  trouver  une  nouvelle 
valeur  de  x' , et  ainsi  à l’infini.  D’où  l’on  voit  qu’une  première 
valeur  connue  de  x suflit  pour  en  faire  trouver  une  infinité  d’au- 
tres , sauf  quelques  cas  particuliers  qui  ne  peuvent  guère  avoir 
lieu  que  lorsqu’il  est  absolument  imposable  de  résoudre  l’équation 
proposée  autrement  que  par  les  premières  valeurs  données. 

2®.  Si  le  coefficient  e du  terme  ex*  est  égal  â un  quarré  posi- 
tif h',  on  fera  a+bx  + cx'  + dx'  + ex*  =-(f+gx  + hx’)',  ce  qui 
donnera  , en  développant  et  réduisant , 

o=  f‘-\-ifgx+ifhx'-\--2  ghx^  t 

— a —b  g*  — 

— c 


Maintenant  on  peut  faire  disparoître  les  x'  et  x' , en  prenant 
g'  = — , /=  — — , et  alors  l’équation  réduite  au  premier  degré , 

donne  x ~~ — f~.  Cette  solution  en  fournira  ensuite  une  infinité 

d’autres  comme  dans  le  cas  précédent , mms  il  faut  qu’on  n’ait  pas 

2/ér— *=o- 

3°.  Si  l’équation  proposée  est  de  la  forme  j'*=/^  + éx  + c.v*+’ 
dx'-\-h'x* , en  sorte  qu’elle  tombe  à-la-fois  dans  les  deux  cas  pré- 
cédens , on  pourra  faire  usage  de  chacun  des  moyens ‘indiqués. 
On  peut  aussi  tout  d’un  coup  faire  y=fJrgx-àzhx',,  ce  qui 
donnera,  en  substituant,  développant  et  réduisant, 

o=  -xf gx-:izifhx'dc.-î  ghx'  ' K 

— b Jr  g'  — d 


Or  on  peut  satisfaire  à celle-ci  de  deux  manières  , .soit  en  faisant 

b .,  c — ^d, 

«■=  — i,ce  qui  donne  x= — — , soit  en  faisant  , 

2/  z^7gh  — d ih 

d’où  l’on  tire  , . • ' ‘ 

c—g'^7fh  ^ 

4°.  Si  on  a une  solution  désignée  par  x — m,  on  fera  x = m+x', 
et  l’équation  sera  ramenée  au  premier  cas. 

Nous  pourrons  ajouter  un  grand  nombre  d’applications  de  cette 

Mmra  2 
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méthode  tirées  des  problèmes  d’anah'se  indéterminée , dont  Euler 
'a  donné  les  solutions  dans  plusieurs  de  ses  Mémoires,  et  dans  le 
second  volume  de  son  Algèbre.  Nous  nous  bornerons  à un  ou 
deux  exemples  de  ce  genre  , afin  de  donner  une  idée  de  cette 
branche  d’analyse  , qui  exige  une  grande  sagacité  dans  le  choix 
des  moyens  de  solution  , mais  qui  n’a  qu’un  rapport  éloigné  avec 
notre  sujet. 


(3g5)  Proposons-nous  de  trouver  trois  nombres  x,y , z,  tels 
que  les  trois  formules 

x'+y+^z'  , i’-f  , y+z'+2x' 

soient  égales  à des  quarrés. 

Comme  on  peut  supposer  que  ces  nombres  sont  premiers  en- 
Ir’eux,  il  est  aisé  de  voir  qu’ils  doivent  être  tous  trois  impairs; 
on  peut  doncfaire_y  = *-f  3/),z==4r  + 2ÿ,  et  on  aura 


*•+>'‘+3  2*=  ix‘  + ^(p  + 7ç)x-{-i(p'  + ‘}ç'). 


P*  + 3 9* f' 

Je  fais  cette  quantité  =4  fx  +f)',  et  j en  tire  x = ^ 

jf*+  7 p‘ — g* 

La  seconde  formule  donnera  semblablement  x= — , 

3g— y— ap 

et  pour  faire  accorder  ces  deux  valeurs , je  fais 
p'  + i^—p—ÿ'  + ap‘—g'  , 7f—p  — aq  = 7(r—q—ap; 

j’en  lire  des  valeurs  rationnelles  de  /"et  deg , f=~(5q-^'6p), 

g=-^(5p-\-Zq) , au  moyeu  desquelles  la  valeur  de  x deviendra 


^ 8fy»+y; 

Cette  valeur  satisfait  déjà  aux  deux  premières  conditions  ; on  aura 
d’ailleurs  les  valeurs  correspondantes  de  et  * par  les  formules 
y = X + 3 P,  * = * + 3 y ; de  sorte  qu’en  supprimant  le  facteur  com- 
mun , on  pourra  faire 


X Z= -J p' — Zo p q + 77‘ 
y = aZp' — l4y;y  + yy* 
X = 7P* — 
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Subïliluant  ces  valeurs  tlans  la  formule  s’  -hîx* , et  faisant 

-■=1  +9,  il  restera  à satisfaire  à la  condition 

7 

1 + 2 9 + a 5*  + 9’  4-  ~ 9*  = à un  quarré. 

Or  on  trouve  immédiatement  9 = 0,  ou  9 = — i,  ou  9=  — ajmais 
il  ne  résulte  dc-là  aucune  solution.  Suit  donc,  suivant  la  méthode 
précédente , 

I + 29+  a9*+  9’  + f^;9'  = fi  +«9+iI9Q*; 

si  l’on  développe  cette  équation  , et  qu’on  prenne  « = .i,  on  aura 
9 = 208  ; donc  p — 209  , y = I , ce  qui  donne  cette  solution  : 

X = 18719  , y = 62609  > ^ ~ 

Il  seroit  facile  d’en  trouver  plusieurs  aulre.s  , mais  elles  seroient 
probablement  plus  compo.sées  , quoique  la  méthode  dont  nous 
avons  fait  usage  ne  prouve  pa.s  que  les  nombres  trouvés  sont  les 
moindres  possibles  qui  satisfont  à la  question. 

(3g6)  .Soit  proposé  encore  de  trouver  trois  quarrés  inégaux 
x' ^ y' , 2*,  tels  que  les  trois  formules  x‘+_y‘  — s‘,  x'  + s' — j*, 
y'  + z'  — x’,  soient  égales  à des  quarrés. 

On  trouve  aisément  que  les  deux  premières  conditions  sont 
remplies,  en  faisant 

X = r*  + s* 
y ~ r'  + rs  — s' 

Z = r’  — rs — «*• 

Il  reste  donc  â satisfaire  à la  troisième  , laquelle  devient , par 
la  substitution  de  ces  valeurs  , r' — 4 /■*«*  + «'=  à un  quarré.  Soit 
r=i  g , la  question  se  réduit  à faire  en  sorte  que  9‘  — 4 9*+  1 soit 
un  quarré.  Un  pourroii  prendre  9 = o,  ou  9 = 2,  mais  il  ne  résulte 
de -là  aucune  solution  convenable;  pour  avoir  d’autres  valeurs, 
soit  9 = 2 + »,  on  aura  1 + 16  » + 20  »*  + 8 »’  + »'  = à un  quarré.  Je 
fais  cette  quantité  = f i +8  f + a / prenant  ensuite  «=i,  je 
trouve  • = — donc  9 = — — ^ r — t5,s  = ‘ti  d’où  résulte  cette 
«oluiioa  : 

X =r  24i  , y — 569  , 2 = i4g. 

Ce  sont  Tralscmblablemenl  les  moindres  nombres  qui  satisfont  à 
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la  question.  On  auroit  pu  faire  encore  <t  — — aa  , ce  qui  auroit 
donné  P =t|2  J 9 = — , ou  r = 44a  , « = i6i  : mais  de-là  résul- 
tent des  nombres  beaucoup  plus  considérables  que  les  précédens. 

On  peut  suivre  un  autre  procédé  pour  faire  en  sorte  que  la  quan- 
tité i + + + + soit  égale  à un  quarré.  Représentons  ce 

quarré  par  + + nous  aurons,  en  comparant  et  déve- 

loppant , 

0=  amf  + 7np‘+amn^*  + n'p* 

— i6  + m*  — 8 — 1 

— 20 


Soit  f = 


i6  — a/n 

2 rt  4-  //»*— ' 20 


8 — amn 
n‘ — 1 


, on  aura  entre  met  n l’équation 


(S  + m)  n'+C — ^)n  — 4/n*  + TO  + 73  = 0. 
Maintenant  pour  avoir  une  valeur  rationnelle  de  n,  soit  m — — 8 , 
on  aura  n— — ~ , 9 = .~,ce  qui  est  la  seconde  des  deux  solutions 
trouvées  par  l’autre  méthode. 


tiola.  Nous  nous  proposions  d’njouler  i cette  partie  quelques  autres  objets 
intéressans , tels  que  le  traité  dt  partitioiu  numtrorum  , composant  l'on  des  plus 
beaux  chapitres  de  VInIrod.  in  u4nal.  inf.  , les  Ilcclierches  do  Lagrange  sur  les 
fonctions  indéterminées  dont  les  produits  donnent  des  fonctions  semblables , et 
un  choix  des  plus  beaux  problèmes  indéterminés  résolus  par  Euler  ; mais  l’étendue 
de  cet  ouvrage  passant  déjà  les  bornes  que  nous  nous  étions  prescrites,  nous  sommes 
obligés  de  renvoyer  pour  ces  objets  aux  ouvrages  originaux. 
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Introduction , art.  X. 

liA  formule  Je  cet  article,  corrigée  d’une  faute  qui  s’y  est  glissée, 
doit  être  lue  ainsi  : 

('l  + cc  + a* f '+>  + >* +/;&C. 

On  a déjà  déduit  de  cette  formule  le  nombre  des  diviseurs  d’un 
nombre  composé  quelconque  «’ . . Mais  il  est  évident 
qu’elle  donne  aussi  la  somme  de  ces  mêmes  diviseurs  , compris. 

Voici  une  application  de  celte  formule  considérée  sous  ce  nouveau 
point  de  vue. 

Etant  proposé  de  trouver  deux  nombres  A c\.B  tels  que  chacun 
d’eux  soit  égal  à la  somme  des  diviseurs  de  l’autre  , cherchez  parmi 
les  puissances  de  a un  nombre  o = a'“  tel  qu’en  faisant  3a  — 1 = A, 

6a  — i = c,  i8a* — i = d,  les  nombres  b , c , d,  soient  premiers} 
cette  puissance  étant  trouvée  ( autre  que  2°  ou  i ) les  nombres 
demandés  seront  A — i'^'d,  B bc. 

Eu  effet  , soit  fA\a.  somme  des  diviseurs  ie  A y A non  com- 
pris , et  JB  une  somme  semblable  pour  B,  on  aura,  d’après  la 
formule  précédente  , et  parce  que  1 + a'  + 2’. . . +a^‘ = 2^* — i, 

JAr={i>^—i){i-ird)—î'^'d={ia  — \)i^a'—2a{\%a'—\)  = B 
f B^{i'‘*‘—  I ) ( i + è)  ( 1 + c)— 3'*+'  Ac=(i  a—  1 ) 1 8a‘— 2a(3a—  1 ) (6a—  j ) =A. 

Donc  les  nombres  A et  B satisfont  aux  conditions  du  problème  : 
mais  celle  solution  est  subordonnée  à la  possibilité  de  trouver  pour 
b,ç,  d , des  nombres  premiers.  On  en  a du  moins  un  exemple  , eu 
faisant  a = 2 , ce  qui  donne  A = 284  , B — 220. 

Descartes  est  auteur  de  la  solution  de  ce  problème.  Voyez  le 
Tome  111  Je  ses  Lettres  , et  le  discours  de  Genty , intitulé  Influence 
de  Fermât  sur  son  siiclc , pag.  1 23. 
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Introduction,  art.  XXI^I. 

Le  produit  &c.  prolongé  suffisamment,  devient 

moindre  que  toute  quantité  donnée.  Car  suirant  le  n“.  273  de 
Y Introd.  in  jdnal.  inf,  on  a 

H-^;+i+T+i+  ^‘=-=  (,_i)(,_i)(i_|)(x_i)&c. 

Or  le  premier  membre,  égala — log('  t — x)  dans  le  cas  de  x = i, 
est  infini}  donc  le  produit  (1  — j)  (i — J)(i — ÿ)  &c.  continué  à 
l'infini  , est  infiniment  petit  ou  nul. 

De-là  et  de  la  formule  du  n”,  XXIV,  il  suit  que  s’il  y a /j  nom- 
bres premiers  compris  dans  la  suite  des  nombres  naturels  , depuis  i 
jusqu’à  n , le  rapport  de  p à n diminuera  de  plus  en  plus , à mesure 
que  n augmente  , et  deviendra  enfin  moindre  que  toute  fraction 
donnée. 

Introduction,  art.  XX VIII. 


Si  on  cherche  , d’après  les  memes  formules  , combien  il  y a de 
nombres  premiers  de  1 à 10000,  on  trouvera  que  ce  nombre 
= 5oooxo,24o.''77  + 26=  122g}  or  le  nombre  effectif  a été  trouvé 
de  ia3o,  d’après  la  vérification  faite  sur  une  table  dénombrés  pre- 
miers. L’accord  ne  peut  être  plus  satisfaisant , et  doit  faire  présu- 
mer que  le  résultat  trouvé  pour  les  nombres  premiers  de  1 à tooooo 
est  fort  près  de  la  vérité. 


Première  Partie,  g.  XII. 

Puisque  suivant  le  n®.  53  la  valeur  de  £>  a pour  limite  a ^ , ou 
(g' — ^fh ) , il  paroît  qu’on  peut  rendre  plus  générale  la  proposi- 
tion du  §.  XII,  en  l’étendant  à toutes  les  valeurs  de  //depuis  zéro 
jusqu’à  ( g' — 4 f h).  C’est  ce  qui  mérite  d’être  examiné. 

Seconde  Partie , n".  23o.  ** 


Fermât  ayant  avancé  que  le  produit  de  deux  nombres  premiers 
compris  dans  les  formes  20.r-f-3,  20.r-t-7  est  toujours  de  la  forme 
+ il  est  facile  de  vérifier  cette  proposition  par  la  Table  IV. 

En 
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En  efiet  les  deux  nombres  dont  il  s’agit  sont  diviseurs  de  la  for- 
mule leur  produit  doit  donc  être  diviseur  de  celte  meme 

formule  ; mais  ce  produit  sera  toujours  de  l’une  des  formes  linéaires 
aox+  I,  20x  + f),  donc  il  sera  en  même  temps  de  la  forme  ((iia- 
dralique  + On  prouveroit  la  inême  chose  plus  directe-!- 
ment  par  la  formule  ( -i  m'  i m n '5  n'  ) ( i ji'  7 p q q'  ) 
^C^pm+pn-^qm — "iqn)'  + 5(qm+pn-\-qnJ'. 

Troisième  Partie  , n”.  573. 

Les  trois  équations  fftr  — 5^  gfK  = c^,  Aa^  = i5,  suffisent  pour 
déterminer  à-Ia-fois  les  six  quantités  » fygi  h.  Car  h-  • 

représentent  les  diviseurs  communs  entre  deux  des  trois  nombres 
5,9,  1 5 J on  a donc  d’abord  s.  = 3,f*  = 5,  > = i.  On  trouve  enswito 
J—i,  g = 3,  h = i. 

Troisième  Partie , Théorème  X. 

11  faut  bien  observer  que  l’exception  doit  être  limi- 

tée elle-même  par  la  condition  que  z ne  soit  pas  zéro , sans  quoi 
l’exception  comprendroit  tons  les  cas , et  le  théorème  deviendroit 
illusoire.  En  effet  z étant  la  même  chose  que  ce  qui  est  appelé  ? dans 
le  cours  de  la  démonstration  , si  on  faisoit  f =0,  on  auroit  y'C — yC =0, 
«t’>  — efy'  = o.  De-là,  à cause  de  + + = + ou 

concluroit  a = »',C=C',yz=y'-^  donc  on  auroit  aussi  a.  = a',  f = 
r = B = B\  C—  C'i  de  sorte  que  les  deux  formes  de  N 

que  l’on  compare , seroient  déduites  d’un  seul  et  même  diviseur 
quadratique  A’x*-f-ft*x'*-l-r**"*,  avec  les  mêmes  valeurs  des  indé- 
terminées. Ces  formes  ne  seroient  donc  pas , cpmme  on  le  suppose  , 
le  résultat  de  deux  combinaisons  difierentes. 

Troisième  Partie  , Théorème  Xf'  1. 

Le  Théorème  XVI , considéré  en  lui*même  et  dans  ses  consé- 
quences multipliées , est , sans  aucun  doute,  une  des  plus  belles  et 
des  [>Ius  fécondes  propositions  de  la  théorie  des  nombres  : mais  sa 
démonstration  qui  d’abord  paroit  suivre  immédiatement  du  Théo- 
rème VIII , présente  successivement  des  difficultés  que  nous  n’avons 
pu  lever  entièrement , et  qui  exigent  des  recherches  ulurii  ur^s. 

Nnn 
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On  a <l<*monlré  rigourenaement , n*.  3i8  , que  le  Théorème  XVI 
a lieu  pour  tout  diviseur  proposé  a Aj'z  + az*,  si  parmi  les 
nombres  moindres  que  N compris  dans  ce  diviseur , il  y a seulement 
un  nombre  c qui  n’ait  aucun  facteur  quarré  commun  avec  N , et  qui 
en  même  temps  ne  satisfasse  pas  à l’équaiionc’=y*  + iVs’où  z doit 
être  > O-  La  diflirulté  consiste  donc  à s’assurer  a priori  qu’il  existe 
toujours  un  pareil  nombre  dans  tout  diviseur  réciproque  proposé. 

V La  première  condition  est  toujours  facile  à remplir  , ainsi  que  nous 
l’avons  fait  voir  n“.  320  j quant  à la  seconde  , il  n’est  pas  nécessaire 
qu’elle  le  soit  dans  toute  son  étendue.  Car  quand  même  on  auroit 
l’équation  + si  les  deux  valeurs  trinaires  de  c qui  ont 

conduit  à cette  équation  (n“.  292)  sont  différentes , le  fondement 
de  la  démonstratiou  du  n°.  3i8  subsistera  dans  son  entier , puisque  les 
deux  combinaisons  qui  donnent  les  valeurs  trinaires  correspon- 
dantes de  éV  et  de  c sont  différentes  l’une  de  l’autre , et  doivent  se 
retrouver  telles  dans  les  diviseurs  de  Les  seuls  cas  , par 

conséquent , qui  peuvent  nuire  au  succès  de  la  démonstration  du 
n®.  3i8,  sont  ceux  où  le  même  diviseur  quadratique  de  <’-(-cu*, 
dans  deux  formes  trinaires  qui  répondent  ù une  même  valeur  trinaire 
de  c , et  dans  deux  suppositions  différentes  pour  les  indéterminées 
qui  le  composent , donneroit  deux  formes  trinaires  identiques  pour 
le  nombre  N. 

En  poussant  plus  loin  ces  considérai ion.s  , on  pourroit  peut-être 
apporter  quelque  perfectionnement  à la  démonstration  dü  Théo- 
rème X V I ; mais  pour  rendre  cette  démonstration  abaolnment 
complète  , U restera  toujours  à examiner  le  cas  où  le  quarré  du 
diviseur  proposé  seroit  de  la  forme j-*  + Ni*.  Car  quoique  nous  ayons 
prouvé  que  ce  cas  particulier  rentre  dans  ceux  des  n"’  3i3  et  3i4  , 
il  faut  observer  que  la  démonstration  de  ceux-ci  suppose  que  le 
nombre  auxiliaire  c on  ib  n’a  point  de  facteur  quarré  ; et  c’est  dans 
cette  supposition  sealement  que  la  note  de  la  page  377  est  exacte  ; 
autrement  on  pourroit  satisfaire  à l’équation  4ù*  = f*-(-2V4’j  en 
prenant  toujours  > et  ensuite  ù = m'  , ia=5rn'  — »*  , 

N—iab  — bb  = m'(i  m' — n').  Il  y auroit  donc  alors  une  inh.nité 
d’exceptions  à la  démonstration  des  Cas  I et  U,  lesquels  InHuent  sur 
U's.r.utres  Cas. 
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De  là  on  voit  que  pour  éviter  toute  difficulté  , il  paroît  indispen- 
sable (le  chercher  par  une  proposition  subsidiaire , combien  de  fois  le 
nombre  N peut  être  contenu  dans  les  diviseurs  réciproques  de  la 
formule  t'  + cu‘,  lorsque  A" et  c sont  divisibles  par  un  même  facteur 
quarré.  On  sait  déjà  , par  le  n°.  igi , conabien  de  fois  le  nombre  iV 
est  contenu  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  ; 

mais  dans  le  cas  dont  il  s’agit , ces  diviseurs  peuvent  être  de  la  pre- 
mière ou  de  la  troisième  espèce  , et  la  difficulté  est  de  distinguer  dans 
le  résultat  les  combinaisons  qui  appartiennent  à la  première  espèce 
seulement.  Voici  une  règle  qui  remplit  cet  objet  dans  uu  grand 
nombre  de  cas. 


Pour  chaque  nombre  premier , simple  ou  élevé  à une  puissance  , 


qui  divise  N sans  diviser  c,  mettez 3 

Pour  chaque  facteur  simple  « commun  entre  AT  et  c. . . . i 

Pour  chaque  facteur  double  a*  commun  entre  jVet  c. . . \( a — 1) 

Pour  chaque  facteur  triple  commun  entre  ü cl  c , « 


Pour  chaque  facteur  quadruple  a*  , commun  entre  N cl  c {a  (a — 1 ) 
Ainsi  de  suite  j et  si  un  nombre  premier  a divise  plusieurs 
fuis  AT  et  c , mais  ne  les  divise  pas  un  même  nombre 

de  fois  , mettez  à raison  du  facteur  excédent 3 

Multipliez  ensuite  tous  ces  nombres  entr’eux  , et  prenez  la  moitié 
du  produit , vous  aurez  le  nombre  de  manières  dont  AT  est  contenu 
dans  les  diviseurs  réciproques  de  t'+cu'. 


Soit  par  exemple  A^  = 9335  =3*.5*.4i , es=  i8g=3*.3.7,  le 
nombre  de  fois  que  N est  compris  dans  les  diviseurs  réciproques  de 

+ sera,  suivant  cette  règle  , — ^.3. 3.  3 = 4-  En  effet  si 

on  représente  par  + le  diviseur  de  /’-fiSgo*, 

dans  lequel  9336  est  contenu , on  trouvera , conformément  au 


n*.  1 93  , six  valeurs  de  ç moindres  que  j Af  et  telles  que 


N 


un 


entier  =:  r.  Ces  six  valeurs  donnent  six  formes  pour  le  diviseur  qua- 
dratique QiiSy'+iqy  z + rz'j  mais  en  supprimant  celles  qui  no 
sont  pas  relatives  à la  première  espèce  , il  ne  reste  que  les  quatre 
suivantes  : 

' Nnn  3 
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9225^'+  i8i2_y  z + g8  z’ 

92a5j-*  + 7g62_j'z+  1727Z’ 

92  25_y" +3288^^  Z + 2g3  Z* 

9225_)'*+90I2J'Z  + 220I  z’, 

ce  qui  s’accorde  avec  la  règle  précédente. 

De  même  si  on  a AT=  3*.  1 1 . 17  , c = 3‘.2  , on  trouve  par  cette 

3—1 

règle  que  c est  contenu  î.3. ou  1 ^ fols  dans  les  diviseurs 

quadratiques  de  la  formule  /’  + iViu*;  et  il  faut  observer  que  la  frac- 
tion jesll’inJice  d’un  diviseur  quadratique  dont  deux  coefliciens  sont 
égaux.  On  trouve  en  effet , dans  ce  cas  ^ les  deux  diviseurs  quadra- 
tiques i62_y*-f-54y  z-t-g8z*,  i6a_)'‘-t- iGa^/z-l- i34z',  où  l’on  voit 
que  le  second  est  compté  pour  j-,  parce  qu’il  ne  répond  qu’à  deux 
formes  trinaires  de  .N,  tandis  que  l’autre  en  comprend  quatre  (Voy. 
n“.  S79  ). 

La  règle  précédente  à laquelle  il  faudra  apporter  quelques  modi- 
fications pour  la  rendre  absolument  générale , indique  assez  que  la 
circonstance  du  facteur  quarré  , commun  entre  Aè  et  c,  ne  fait 
qu’augmenter  dans  une  même  proportion  le  nombre  des  formes 
trinaires  correspondantes  de  AT  et  de  c , de  sorte  que  l’on  trou- 
vera toujours  2'~*  pour  le  nombre  des  formes  trinaires  de  chacun 
des  diviseurs  réciproques  dans  lesquels  c est  contenu.  Mais  pour 
pouvoir  tirer  cette  conclusion  avec  certitude  , il  faut  prouver  que 
dans  tout  diviseur  réciproque  de  la  formule  u',  il  existe  tou- 

jjurs  un  nombre  c qui  ne  tombe  pas  dans  l’exception  du  Théorème  X. 

Pour  cet  effet,  soiiyy*-t-2  gy  z-\-hz'  le  diviseur  proposé  réduit  à 
ton  expression  la  plus  simple  , en  sorte  qu’on  ait  "ig  <f  et  A , et 
; si  le  nombre  f est  l’équation  f'= y'  + N sera 

impossible  , et  ainsi  on  pourra  prendre  c:*=f,  ce  qui  est  un  premier 
cas  très-élenJn  où  le  choix  du  nombre  c u’aura  aucune  difficulté. 

Si  on  a y>  \/ AT,  j’observe  que  les  trois  plus  petits  nombres  com- 
pris dans  le  diviseur  proposé  Jy'-k-  ?gyz-{-hz‘,  savoir  f, 
sont  chacun  plus  petits  que  7\/N.  Car  on  a déjà  f <i\/ \ A’’;  on  a 
en  même  tc.Tips />v  Aé  et  fh  <*Aè,  ce  qui  donne  A<îv^Aé,- 
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ïoit  f—(i+  •■)}/  N , h = (\  + c;  \/  N y on  oura  g'^fh—N 
r=:('^-{-C+»C)N' ; donc f- — 2^+A=[a  + « + f — 2V''('«  + f+«f^]|/iV. 
Mais  on  a et  < — i + \/-î  » ^ <ï  j + est  jilus grand 

que  « + f ; donc  f — îg-+/j  est  plus  petit  que  2j/iV. 

Les  trois  nombres  f,  h , f — -jg  \-h  , étant  chacun  plus  petits  que 
2 y N,  si  on  appelle  c l’un  d’entr’eux  , et  que  l’équation  c’=y*  + A’i’ 
soit  possible  , il  faudra  qu’on  ait  3 = t , ou  c=_>*  + iV.  Cela  posé, 
il  y a différens  cas  à examiner  selon  les  diverses  formes  du  nombre  A’. 

Soit  I®.  A' double  d’un  impair,  en  sorte  que  la  formule  t'-^y u' 
appartienne  à l’une  des  Tables  X ou  XI , l’équation  c'—jr'-yN  sera 
impossible  , parce  que  c* — y‘  est  toujours  ou  impair  ou  multiple 
de  4.  Donc  on  pourra  prendre  pour  c celui  qu’on  voudra  des  trois 
nombres  f,  h , f — 2g’+/i , et  l’exception  du  Théorème  X n’aura 
lieu  pour  aucun  d’eux. 

a“.  Soit  iVde  la  forme  4 n 1 , en  sorte  que  la  formule 
se  rapporte  à la  Table  VIII,  il  est  évident  que  des  trois  nombres 
f,  fl ,/ — "ig+fi  > il  y en  aura  au  moins  un  pair.  Or  je  remarque 
que  si  c est  pair,  l’équation  c’=jr*  + N , ne  peut  avoir  lieu  , parce 
que  c* — y'  est  de  la  foi  me  4 n , si  y-  est  pair  , ou  de  In  forme  4 n — i 
si  y est  impair,  de  sorte  que  cette  quantité  n’est  jamais  de  la  même 
forme  que  N.  Donc  on  pourra  prendre  pour  c le  nombre  pair  ou  l’un 
des  nombres  pairs  qui  se  trouvent  parmi  les  trois  nombres  f,  h , 
f—Qg+h. 

3".  Enfin  si  le  nombre  N est  de  forme  8 3,  ou  si  le  diviseur  pro- 
posé appartient  à laTable  IX, il  conviendra  de  mettre  ce  diviseur  sous 
la  forme  ajy  ' + sgy  z r i/iz',  où  l’on  a à l’ordinaire  f,  g,  h impairs 
et  4/ fl — gg  = N.  Dans  ce  diviseur,  les  trois  nombres  2/,  2 A, 
2/ — ig-\-7h  seront  toujours  plus  petits  que  mais  on  no 

voit  plus  , comme  dans  les  cas  précédons , rien  qui  empêche  qne  ces 
trois  nombres  ne  satisfassent  , chacun  en  particulier,  à l’équation 
c*=y’  + A.  Si  cependant  l’un  d’entre  eux  a un  commun  diviseur 
avec  A , on  peut  prouver  que  quand  même  l’équation  c*=y'*  + A' 
scroit  satisfaite  , le  nombre  c ne  tombera  pas  dans  l’exception  du 
Théorème  X. 

La  effet  si  les  nombres  A’  et  c sont  divisibles  par  un  même  nombre 
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premier  t , et  qu’on  ait  l’équation  c*  = 8‘  + iV,  il  faudra  que  â soit 
aussi  divisible  par  » ; or  on  a , suivant  le  n“.  aga , 

e=  «•+(:•+>• 
if  et 

c=."+f'’+y. 

Ces  trois  quantités  étant  divisibles  chacune  par  er,  on  en  conclura 
que  la  quantité  y’c  — + ou  sou  égaie 

('.v— «7'r+  r^'>— 

est  divisible  pftr  w.  On  trouvera  semblablement  que  les  denx  quan- 
tités 

(m'C—  ttC'  (a! y — 

(a'e—^C)'  + (C'y—Cy'r 

sont  divisibles  par  -r.  Donc  il  faut  que  chacun  des  nombres  a'C — if, 
a.'.—ay\  Cy^Cy',  soit  divisible  par».  Mais  d’après  l’analyse  du 
n".  2Q2  , ces  trois  mêmes  nombres  ont  pour  commun  diviseur  9 , 
et  au  moyen  de  ce  cotumun  diviseur  on  doit  avoir  c*=5*  + Af  donc 
puisque  dans  le  cas  que  nous  considérons  on  a + il  faudia 

que  ÿ , et  par  conséquent  »,  soit  égal  à l’unilc  ; donc  1 exception 
du  Théorème  X n’aura  pas  lieu  , si  c et  JVont  un  commun  diviseur, 
quand  même  on  auroit  t’  = S’  + A^;  donc  alors  toutes  les  formes 
trinaires  de  Aê,  considéré  comme  diviseur  de  seront  diffé- 

rentes entr’elles  ; d’où  il  suit  que  le  nombre  c pourra  être  employé 
â la  démonstration  du  Théorème  XVI. 

On  voit  maintenant  que  si  le  diviseur  proposé  est  de  la  forme 
yfy'-^y  gy  auquel  cas  on  a N~kp  — g*,  le  nombre 

4/—  Ig  peut  être  pris  pour  c , parce  que  sa  moitié  3 f — g est  di- 
viseur de  N.  De  même  si  le  diviseur  proposé  est  de  la  forme 
y fy' -\-y gy  z-^  7 gz‘ ,tiU^\ie\caion  & N — g — g* , le  nombre  ig 

peut  être  pris  pour  c , puisque  g est  diviseur  de  N . Ces  cas  généraux 
sont  ceux  où  le  quarré  du  diviseur  proposé  pourra  eire  réduit  à la 
formej'*  + A^’z*  ; car  on  trouvera  aisément  (n“.  367) 

fs/r* + îg>* + a f^')'  = ('«>*+ =.6'- 

T’/y  ’ + + "^8“')'  = ( 8 — ^ /•J'* + w-  + ‘8^' y + i^Cy'-^'y*y  > 
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el  il  suit  de  ces  formules  , que  tout  nombre  compris  dans  l’une  ou 
dans  l’autre,  a .'on  quarré  de  la  forme  ; il  faut  seulement 

en  excepter  les  deux  cas  particuliers  qui  font  évanouir  le  coeflicient 
de  N.  Ces  cas  sont  dans  la  première  , J'=i,  x=j »,  et^=i,  z— — 1 j 
d’où  résultent  les  valeurs  exceptées  c=4y'+3^,  c = if  —1  g ^ 
dont  les  moitiés  sont  diviseurs  de  N.  Dans  la  seconde  , les  cas 
exceptés  sont  pareillement  ,_yr=o,x=i  ctj>'=2,x  = — 1 , d’où 
résultent  c=3^,  c~Bf — 4 ^ , dont  les  moitiés  sont  encore  divi- 
seurs de  N.  On  voit  donc  que  le  résultat  de  ces  formules  s’accorda 
parfaitement  avec  l’analyse  précédente  et  celle  du  Théorème  Xj 
c’est  ce  qu’on  peut  vérilicr  sur  le  diviseur  + x + 38x’, 

où  l’on  trouve  deux  nombres  propres  à être  pris  pour  c , savoir 
38  — 31+38  ou  51  , et  38  + 31  + 3'!  ou  98.  Ce  dernier  satisfait  à 
l’équation  c*  =y'*  + aV , mais  il  a un  commun  diviseur  avec  AT. 

Pour  revenir  à notre  troisième  Cas  , où  le  diviseur  proposé  rr  lulif 
à la  TableiX  est  2/ÿ*  + 2^'s  + a/15’,  si  l’un  des  trois  nombres  ly,  a//, 
2 f — a^+  a h , pris  pour  c,  ne  satisfait  pas  à l’équation  c‘=y'’  + A', 
ou  si  l’un  d’eux  a un  commun  diviseur  avec  N,  ce  nombre  sera  celui 
que  l’on  cherche , et  tou lesles  valeurs  trinaircs  de  A’considéré  comme 
diviseur  de  <*  + c«’,  seront  dilftrenles  cntr’elles.  Le  nombre  dont 
il  s’agit  se  trouve  immédiatement  lorsque  le  diviseur  proposé  a deux 
coclliciens  égaux  , c’est-à-dire,  lorsque  son  quarré  est  de  la  forme 
y^’  + iVs*;  et  cette  remarque  ajoute  le  complément  qui  manquoit  à 
la  démonstration  du  Cas  II  ( n”.  3i4).  Lorsque  f,  g,  h seront 
inégaux  , il  est  bien  peu  probable  qu’on  ait  à-la-fois  les  trois  équa- 
tions 4/*=y'’  + jV,  4/j*  =_y'*  + iV,  (nf~ag+:th)'=y'J^N,  ou 
que  du  moins  l’un  des  nombres  zf — 2g-+ a 4,  n’ait  pas  ua 

diviseur  commun  avec  N.  Si  cependant  toutes  ces  conditions  se 
trouvoient  réunies , il  faudroil  cbcr^lier  parmi  tous  les  nombres 
moindres  que  A',  compris  dans  le  diviseur  afjr'-\-stgyz-\-'iliz‘, 
un  nombre  cqui  no  satisfit  pas  à l’équation  c’  =y’  + A5*.  On  en 
peut  trouver  d’autant  plus  facilement , que  si  tous  les  nombres 
compris  dans  le  diviseur  3/y'’  + ag-y'5  + a 4 5’  dévoient  satisfiiire  à 
1 équation  c'  =y^*q- A’z*,  il  faudroit  que  ce  diviseur  eût  deux  coefli- 
clcns  égaux  , et  qu’il  reloaibâ;  ainsi  dans  le  cas  déjà  résolu. 
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II  n’y  a donc  plus  rien  à desirer  sur  celle  iheorie  , si  ce  n’esl  la 
démoiistralion  de  la  règle  générale  mentiuunée  ci-dessus  , ou  d’une 
régie  analogue  qui  serve  à trouver  combien  de  fois  un  nombre  N , 
qui  a un  diviseur  quarré  commun  avec  c , est  compris  dans  les 
diviseurs  réci])roques  de  la  formule  t'+cu'}  il  sulKt  même  de 
prouver  que  le  facteur  quarré  , commun  entre  *Vetc  , augmente  le 
nombre  des  combinaisons  dans  un  rapport  égal , soit  qu’on  consi- 
dère N comme  diviseur  de  ou  c comme  diviseur  de 

i'  + N u‘.  Or  la  question  réduite  à cet  étal  ne  semble  plus  présenter 
de  grandes  difficultés. 
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163,103,107 


118  a:+  I , 7,  15  , 43 , 49  : 55  , 61 , 73  , 
85  , 115  : III  , 139,  157,  163 , 
«69:  «75.  187.  «99 

118  Ar  + 19,  41, 53,  59,  65  171,  89,  107, 

>'3,  «43  : '55.  «67  . «73  , >79. 

185  : 103 , 111  , 117 


1314T+I.7.  9.13.15:33.49.  ,7,63, 
65:71,81,  103,111,  111:119, 
151,  161  , 167,  169:  175,  183, 
199,  107,  109  : 113 , 115  , 131 
131  a:  4- 3 . Il  , 19,  Il  , 17:  37,  43, 61  , 
69.75  « 77.  85,  99,  loi,  131  : 
«33 . «47.  «55  . «57.  «63  : 171 , 
«89,  195, 105,111:113,  111, 119 


136  ^+1,  5,9,  17,  i«  : 15 ,19.  4«  ,45. 

49«  53  . 57  . 81  , 85,  105  : III  , 
«15. «33. «37. «45  = «53.  «69, 
181  , 189  , 193  : 197  , 105  , 
i«3,ii5 

136 -v+i  1,13,  3 1,39, 43:  47,  55,67, 
83 , 9«  : 99.  103 , « « « , «15.  i3«: 

«5« . «55 . «79.  «83 . «87--  «9« . 

«95,  107,  111, 115 ;ii9,ii7, 

^3«.i35 


TABLE  III. 


Digitized  by  Google 


T A B L R III, 


FOBïTCLE. 


— 6l  u' 


ü I V I S E U n S 
QUADRATIQUES. 


DIVISEURS  LINÉAIRES. 


t*  — 6l 


y — 6l 


y‘  — 6ic 


6x  c—y 


t'  — 65  a* 


144 T+ 1,5,7, 9, II: 13,13,15,31,35: 

4«,43.45.49»5>:5^.57,59.63. 
65:67,71,73,77,79:81,87,91, 
97,99:  109,  111,  113,115,117: 
111,115,137,139,141:143,149, 

'3*>M3.«î9:*6'*‘69,i73.I9>. 

197:105,107,111,115,117:113, 

»15.^^7.i»9.»4i 


148^+1 ,9, 19,15,33:35,41,49,51  , 
59:67,81,97,103,113:111,119, 
131,163,169:171,187,193,195, 
111:119,115,117,133,135 
148^+13,  15,  11,  13, 19  : 37,  53,  55,  61, 
77:79»85,«'7,  H9>'»7:«33»»4«, 
151, 167,  181:  189,197,199,107, 
113:115,113,119,139,147 


J'*  — 65  r 


5 y'— ni' 


160 a:+ 1,9,  19,  49,  51  : 61 ,69,79,81  , 
101  : 111 ,119,  131  , 139  ,159: 
179,  181,  191,  199, 109:111,131, 

. 139 

160  v+7,  33,  37,  47,  57:  63,  67,73,  83, 
93  =97»  «13. *37. «63 , 167:177, 
187,  193,  197,103  : 113,113, 
a»7,i33 


t'  — 66  u' 


y'  — 66  î* 

66  — y' 

3y‘  — xxi‘ 

^^l'  — iy' 


164  4T+  I,  15,  31,  49,  97  : 103  , 169, 
199,  113  , 147 

164  17,  41,  65,  95,  161  : 167,  115, 

133, 139. ^<53 

i64-r+5,  53,  59,  115,  153:  179,  103, 

143, 13' 

164^+13,19,43,61,85:  109,139, 
103.111,159 


t'  — 67  a* 


y'  — 67  î* 


67.Î*— 


168  4:+  1 , 9, 17, 11 , 15  : 19 , 33  , 37,  49  , 

65:73,77,81,89.93: 111, 119, 
>49,  >33  , 137:  169,  173  , 181 , 
189  , 193  ; 105 , 117, 115 , 137, 
141  : 137, 161 ,165 

i68at+3 ,7, 11 ,17,31 :45,5i,  63,75, 
79:  87, 93  , 99,  >>>  , '*3  : >19, 
«39.  >47,  >73,  >79  : >87,  >9>, 

>93,103,119:131,135,139,143, 
147: 15 >,139, 167 
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OIVISEURS  LINÉAiaSS. 


y' — 

<1 

c> 

176*+  1,1; 

I, 

. 3*, 

49=  55,73 

, 85 , 

11*, 

117  : 

*33, 

‘39, 

*5*  , 

163  , 

169  : 

*87, 

*93 , 

1*1 , 

113, 

159  = 

165, 

17* 

, 89, 

69 1' 

—y 

176X+5  , 11 

, *7, 

53,65  = 83 

107, 

**3, 

115  : 

*37, 

*43  , 

*49, 

*55, 

191  : 

103, 

111, 

“7 , 

145, 

151  = 

163, 

175 

y — 

70  V* 

i8oa:+1,  9 

, **  ■ 

. 5*  , 

81  : 

99  , 

111  , 

*69, 

*79, 

11  1 T 

1*9, 

149 

70  {*• 

-9' 

i8o^:  + 3i  ,61, 69 

, 101 

, ili; 

= *59, 

181 , 

*99, 

119, 

169: 

17*, 179 

Ï9-*  — 35 

180  jr+13 , ; 

17,  53 

!,93 

, *17  = 

*8>, 

*97, 

107, 

147, 

153: 

163  , 

177 

35  r- 

-i>* 

180X+3 , 17  , 17,  33 

, 73 

= 83 

, 97, 

‘53, 

*87,  : 

117  : 

143 ,157 

184^:+ 1 , 5 

,9,15 

,19 

37, 

45,49 

,57, 

73  = 

77, 81 

, 89, 

101 

, *09  = 

*11 , 

'15 

, *19, 

*45  , 

*57 

: 161  , 

*69, 

185 

1*7, 

111  : 

115 

119, 

133  , 

137 

, 145  = 

149, 

153 

, 161  , 

173 , 

177 

l84ir  + 7,  13, 

i‘,  35 

= 39 

47,  5* 

,55, 

59  = 

63,  67 

,99, 

“5 

, *13  = 

*17, 

*39 

, *55, 

*59, 

365 

= *75  , 

*83  , 

‘95 

, lO}, 

107  : 

11  ) 

, 117, 

135 

139 

, 147  = 

155, 

159 

, 175, 

179, 

•95^3'^5>^7»3îi37j 
41:  49,  55,  57,61,6^:67,69, 

7», 75, 77:79,8 ',®î» *9, 9' =97, 
105 , 109,  III  , 119:  lii,  «13, 
«17,  *37  , *43  = *45,  *47,  *49, 
155  , 165 : 169,  *7*  , *73  , *81 , 
183 : 187,  195 , 101  , 103  , 107: 
III , 113  , X15 , 117,  *^1*  = 1^3, 

1x5,  1X7,  ^3*,  ^35=  ^37,  143, 
151 , 155  , 157:  165  , 167 , 169, 
173  , 183  : 189,  *9* 


TABLE  III. 


fobmile. 

DIVISEURS 

QUADRATK^UES. 

DIVISEURS  MNÉAIRES. 

/*  — 74  u' 

y — 74  V 

X96v+i,7,9,  15,33:  41,47,49,63, 
63:7«,73,8».93.  >»«=  '»7,>37, 
Mî,  '595  «69,  175,  xoi, 

115  , 113  : 115  , 131  , 133  , 147, 
149:  155  , 163, 171,187,189:195 

!>•  — 371* 

196 v+ 5,  13  , 19,  19,  35  : 43 . 43  » 5»  > 
59,61:69,91,93,  109,117:  115, 
«5«.  »33  f >63  . «65:171,  179, 
187, 103, 105 : 117, 135, 137, 145, 
15  1 : 153, 161,  167, 177,  183  : 191 

**  — 77 

J‘  — 77  î* 

308  v+ 1, 9,  15, 13, 13  «37 133*67, 71  , 

81:93,113, 135, I4I,i33««63, 

*69,  177,  «79i  «9‘  « «■°7i  m 1 
113  » ^33 1 ^47  : »33  , ^67,  189, 
^9*1^93 

77C-y 

308 -v+ 13,  17, 19, 41 , 53  : 61 ,73,83, 
87, 101:117,119, 131,139, 145: 
133*167, >73i«93*i*3:ii7, 137* 
141,  155 , 171  M83  , 185  , 193  , 
199,  307 

t‘  — 78  «• 

y — 78  î* 

3 II  v+ I , 15,  43  , 49,  III  : 139,  III  , 

117*  133  * 139  = 183,189 

78  i*-y 

3 II  v+13,  19,  53,77,95:  loi,  173, 
191,163,169:  187,311 

i.y’  — 39  1’ 

311.V+  1 1 , 41  * 39*  83  * 89:  137,  «6i , 
103 , 117, 175  ; 181,305 

39  î’ -.y* 

311  v + 7,  31,  37*  83*  '09  : *3'»  «73, 
113,119,153: 17», 30» 

— 79  “■ 

y’  — 79  i‘ 

>316  1,5,9, 13,11:15,45,49,65,73: 

i6_y*  + ly  i—  } î* 

f 81,89,  97,  101 , 105  : 117*  «n, 

115,  119,  141 : 169,  177*  181  , 
189,  109:  113  , 115  , i4>  * 143  , 
153  : 157,  169,  173  , 177  r 181  : 
189*  301,  309,  313 

79  î’  — >* 

J3'6-v+3*7*  13*17*33 : 39*43*47*  39* 

3 1*  — ^yi—i<îy' 

' 63 ;7i  , 75 , 91 , 103  , 107:  117, 

>t  ‘33  * ‘39*  ‘47*  ‘73  = ‘87,  ‘9‘ * 
195 , 199,  III , 113 , i‘9*  117* 
135,145:151,167,  i7i,19‘*i93:  1 

303*307*  3“*3‘3  | 
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TABLE  IV. 


PivisEnas  de  la  formule  r‘  + a«*,  a étant  un  nombre  de  Informe  4 n + i. 


fohmile. 

DIVISEURS 

QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES. 

Il  + 1 y‘  + c 

4 1:+  I 

'*  + 5 "• 

>*  + î + 6 {* 

+ } V 

104:4-1,9 
104:4-3,  7 

+ 1 3 ji* 

y 

514:4-1.9.  17,  15,19:  49 
514:4-7,11,15,19,31:47 

U 

y + 1J'Î+  l8î*  7 
+ ij'î  + 9 {*  - 
3^  + ij'î  + 6 

684:4-1,9,  13,11,1,:  33,49,  ,3 

68-i:+3,7,  «i,i3,i7:3«.39.63 

<*  + 11  tt’ 

>*  + 1>'Î  + Il  î* 
+ II  {* 

5y'  + ^y{  + 

ïo>*  + 6^  î H-  3 {• 

844:4-1,  1,,  37  U 

844:4-11,13,71 
84:«:+5.  «7,  4« 
844:4-19,31,55 

+ 19 

y + + 30{"  )ii6a;+i,  5,  9,  13,15 : 33.  45.  49.  53. 

5>-’ + i>'î  + S 57:65,81,93,109 

»>*  + ly  { + 15  {’  ) 1164;  + 3,  II,  15,  19, 17:  31,  39,  43,  47, 
io>’  + ij'  î + 3 {•  y 55  : 75.  79.  95.  99 

+ 33  «■ 

y 4-  + 34  î* 

ly’‘  + ij'î  + I7{’ 
ly'  6y  1+  14 {• 
6_>'  4-  6^  î 4-  7 J* 

1314:4-1,  15,  37,  49,  97 
1314:4-17,  19,41,65,  101 
131  4:4-13,47,59,  71,  119 
1314:4-7,  19,  43,79,  117 

1*  + 37  «* 

J'*  + i^î  + 38  i' 
^y'  + !.>'{+  19  î* 

1484:4-1,9,11,15.33:41,49.53,65,73: 
77,  81,  85,  loi,  III  : 137,  141, 

0 

1484:4-15, 19.  13,31,35:39,  43,51,  55, 
59:79.87, 9«. «03. i«9««3«. «35, 
«43 

+ 41  u' 

y + 1.TÎ  + 41Î  31644:4-1, ,, 9,11, 37,4, ,49,  57: 

^y^+^yl+^lC  S 61,73,77,81,105:113,111,115, 

5>  + 6^  { 4-  io{>  5 133, 141 

3y  + 1 Vf  + 14?*  ) ‘64  4: 4-3, 7,  «1,15,19:17,35.47, 55.63: 

6y,  4-1  y,  4.  7/  > 67,71,75,79,95:99,111,13,, 

'■  3 «47,  «5' 

Notj.  L«i  diviseurs  quadratiques  eonlicnnert,  outre  les  diviseurs  impairs  mentionnés 
dans  la  table,  des  diviseurs  pairs  ; savoir,  les  diviseurs  8 n-\-3  lorsque  a est  déformé  8 m -J"  1 1 
cl  les  diviseurs  8 u + 6 lorsque  a est  de  forme  8 m + 5. 

TAULE  IV. 
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TABLE  iv; 


i 

FORMULE. 

DIVISEURS 

QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES. 

r*+  53  K* 

r*  + ‘J'î  + Hl* 

)aiax4-i,9,  13,17,  A5:a9, 37, 49,  57,69: 

9y  + ij'î  + 6{*  . 

77,81,89,  93,97:105,113,117, 
III,  149  : 153,  165,  169,  197, 

lot  : 105 

aiax+3,  19.  13,  17,31:35,39.  î*,55. 

làjr*  4.  ^ + 3 ^ 

67:71,75,79,83,87:103,111, 
117,139,  >47:  M‘»  ‘67, 171,179, 
191  : A07 

/•+  57  tt* 

7'*  + 1.XÎ  + 58^* 

aa8j:+i,  a5,  49,  61,  73  : 85,  iai,  157, 
1 69 

+ i.y  î + 19  î* 

118^  + 19,41,53,65,89:113,  173,  185, 
111 

3 >*  + 6/  î + Ai  {• 

aa8  x+  3 1, 67, 79,  91,  103  : 1 A7, 1 5 1, AI  I, 

6 4-  6 X ^ 4-  ti  i‘ 

xa8x4-ii,  i3,  35,47,83--‘>9»  *3»,  «9«, 
iM 

#*  + 6i  «* 

y + tj'i  + àiC 

j_A44v4-i,  5,  9,  13,15:41,45,49,57,65  : 

5>’  + 6>î+'4î* 

73,77,81,97, >09:  “3,  “7,  «n, 
115, 137: 141, 149,  ‘61,169, 197: 
105, 117,  115, 119, 14' 

i>*+  »yî  + 3'î*  1 

|A44x+7,",a3,3i,3  5:43,5‘,55,59,63‘ 

lox'*  + 6j^{  4- 7î*  - 

' 

67,71,79,87,91:99,111,115, 

'39,‘43:'5‘,‘55,‘59,‘75.‘9‘: 

107,111,115,113,117 

f*  + 65  «• 

>*  + A>  î + 66  î*  ^ 

[i6ov4-i,  9,  19,  49,  61  :69,  81,  loi. 

9>*  + lOjr  { + 10  î*J 

r III,  119;  181, 109 

V*  + î + îî  î* 

11601:4-33,  37,  57,  73,  93  97,  '37,  '77, 

l8_y*  4-  10^  t + î {*- 

'93,197:113,153 

3 y 4-  AJ-Î  + »»î‘ 

i6oif4-3,.i3,  17,  43,  87:  '03,  107,  117, 
147,  183:107, 143 

6y  + A7'{  4-  II  {• 

i6o:ï+ii,  19,  3',  59,  7'  : 99,  “9, 

'51, 171:119,139 

<•+  69  K* 

>-‘  + Axî+70C* 

• 176^4-1,  13,  15,  49, 73:  «5,  ‘i‘,  '33, 

‘3>*  + 6_xî4-  6î* 

169,193:165 

+ iJ'l  + M{‘ 

176x4-5,  17,  53,  65,  89:  113,  115,  137, 
'49,  111: 145 

»y‘ + !>'{+ 33  î*  ' 

176:^-^35,47,  59, 7 ',95  “'9,  '3',  ‘67, 

x6y*  + 6j^  î 4.  3 ^ , 

'79,i'5‘139 

ioy»4-  »J'l+  7t* 

i76*-h7,  '9,  43,  67,  79  *•  9'»  '°3,  '75, 

'99,135:147  I 

■.  < , ■ ""s 
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TABLE  IV. 


DIVISEURS 

quadratiques. 


DIVISEURS  LINÉAIRES. 


f*  + 73“*|>‘+  74{*  9.  15.  37,  4>  : 49.  57,  61,65, 

1 !>'*  + 37Î*  69:77,81,85,89,97:105,109, 

111, 137, 145:  149,165,169,173, 
18 1 : 101,113, 117, 111,115  • ^37, 
157, 165, 169, 173  : 189 

7y+  ioj't+  14Î*  î91*+7,h,  M,3«,39M3,47,5>,  59, 

63:83,87,95,99,  103:  107,  115, 
*31,  >35,  >39'  *5*,‘59,>63,i67, 
175=  >79,>9«,  >99,139,^7:159, 
163, 17 1,175, 179  :z87 


y‘  + i.y  î + 7»  î* 

9^*  + >47  î + I4î* 

>37*  + 17  î + ^ î* 

17*  + 17Î  + 39î‘ 
i«7‘  + >47î  + 7Î* 
16  + 171+  3 {* 


>*  + ^5  “’|7‘  + 17Î+  86  i* 


57*  + >°7  î + 11  î’ 


17*  + 17Î+  43  0 


10^’  + 107Î+  Il  0 


t'  + 89  «•  y'  + 17Î+  900 
17*  + 17Î  + 45  O 
57’  + 17Î  + >8  0 
107“  + 17  î + 9 î* 


37*  + 17Î+  30O 
67’  + 17Î  + >5  0 
7 7*  + 67C+  >4t 


308  ar+I,9,  15,  37,  53  ; 8l,  93,  113, 

>37,  i4>:>69,  177, h>,  115, 189 
308  X+13,  17,41,73,89;  113,117,  119, 
>45,  >49:  >73, 14>,  157, 185, 193 
}o8  a:+39,  43,  5>,79,  95=  *°7,  >13,  >i7, 
151,183:111,119,139, 163,303 
308  v + 3,  17,  31,  47,  59:  75,  103,  111, 
>>5,  >59:  >99, 113, 143, i5>, 179 


340*4- 1,  9,  II,  49,  69:81,  89,  101,  111, 
149  : 161,  169,  189,  119,  181  : 
3i> 

340*4-37,57,73,97,  >>'3:>33,>73,  >77, 
>93, >97:133, i77,3'3,3>7,  333, 
337 

340*4-43,47,  67.83,87: 103, 113,  117, 
183,103:113,147,163,187,307  : 
317 

340*4-11,  31,  39,  7>,  79  : 9>,  99,  >3*. 
>39,159: 199, 111,131,179,199: 

3>> 


|3  56->:4-i,5,9,  >7,  i>  :i5,  45,  49,  53,  57: 

, 69,73,81,85,93:97,105,109, 

111,115:  119,133, 153,157,  >6i  : 

' >69,173,177,189,117:115,133, 

145, 149, 157 : 165, 169, 177, 185, 

189:301,  309,317,345 
>356::'4-3,7,>5,19,i3:i7,  31.35,  43,  5>: 

' 59,63,75,83,95  : >03. >>5, i'9- 

>17,  >35:  >43,  >47,  >5>,>55.  >59: 
163,171,  175,191,107:111,115, 
119,139,143:155,  179,  i9>»i95, 
3>5=  3>9.3i3,3i7,343 


TABLE  IV. 


FORMCLE. 


DIVISEURS 

quadratiques. 


'*  + 93  î + 94  î‘ 

•7y + 6j'î+  6{* 
^y'  + îJ'î  + 47t* 
34>*  + 6.XÎ  + 3{‘ 


/■  + 97  R*  y + 1 J' î + 98  î* 

<4-491* 


7y  + »J'Î+  Mî* 


I*+lOI  tt*  >*  + ij'î  + loi  <• 
+ 6>-î  + Il  î* 
»7>'’ + 

1 9J-*  + 10^  < + 141* 


»>*  + x>{+  Vi' 
loy'  + 6j'î  + 1 1 î’ 
34y  + XJ-Î  -1-  3 <* 
iny  + ioj'î  + 7î* 


DIVISEURS  LINÉAIRES. 

37ia:+i,X5,  49,  97,  109:1x1,  133.» 37. 

169, 193  : X03,  X33,  X89, 349, 361 
37X  x+ 17,  X9,  33, 65,  77 : 89,  137, 161, 
183,  1971x09, X69,  303,333,363 
37X  x+33,  47,  39,7».  93: '07, 131, 143, 
19i,xx7:x87,  199,311,333,339 

37xx  + 43,33,79.9i,ii3:ix7, 139,  13 1, 
199,  XX3  ; 147,139, 171,331,  367 

■>388  x+ 1,9, 13,33,49:33,61,63,73,81  : 

J 83,89,93,101,103:109,113,111, 
1x9, 133:141,143,161,169, 183:193, 
197,  X03, 111, 113  ; 119,137,141,169, 
173:183,189,193, 197,309:313,341, 
343. 333.337: 361,377,383 
388x4-7,  «3.  >9.13. 39: 3 >,35. 39.63,67: 

71,83,87,107,111: 113,117,131,133,  ] 
«39:>43.>33,>7>,>73,  >79:  >87,  >99. 

107,111,115:113,131,133,139,131: 

X63,  171,  3>i,  3>9,  33>  : 343,  347, 
33>, 339.  367:37»,  373,  383 

^404x4-1,5,9,  13, '17:  XI,  X3,  33,  37,  43: 
( 49,63,77,81,  83:97,  103,  117,  III, 

( 113: 137,  >33,  >37,  >65, 169: 177,  >8>, 

183,189,193:197,101,111,113,133; 
143, 149,  X73 , 18 1 , 189  : 197, 303,313, 
311,319:337,  36»,  373,  381,383 

1404x4-3,7,  >1.13,17:33, 39, 3 >.33, 39: 

' ( 63,67,73,83,91:99,103,111,119, 

t 117:  133,139,143,147, 131:163,167, 
• 173,187,191:195,199,131,143,133: 

139, 163, 171,173,191:193,311,313, 

33*.  333:  343,347,  33>,  363,  373 


i*-fi03«*  >*-fij^î4-  106  î* 

^y'  -3-  xj^î  4-  33  î* 

io.y*  4-  lojî  4-  13  î* 
3>*  4-  >0^  î 4-  x6î* 
]y'  + 6J-Î4-  380 

(>y‘  4-  6jt£  4-  I9Î* 

7 y'  -3-  >4>'î  -1-  XI  î* 
>4>*  + >4>î-»-  >>  î* 


410x4-1,  X09,  iii,  169,  189,  361 
410x4-33,  >>3,  >37,>97,x33,  3 >7 
410  x4- 1 3,  73,  97,  >37.  3 > 3,  397 
410  x-t-41,  89,  loi,  109,  169,  341 
410  x4-47,  83,  143,  167, 117,  383 
410  X4-19,  31, 139,  199, 171,  391 
410  X4-43,  67,  117,  163,  147,  403 
410x4-11,71,  179,  191,  139,339 
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TABLE  V. 


Diviseurs  de  la  formule  r + a i/*,  a étant  un  nombre  delà  forme  4 n—i. 


FOKMttLE. 

j DIVISEURS 

j QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES. 

Il  -f  3 tt*  { >‘+j'î+î‘ 

6 x+  I 

/•  + 7«* 

>•  + ?{• 

I4AT+I,  9,  II 

<■  + lia* 

+*+.rî+3  î* 

11  X+I,  3,  5,  9,  15 

i‘+  «5  «* 

y+Mî* 
3>*+5 1* 

30  A+I,  19 

30  V+I7, 13 

/’  + 1 9 «* 

+“+.y{+5  î* 

38  X+I,  5,7,9,  Ii;  17,13,15,  35 

t'H-  Z}  a* 

y+i3{* 

3y+i+{+8{‘  J 

46  v+i,  3,  9,  13,  15  : 17,  19,  31,  35, 

39:41 

31  b’ 

<•+  35  a* 

+•+>{  + 9 î‘ 
3>*+7î+3  l* 

70:c+i,  9,  11,  19,  39,51 
70  JT+3,  13,  17, 17,33,47 

'•+  39  «• 

r+39î* 
3y+«3î*  J 

5J'*  + ».rî+8î* 

■ 78  X+I,  15,43.49.55.^» 

78  v+5,  11,41,47,  59,71 

f + 43  a* 

J'*+>'t+“  {• 

86 *+1,  9,  II,  13,  15: 17,11, 13,15,31  : 

3 5.  4«.  47,  49.  53  : 57,  59»  67,79. 
81 : 83 

i*  + 47«* 

iSSMl 

94»+  '.3.7.  9,  >7:h,»5.»7,37,49=  5». 
53,  55,  59.6»:  63,65,71,75,79: 
81,  83,  89 

/■  + 5 I a* 

y+jî+«3  î* 
3.y*+3  + {+5{* 

101»+ 1,13,  ' 9,  »5, 43  = 49, 55,67 
101  v+ 5,  11,13,19,41:65,71,95 

<•+55  «* 

y+55î* 

5J'‘+“î‘ 

7.r’+iJ'C+8î’ 

iiOA+i,  9,  31,  49,  59  : 69;  71,  &i, 
89,  91 

iioj:+7,  13,  17,43,  57:63,73,  83, 
87, 107 

<*+59“* 

L_ — 

j'*+y{+i5{* 
3>*+.yî+5î‘  ^ 

;ii8  x+i,  3,  5,  7,  9:  15,  17,  19,  11,  15: 
17,  19,  35,41,  45  149,  51,  53,  57, 
63:7»,75,79,*',*5:*7,95,»05, 
107 

TABLE  V. 
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FORMULE. 

DIVISEURS 

QUADRATIgUBS. 

DIVISEURS  LINÉAIRES. 

<•  + 67  «* 

9''+J'î+'7î* 

134:*^+ '.9.  '5.  »7. '9:1'.  ^3, 15. 19.33: 
35.  37,  39,  47.  49:53. 59.  65.7'. 

73  : 77,  81,  83,  89,  91  : 93,  103, 
107,  III,  113: 117.  119,  '3» 

'*  + 7'“’ 

y'+7i  C ] 

i41a:+i,  3,  5,  9,  15 : 19. 15.  17,  19,  37: 

''  + 79“’ 


/*  + 83  "• 


/♦  + 87J/* 


/*+9i  a* 


<*  + 95  «* 


/’+  103  «‘I 


37'*+iJ'{+»4î* 
9y+»>'{  + 8{* 
5^‘  + OÎ+'5î‘ 

ÿ + 79  {■ 

5y+i.yî+<6^‘ 

I i>’  + 6j^  î+8  î* 


J'*+J'î+n  {* 

3J^+;'î+7î* 


>*+87  0 
7>’  + 4+l+i3î* 
3>’  + »9î* 
n_y’+i  V7  + 8 i' 

y’+jri+ii  î* 


5>'’+37'î+3î' 


.v*+95î* 
5^’+«9î’ 
9>'+  4J'î+'«  C 
3>'+i^î+3iî* 

i3y  + 6_y  î + 8 î* 

v’+  103  {* 

n.r’  + ».vî+*^î* 

7y + 6j'î+  «6  i* 


‘t  )»  ny»  )/»  / J • f IJ  / I y / yi  ~ ~ 7 

83  : 87,  89,  91,  95,  lOi  : 105,  107, 

I 109,111,119:1x1,115,119,13». 

«35  

. 45,49.  5'.  33.65  : 67,73,81,  83, 

I 87:89,95,97,99.  '0‘ : ‘03.  «n. 

115,  1 17,  119:  II»,  113,  >15,  «»9, 

131:  141,  143,  '3»,  '55 

1166  *+»,  3,  7,9.  ‘7,  1»,  13,  15.  17: 

f 19,3',  33,  37,4»:49,  5»,  59,  61, 

I 63:65,69,75,77,81:87,93,93, 

99,109:111,113,119,111,113: 

117,  »3»,  '47,  13»,  IS3  : »6i 

174;»:+ ',7,  13, 15,  49:  67,  9»,  »o3,-i09, 
115:  111,  139,  151,  169 
i74;r+  i»,»7,  4',  47,77:  89,95,  »oi,  113, 

^ "9:  »3',  n7.  '43.  '55 

181 -r+ 1,9,  13,  15,  19  : 43,  5>,  53,  79, 
81  : 95,  107,  113,  11',  '17:  153, 
163,  179 

i8i:i  + 3,  7,  «9.  3',  33  : -»>,  45,  47, 
59.73:83,89,97,'",  '15:  '45, 
'67,  »7' 

I 1901:+»,  9,  1 1,  39,  49  : 61,  81,  99,  101, 

. 111:119,111,131,139,149:139, 

) 1613  169 

19OX+3,  13,17,33,37:  53,67,  97,  ''13, 

: 107: 113,  117,  117, '43.  ‘47:  167, 

'73, '83  

106  *5* 

33.  4',  49.  55,  59  : 61,  63,  79,  8', 
83:9'. 93, 97, '05. '07"", "7, 
119, 111,  119:  131,  133,  »35,  '37, 
139:  141, 149,  153,  '55,  '39:  '6', 
163, 167, 169,  171 : 175,  »79,  '85, 
195, 101 : 103 


Digitized  by  Google 


TABLE  VI. 


DiviSExins  de  k formule  a éianl  un  nombre  de  Informe  4 n + i. 


FORMULE. 

diviseurs  linéaires. 

/•+zu’ 

y + îl*  i 

8.V+I,  5 

/’  + lO  u' 

40  a:+  1,9,  1 1, 19 

40.V+7,  13,13,37 

y+i6î*  > 

1041+1,3,  9,  17,15 : 17, 33»43>49»5k 

3>’+4.yî+'Oî‘  > 

75.81 

i.y*+i3l*  1 

1041+5,7,  »5,-*,3ï:  37,45,47,63,7*  : 

^y+4Jî+îf‘  5 

85,93 

M 

y +341’ 

1361+1,  9,  19,  15,  35:  35,  43,  49, 

iy+‘7b* 

59,  67  ; 81,  83,  89,  113,  III  : 
«i3 

■ 

5 j’  + 8jî+  ïOx' 

1361+5,  7,  13,  19,  3*  ■•  37,  39,  45, 
61,  63  : 71,  79,  95,  109,  115  : 

*33 

<’  + 4Z  u' 

>’  + 4if 

1681+1,15,43,67,111,165 

T.y*+i4i‘ 

1681+17,41,59,83,89,  131 

6y+7î* 

168  1+13,31,55,61,103,157 

a.>‘  + ii  l’ 

168  1+13, 19,53, 7*, 95,  *49 

i‘  + 58  u' 

y + î8î* 

1311+1,  9,  15,  33,  35  :49,  5*,  57,  59, 
65:67,81,83,91,  107:  '*5,  *1*, 

113,  119,  139:  161, 169,  179, 187, 

109:  119,  115,  117 

1J-  + Z9Î* 

1311+15,11,31,37,39=47,55,61,69,77: 
79,  85,  95,  loi,  119  : 117,  *33, 
*35,  *43,  ‘57:  *59,  *89,  *9*,  105, 
113  ; 115, 111,  119 

r’+66  i' 

>’i-66î* 

3>’  + ^U‘ 

^1641+1,  15,  49,  67,  9*  = 97,  ‘*5,  *<^3, 

> *69,135 

iy+33i* 

?i64  1+17,  35,  41,  65,  83:  107,  131,  161, 

6.v’+m  V* 

^ 117,133 

39*  + 4>î+  >4i* 

1641+5, 13,  47,  53,  7*  : **9,  *»5,  *9*, 
11*,  145 

>oy  + 4>'î+7i* 

1641  + 7,  15,61,79,  85  : 109,  117,  ‘5*, 

*75,  105 
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TABLE  VII. 

Diviseurs  de  la  formule  + x a u‘,  a étant  un  nombre  de  la  forme  4 n — i. 


DIVISEURS 

QUADRATIQUES. 


DIVISEURS  LINÉAIRES. 


^y'+7V 

3.y'+4y{+6{' 


y+xiî* 
x7*+n  {• 


ly+Ml* 

5^*  + 6î* 

»o.y'+3 1* 


y'+}»C 

6>’+4yî+7  î* 
zy  + 19^* 

3y-*-4J'î+i4v‘ 


>*  + 46  {* 
iJ'’  + i3  {* 

5>’+4J'î+iO{' 


>’  + 6iî‘ 

i>'’+3i  {’ 

7y'+^iyi+UC 

6>*  + 4J'î+ii{’ 

3>’  + 4.yî+ii{‘ 


y'+70{' 
*oy+7î* 
5J’+I4î* 
».>'’  + 35î* 


Z4Jt4-!,  7 
14x4-5,  Il 


|56.r4-i,  9,  15,  2j,  15,  39 
1 36x4-3,  5,  13,  19,  17,  45 


88x4-1,9,15,13,15:  31,47,  49,  71,  81 
88x4- 13, 19, 11,19,  35:43,51,61,83,85 


110  x4-i,  31,  49,  79 

110x4- 17, 13,47,  113 

IlOX-f-  I I,  19,  59,  lOI 
110x4-13,  37,  43,  67 


■>151x4-1,  7,  9, 17,13  : 15,  39,  47,49,  55  : 
i 63,73,81,  87,  lil  : 119,  III,  137 

1 151x4-3,13,11,17, 19:37,51,53,59,67: 
69,75,91,107,109:117,141,147 


1184x4-1,  9,  15.  31,  39:  41,  47,  49,  55, 
71  ;73,8i,87,  95,  105  : 119,  111, 
117. 151,167: 169,  177 
184x4-5,  II,  19,  II,  37  : 43,  45,  51,  53. 
61  : 67,  83,  91,99,  107:  109,  115, 
M9.  *53.  M7=  >7'.  '81 


148x4-1,  7,  9,  15,  33  : 39,  41,  47,  49 
63:71,81,  87,95,  97:  103,  ni 
113,  111,119: 143,159,169,175 
183:  191,  193,  115,131,  133 
148x4-3,  II,  13,11,17:  19,  37,  43.  33 
61  : 75,  77,  83,  85,  91  : 99,  1 15 

117,113, 139:141, 147,179, 

189:  197, 103,  113,119,  143 


180x4-1,  9,  39,  71,  79  : 81,  III,  151, 
169,  191  : 139,149 

180x4-17,  33,  47,  73,  87:  97,  103,  143, 

153.  167:  115,  157 

zSox4- 19,  59,61,69, 1 01:  13 1,  139, 171, 
181,  119  : 15  I,  169 

180x4-37,45,  53,67,93:  107,113,  163, 
'97, 15  3 : 167, 177 


Ï.IBLE  VII. 


Digitized  by  Google 


table  VII. 


, FORMULE. 

DI  V I s E ü R s 
QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  linéaires. 

t'  + jS  u' 

>•  + 78  {• 

311  X+X,  15,  49,  ^3,79  = ‘03»  ‘^7’ 

199,117:189,193 

»:>'■+ 39  î* 

3 II  X + 41,  47,7 1,89, 119: 137.  «6i,«67, 
113,139;  181,303 

3y+i6  î* 

3 II  x+ 19, 3 3, 33,77, 101 : 107, 13 1, 1 33, 
*73, '79--13>,»<^9  , - 

6y+n  c 

3 11  JT+  *9, 37, 67,83, 109: 1 13, 163, 107, 

119,  133:301,307 

/*  + 86  «* 

y + 86f  9 

344Jr+*,9,  *3,  *7,  »3  = ^3, 3 *,  4*,  47, 49  ‘ 

io^‘  + 4J'î  + 9î‘  { 

37,  79,  8‘,  87,93  : 97,  *03,  **«, 
111, 117: 133, 143,  *43,  *33,  *67: 
169,183,  183,193,107:113,13», 
139, 133, 171 : 173, 179, 18*,  189, 
303:3**,  337  , . . 

+ î’ 

»>'’  + 43C*  ; 

344  + 3,  3,  *9, 17, 19:  37, 43, 3*, 6*,  °9- 

5y  + 4>'î+‘8{*  ) 

73,77,83,9*,  93  : ‘*3,  ‘13,  *13, 
131, 14*:  *47,  *49,  *33,  ‘37,  *63  : 
171, 179, 103. 1 II,  117: 133, 137, 

3>’  + 4J'î+  3°î‘  . 

143,143,161:177,185,191,  309, 
313:33*,  333 

j «’  + 94“* 

y'+9Ai’  ; 

376  ar+  1,7,  9,  17, 15 : 49»  33»  63,  63, 7*  : 

iy  + 47î* 

79,81,89,  93,  97:  *03,  * J*,  * *9, 

7y  + 4.yî+«4{* 

III,  143:  143,  *33,  ‘39,  *69,  ‘73* 
*77,  *83,  *9*,  109,113: 113,139, 
141, 147, 149: 163, 17*,  189,  303, 
3*9: 333,337,  343, 343,333:  36* 

iy+8.y{+iiî’ 

1 376:»r+3,  II,  *3,19,19:  33,43,43,67,  09: 

1 77,83,91,93,99: '°7,  *°9,**7, 

113, 113: 133, 139,  *63, 17 ',*79: 
181, 187, 103, 111, 119:11*, 117, 
119, 143, 161: 173, 193, 30*,  3 *3, 
3*7:313,313,339,349,333:373 

t'+  lOlu' 

101{* 

408  AT+I,  13,  49,  33,  103  : III,  117,  *43,  ! 
131,  169: 117,  113,  147, 171,  3*9:  36* 

6^+i7î‘ 

408  jr+13,  4*,  63, 7*. 93  : * *3,  *43,  *67, 
109, 113 : 13 3,  311,319,  333,377:  40* 

* 

xy+51  C 

408  j:+33,  33,  39,77,83  : >0',  *49,  *33, 
179,  103  : 13 1,193, 34*,  363,  389:  393  ; 

ly+i^c 

4081  + 37,61,91, 109, 133:  139, 163, *8*,  ' 
Il  1,133:177, 183,  301,379,  397  ‘'403 

6 
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TABLE  VIII. 

DivisiURs4/7+idela  formule  frétant  un  nombre  de  la  forme  4n  + i. 


nombre  e. 


4+4+  * 
9 


DIVISEURS  4n+i. 


/*  + «* 


V*+2^î+l  î*  = 6'  + {/  + î* 


r*  + 5 «* 

4+1  y‘+2J^t+6r  = 0'+f/  + t‘  + 4{‘ 


/•  + 9«* 


, - . , — /.y'  + 0 + î/  + 4î' 

ij^+ij'î+5î 

y‘+iy  7+  ioz*=  (y+z)’  + 9 I* 


t'  + 1 3 tt* 


9+4  y+2yt+»4r  = f.y+0*+4i‘+9{* 


t'  + 17  u' 

j“  + iy  {+  i8î‘  = 0'  + l)‘  + î*+  î’ 

zy‘  + iy{+  9i‘  = (y+^0''^(y  — {^‘  + 41* 

/■  + 71  !<’ 

• J j-C  « f('zy  + îv^’  + f^y  + î^'  + 4 î’ 

5y  +^yî+6î  ={^i++iî;-+o-{/+l‘ 

y’  + i^j+ii  non  décomposable. 


r*  + 75  «.* 

iy4-7yz+i3z*  = (y  + 3 ï)‘  + ()’  — z\)‘ 

5 y‘+  loy  z+  ioz‘  = ( 7y  + z)’  + (y  + 3 z)‘ 


TABLE  VIII. 


nombre  c. 


164-16+1 

»5+4+4 


i^  + 16 
16+  16  + 9 
36  + 4+  I 


+ 16  + 4 
XÎ+  «6  + 4 
36  + 9 

36  + 9 
36  + 9 


36  + 9 + 4 
49 


49  + 4 
36+  16+  1 


49  ^4  + 4 
13  + 16+  16 


diviseurs  4”+** 

/•  + 3 3 «* 

y*4.i^j4-34^’  aon  décomposa  ble. 

«•  + 37"* 

y'+^y  î+38  1“  = Cy+{/+3<^  t‘+{* 

/•  + 41  u‘ 

9-*  + i9'î+4  it‘=C>'+I^’  + ^î  î*+'6î* 

1 >*+x>î+i‘  V = ('y+i'î/  + rj'— î/+‘6i* 

3y  + 6 9'{+iO{‘  = 4y  + 0+3{.)‘  + t* 

I «’  + 43 

■)  \(t-y+iO'+(y—0'-^Ai' 

W_y’+I09'{+I4î*  ={C^y  + 0‘■^(y  + } î/  + 4{* 

(Cy+{)'+(^y  + ^0’+9V 

9 y*  + 6y  z+6z*  = ( 1 y + i i)”  + (x  y — z)*+(y  + z)‘ 
y‘+i  y z + 46  Z*  = (y  + z)‘  + 36z‘  + 9z‘ 

*•  + 49 

y*  + zyi  + 30z’=(y  + z)*  + 49z* 

Z y*+zyz-^i3  z*  = (y  + 4z)‘  + (y — 3^)* 

/’+33“‘ 

y'+iyî+34î*  = 0'+{/  + 49{’  + 4î* 

<)y'+iyi+^i‘  = C‘^y  — Q'+(y  — 0 +(^j'+^{.) 

Z*  + 37  "* 

' ,,  1 J ((y +4  0''^  (y — 3î.^'+4î* 

■zy  + i^î+z9î-={('J+3î;-4-0-zî/+i6C 

|y*+z_y{+58f*  non  décomposable. 
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T A n L F,  VIII. 


N 0 B R E C, 

DIVISEURS  4”+*" 

36+16  + 9 

1*  + 61  «* 

y + »>'î+6iî*  = 0 + {/+36î*  + i3  î* 

3 j''  + 6j'î+i4î*  = ('i^  + i î;*+^j._j;*  + 9^* 

64+1 

49+16 

36  + 13+4 

/•  + 63  «• 

^ ,>non  décomposablcs. 

!»>'  +ioj'î+3  î S 

64+4+  I 
49+  16  + 4 

/•  + 69  «• 

v‘  + l V r+,4r*— + + 3î/  + {‘ 

•î^jyYI JJ+6  ddcomposables. 

64  + 9 
36+36+  I 

t'  + 73  «• 

y'  + iyi+74{‘  = Cy+0'+  64  î*+9î* 
IJK’  + Î.r  î+37  î*  =J'*  + 0+{/+36î* 

36+13  + 16  i 

64+9  + 4 ! 

f*  + 77  «• 

,,  y.+i  y,+6,.=i<'3>'+î;*+ri>'— î;*+4{* 

y‘  + ijî+78î*  !.. 

9.y'  + ' 4 >■  î + 1 4 {’  r""  decomposables. 

49+16+16  ■ 
36  + 36  + 9 
81  , 

64+16+1  • 

36  + 36  + 9 j 
81 

81 

81 

81 

t‘  + 81  u' 

^0+4  0'+(y—y  {.)*+ >6{’ 
»J'*  + i.>'î+4>  î’  =yy  + i 0‘  + (y — {;’+36c‘ 
(Cy+  5 î/+C>'— 4î/ 
c ("  1 >" + ^)* + (^r + {/ + ‘ ^ î* 

3>*  + 6>'  {+18  î*=<4>-’  + 6'+3  {)'  + 9C 
C(^y+^0'+(y—i0' 

y*  + iyz  + 8ii*  =r  (y  + z)*  + 8i  1* 

9y’  + 6yz+ioi*  = (3  y + z}*  + 9i* 

9 y’+  18  y z+  18  2*  = 9(y  + z)*  + 9i* 

TABLE  VI 11. 


Digitizcd  by  Googli 


TABLE  VIII, 


NOMBRE  C. 


DIVISEURS  i n + l. 


81+4 
49  + 36 


/*  + 85  tt‘  . 

■ + , V , . 86..  -|Cy  + î;*  + 8‘  l*  + 4î* 

5 _y* 4- 10^  {+  Il  î*  non  décompasahle. 


64  + 15 

8 I +4+4 
64+  16  + 9 

49+36+4 


t*  + 89  tt* 

J'’  + ij'{  + 90{’  = 6'  + ï/+64{*+15  î* 

1 y + 1 J' { + 45 1’ = + 5 C)‘ + — 4 {J* + 4 î* 

5,y‘+iri+i8{*  = ^xj^+î;*+(>— j;*+i6^‘ 

9>*+i+î+>oi*  =4J'’  + ('iJ'  — ï^’  + 0'  + 3î/ 


/•  + 93  tt* 


64+13+4 


, 7 y.  + 6 V ' + 6 î*= 

^ i('3,y— 0‘+('i,y+L)‘+('i,y+iî,5’ 

^+»j't  + 94{*  non  déromposable. 


81  + 16 
36+36  + 13 


t'  + 97  U* 

y*  + i ^{+98  î*  = O'+îZ  + Si  î*+  i6{* 

iJ'*  + iJ'î+49  î‘=r>+3  0*  + 0'— iÜ*+36{* 


100+  I 
81  + 16  + 4 
64  + 36+1 
49  + 36+  16 


I*  + lOI  tt* 

J'’  + 1JÎ+101{*  = O + î;*+IOO{*  + î* 

5y  + 6^î+iîv*=riJ'+3  î,J*  + 6'  — 3 î,)‘  + 4î* 
«7.y*+iJ'î+6î*  = ('i.y+{/  +('3J+{/  + ('iy— lî/ 
9>'*+io>'î+i4C*  = 0+3  ^yof.(^y—0'+('^y-^'^0' 


$'  + 103  tt* 


64+13  + 16 
64+13  + 16 
100+4+ 1 
100+4+  1 


!fi>'  + C,)*  + 0 + 3î/+>6î* 
rij+3î;*+0'— î;*+i6{* 

(xy+^V'-^(y-iV'-^C 
4y+0'+5L)*+r 


r‘  + iJÎ+*o6  J*  î 

iy+iy{+53î*  ? 

ioj^’+  loy^  f 13  î*^ 


non  décomposables. 


100+9 

64+  36  + 9 


t‘  + 1091»* 

J'*  + ij^{+iiO{*  = 0 + f;*+iooî*  + 9 î* 

5 J'*  + i,)'ï+iiî’~0  — 3 î/  + ri^+i{/  + 9 l‘ 


Digitized  by  Google 


NOMlinE  c. 

DIVISEURS  4/1+1. 

. /•  + I 1 3 U* 

64+49 
81  + 16+  16 

100  + 9 + 4 

+‘  + iJ'î+”4C’  = 6'  + î/  + 64  {*  + 49  Î* 

^y'  + ^y{+’i7{‘=(y+^  0‘+(y—AV‘+'^{‘ 

9^' + *4>' {+>8  {*=('!>'  + 4 {.^*  + ri>— {/  + (>+{/ 

/•  + 1 17  U* 

100+ 16  + I 

64  + 49  + 4 

81+36 

' Cfij'+3L)‘  + ('1>'— iîZ  + O'  + C/ 

>9y‘+^y  {+‘4  {*=v  ^.y+icZ+fij+îZ+C^— 3{/ 
U3>'+t)*+9{’  + 4{* 

6 y'  + 6 y {+11  {“  non  dJcomposablc. 

81+36 
81  + 36 

y*  + iyi+ii8z*  = (y  + z)*  + 8iz’  + 36z* 
9y’+  i8y  z+iiz*  = 9 (y  + z)*  + 9z'‘  + 4z* 

/■  + III  U* 

49+3^  + 3^ 
lii 

81  +3^  + 4 

III 

. + ,._K+  + 4{;*+0'— 3{;*+36{* 

^+  ^“irr+6{/+0'-5{/ 

L,  y.  + 6 y 7+10  î'^‘  + 4->'‘  + 9{* 

III 
1 L1 

y*  + i y z + 111  Z*  = (y  + 7)“  + III  z* 
i6y*  + 6yz+5z*  = (5y  + z)*  + (y4-zz)* 

/•  + 115  u' 

111  + 4 
100+15 
64+36+15 
100+15 
100+16+9 
100+15 

L.  . . V ,+ 1 16  + 

,y  ^ î (0'+{/+ioo{*+i5£* 

Ly^+iy.+  i.r^-SC^y+O'+C^y—^O'+Cy+iO' 

^ î/+rj'+{;*+riy,+x{r 

100+15 

5 y*+  loy  z+30z*=(y  + z)*+(iy  + xz)’+i5  z* 

/*  + 119  «* 

64  + 64+1  Ly.,^y,,6.,>^Sy  + (y  + 0'  + ^4C 

ixi  + 4 + 4 s ^ /6'  + 6î)*+0'— îî^‘  + 4î* 


100+15+4  ■ jy-,  j6.._S4>'‘+0'+î;‘+mî‘ 

64+49+16  î;*+f>+3  LÎ’+'<5;’ 

>’+l  + î+  IJOî" 

>3>‘  + i>î+  io{* 


y +3^î"t"’30î“  ^ ^rwn  décomposahles. 
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TABLE  VIII. 


N 0 M C R E r. 

DIV1SEÜIIS4«+I.  1 

81+36-1-16 

/■  + 1 3 3 «• 

3J'  + 4+1+  4v  l('3>'  + î;’  + ('i+  + îî)’+9i* 

y'  + 1+  î+  1 34  v’  décornposablc. 

III  + 16 
64  + 64  + 9 
100  + 36+1 

/•  + 137  «• 

>’+ijî+i38{‘  = 6'  + î/+*^*  î*+i6{* 

+^y  i+^9  {'=(}'+'>■  O’^Cy — i/+^4{‘ 

9^*+  io_y{+  tSi'  = (iy  + 4x)‘  + (iy  — 0'+(y  — 

111  + 16  + 4 ■ 
100  + 13  1-  ^ 

i’  + 1 4 1 /<* 

, ..4_(5y  , . — <>>‘  + f'.y+îî/  + 4C* 

î>  +6+i+30{  -lri++iî;’+r>-{;’+iîî* 

i^y'Yûyî  + ô décomposables. 

M4+‘ 

81+64 

100  + 36  + 9 

/•  + 143  U* 

y+.+  c+>46,‘HgîÿÎ8n%V 
3>‘+'°^î+34î‘=io^+3y*+V+*  + 9^ 
Îo'^^^+No Ÿli  *7  l*  1 

100  + 49 
81+64  + 4 
144  + 4+1 

64  + 49  + 3^ 

t'  + 149  tt* 

y'  + iyi+t'jOi'  — (y  + i)‘+iOO  {*  + 49  î’ 

9+*+>4J'î  + »i  l*=('i  + + !{/  + ('!  + + 3 î/  + 0— 3 {/ 
3+’  + »>'î+30{‘=0+5î/  + ('i+  — î{;’  + l* 
i3+*  + ^+C+<5i*  = ('4+  + î/  + r3  + — {/  + 4î* 

64  + 64+13 
81  + 36  + 36 
111  + 16+16 
100  + 49  + 4 
100  + 49  + 4 

144  + 9 

>44+9 
+ 36-lr  36 
I 81  + 36  + 36 

/•  + 1331/* 

c6'+3î;*+r+-iî;’+64r 

>1  j-'+ij-  î+77  j*=/('j.+  3^;*4.f+_4^;*+36{* 

; ((y+^i)'+(y—)0'-^'^C 

) Ui++î{/+4J'*+6'— î/ 

\9y+i8  y î+i6î’  = /ri+  + 4î}‘+ri+— :/  + f++3  0' 
) U3>  + 3^‘+‘'5î'+f 

y*  + i y Z + 134  z*=('y  + z;’+i44i*  + 9i* 

9 y*  + 6 y z+18  z*  = 4y*4-(iY+3z)*4-(y— 31)* 
I3y*+i8yz+i8z*  = 4y*  + 9(y  + z)’  + 9z* 
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TABLE  VIII, 


NOMBRE  C, 


DIVISEURS  4n+I. 


<*  + 1^7  U* 

^•+1JÎ+  I58î'=0+î/+iîiî’  + 36î‘ 
ij>-*+icyjî+i4î’  = f'3  J+3  îZ  + ^iy— 


/*  + 165  B* 

SC^y-\-0'+(^y—0'+4C 
Cu+0'+(4y—i)'+(^y+^0' 
(4y+^0'+(iy-0'+(^y-0' 
(4y+i)'+(^y-^0'+(^y—^0' 

>‘  + î>'î+ 166{*  ^ 

5 _y*  + ioj{+  38  {*)  non  décomposablcs. 


I*  + 169  b’ 


M4+iî  ^v*4-iv  ,4-170 -•-5^>'+î>’*+'44î‘  + »IÎ‘ 

169  f -^(j  + îr+.69{* 

.44+ <6+9  L., O,. _Srj'+î;*+i6>>+9î* 

169  ^«7+  +19Î+I0Î  + 


169  iy*-i-iyz-l-83  z’  = (y  + 7z)’  + (y — 61)* 

169  34y*  + iy  z-hîz*  = (5  y— 1)’  + (3  ><  + »•*)“ 

/•  -1-  173  B* 

169  + 4 7’  + iy  Î+174  î*=(y'  + 3;‘+i69{*  + 4î‘ 

144+15  + 4 6^*+iy  j+19  ^*=y*  + (y+5  {/  + fl  + --lî,/ 

m + 36+16  I3y  + 6yî+i4f  = 0+— l^‘  + ('^,y+3î/  + 4{ 
100  + 64  + 9 9J'’+ ‘oy  î+ii{’  = ^iy  + 3 î/  + 0 + 3 0^‘  + f *■+ 
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T A B L K V TIT. 


K O M fi  H B C. 

D 1 V I s K l'  R 8 4 n + 1. 

64+64+49 
>69+4+4  ^ 

/•  + 177  «• 

■1  >•+!+  î+89  Î* 

y*  + i^j+i78{*  nondêromposable. 

100+81 
144+  j6+  i 
81+64+36 

/•  + 181  K* 

y + i Vî+i8x{*=  fv-t-î;*+ iooî‘  + 8i  î* 

3 y'-Jr'S  V { + 38  î’  = ('iJ'  + î-)’  + 6'  + r/+36x* 

13  v'+i^{+i4{*  = ^3  r/  + ('i>  + »{/  + 9{ 

169+16 

1x1+64 

144+13  + 16 

100  + 81+4 
100  + 49+36 

^ + 183  a* 

9'‘  + i y î+>86  + 

’o>*+ 1 -irl  Jî  y 

1 >•  + ! ^ Î + 93  î*^ 

3 _y*  + 1 ojy  { + 41  {’  > non  décomposables. 

i8>*+149'î+13  {*3 

169+16  + 4 , 
100  + 64+13  ' 

144  + 36  + 9 ^ 

144  + 36  + 9 
m+64+4 
144+36  + 9 1 
111+64  + 4 1 
144+36  + 9 , 

144+36  + 9 

<•  + 189  «* 

{( i>  + 3 î^’  + 6— 5 î/  + 4î* 

► t V4-X  V r+18  + 

5>^+  +Î+3  î yi^4.^^*4_^^_j;*+36{* . 

1 (^ij— 1 Î/  + O+3  î)*  + 9C* 

fr4^+î;’+('y+3îr+4î* 

.l-^.+  l .y.+  ,.  ..  _)r4>'+l{-)’+6'  — î/  + 9 î* 

>i7y  +'4:kî+>4î  -V3:y— î;’+('+v+3'î>>*H-ri++Mr 

1 (r3++3i3*+ri++î;’+('^j— 

,y‘  + 1 y î + >9°  î‘  ? 

9 jy*  + 6 y J + 11  {*  > non  decomposable*. 

9+‘  + >8>î+  303*3  ^ - 

33  y*  + 6yz  + 6z*  = (xy  + i)*  + (3y  + ï)‘  + (>’ Y — >•*)* 

'"»AA+49 

ii.?^j6 

" - ! 

' /•  + 10^  ii* 

y + »+î+>94î‘ = 0'+v-3*+>44î*  + 49  3’ 
iy*  + iy3  + 97  3*  = ry  + ^îZ  + C^ — 3 îZ+3°{ 
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TABLE  V I I T. 


NOMBRE  C, 

DIVISJIDRS  4/1+  l. 

196+1 

144+49+4 
100+81  + 16 

/•  + 197  «* 

y+iy  {+ 198  f*  = (y+0’+  *96t*  + i‘ 

6 9' • + 1 7 î + 3 3 {*  = r.y — u/ + C r + 1 î ; * + r » + + » l)’ 
9j*+x>{+iiC*=f'i^+iî/  + ('»J'— 3{/  + f>  + 3 0' 

1 1 00  + 1 00  + 1 ' 
169  + J 6 + 1 6 t 
196  + 4+1  • 
III  +644- 16 , 

/*  4-  101  «* 

1 V 4- 1 V / 4- 1 0 1 f • — T-y’ + f 

■<iy  +69^  ^+41  t — t('i^_j;*4-^^4-3î;‘4.i6{* 
loy*  + 6 J î +^i?  H”'’” 

196  + 9 
169+36 

144  + 36  + 13 

/•  + 103  «• 

v*+  1 y/  + io6/*-K^  + î^’+’96r  + 9î* 

y + ij^i+io6î  jO'  + î;*+i69i*  + 36  0 

,y4.,oyî+46î*=K^^+D*+('7+3î;*  + 3«î; 
13  ^‘+i8^î+ii{*  non  décomposable. 

100+ 100+9 
64  + 64  + 81  ] 
169+36  + 4 1 

144+49+ 

144+64+1 
196  + 9+4 

/*  + 109  u' 

( Tj  + i + {/+ *0°  î‘ 

[i^+i9.î+,03î- + 4.641- 

^ov•+^  V/4-1I/*  — \(iy—0'+(y+40'+4C 
; ^ “U39'+î;*+6'-m;’+»6i‘ 

,i3v*+iovî+i8î*=K3  + 

. ojkî+ibî  U3^-t;*+r*>'+4L)*+c- 

y‘+^y  î+110  {-ji 

î9'*  + ^J'{4  4»  ^>»o/i  décomposables. 
9y+>oj'{+i6t*) 

196+16+1 

100+644-49 

/*  + 113  a* 

■I7v*4-10v/4-ia/‘— J.O* 
Y?y  +io>î+i4î  —\(j,yj^^^-j^(xy—xi)'‘->r(iy+0 

\ ^7^* +^6^^+ 6 1‘  ‘lecomposables. 
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TABLE  IX. 

DivrsEüRS  4/1  + 3 de  larormale  l’  + c«*,c  étant  un  nombre  de  la  forme  8/» + 3. 


NOMBRE  C. 

DIVISEURS  4/1+3. 

I + I + l 

/•  + 3 

».y^+x.y{+it*  = 6'+î/+j'*+{‘ 

9+t  + » 

I*  + 1 1 K* 

1 y+ i.y  î+ <5  î‘ = f>+ X {/+0— +t* 

9+9+* 

/*  + 19  «• 

X .y  * + X y { + ' 0 1 ’ = y + Cj' + ■ + 9 î* 

X5  + I + I ■ 
9+9+9  J 

9 + 9 + 9 

I*  + 17  B* 

■xy  +I>î+I4t  + 

6y*  + 6yz+6z*  = (2y  + z)'  + (y  + i z)*+(y — z)* 

X5  + 9+1 

/•  + 3^B* 

oj'-i-xj'i-t-or  l(y+iO'+(y+0'+(^y—0^ 

i^'  + i^î+iS^*  non  decomposable. 

iî  + 9 + 9 

/•  + 43  «• 

»y+x>î+xiî*  = 0'+3  U’+fy— iî;‘+9Î* 

i^  + iî  + i 
49+1  + 1 J 

/•  + 31  B* 

xy*+i  vr+i6î*=P’+Û'+i;*+xî  C 

^.v’  + éy'  î + 10  {*  non  décompnmble. 

X5  + M + 9 
49  + 9+' 

»y+x+{+30î*  =ry+i{;*  + r>'— Î/  + X3  C 

6 y + X y î + 1 0 î*  = ^^  + 3 X _y  _ . +^. 

■ 

49  + 9^>^ 

1*  + 67  B* 

xy  + xy^î  + 34î*  = 0'  + 4L)*  + ('.v— 3 î/  + 9î‘ 
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TABLE  IX. 


NOMBRE  C, 

DIVISEURS  4ti  + 2. 

49+X5+I 

49+15  + 1 
15  + IÎ  + 15 

15  + 1^  + 15 

r*  + 75  U* 

» (('ij'+h/+0— iî/+f>— r;* 

• 6jf‘  + 6jri+ 14 1‘  = <( ty—O'-^Cy-^l  î/  + f>  + i {)* 

1 iri9'  + L)*  + 6'+3î)'  + 0— lî)* 

io^‘+ io^î+ 10 non  décomposable. 

iy*+iyz  + j8z’=(y+}z)‘  + (y— 2z)*  + i5i* 

8 1 *4- 1 I 

49  + 15+9 

t'  + 83  ü* 

i>*  + iyî  + 4iî’  = ('v+5î;’  + ('y— 4î;*  + î* 

6y  + iyî+  i4i*  = ('iJ+U‘  + (>+iî)*  + 0— 3 {/ 

81 +9+ 1 

/•  + 91  «• 

Z _y*  + z^  { + 46  non  dticomposabls. 

49+49+*  î 

.)9-fX5-i-i5 

81  + 9 + 9 

81  +9  + 9 
81+9  + 9 

t'  + 99  /<• 

1 Çv*+f>  + ?/  + 49î‘ 

>zy'*+zjî+50î’=<f>  + 4î;’  + O— 3 Î/  + 15  î* 
(0+5C/  + 6'--4{)‘  + 9î* 

ioy’+zyz+ioz‘  = (y  + z)*  + 9y*  + 9z‘ 

6y*  + 6yz+i8z*  = y*4-(zy  + 3z)*  + (y — 3z)* 

49  + 49  + 9 

8I  + X5  + I 

/•  + 107  U* 

i>‘  + i9'î+54{’=Cy  + iU’  + r.>'— Ü’  + 49  î' 
6+*+i+{+i8{*  = ('zy— î;*+^j— î;*  + 0'  + 4î/ 

81  + 15  +9 

r*  + liç  !<■ 

^ +*ojî+*4i  -1(^5  7+ iî;*  + ry-î/+9i* 
z^’  + z_y{+58î’  non  décomposable. 

49  + 49+15  ' 

iii  + i + i J 

/’  + IZ3  «* 

► zy’  + z yr4-6zî*— + 

■^  + -^^+  ^“K9^  + 6î;‘  + ('/-5î/  + i- 

6 v*+6y'  {+  zz  non  décomposable. 
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TABLE  IX. 


NOMBRE  C. 

diviseurs  4n+i.^ 

81  + 15  + 15 
8 1 + 49  + 1 
111  +9+  I 

1*  + I 3 I U* 

i^’  + i_yî+66  j’  = ('y+5  C.)*  + 0' — 4î/  + ^^  {* 

6+*+ij'î+iiî'  = ('iJ^  + H/  + ('9'  — î L)‘  + 6'  — li/ 
io+*  + 6 J î+  14  {‘  = 09  +*•{/  + 0'  — 3 î/  + l‘ 

lit  + 9 + 9 
81+49  + 9 

1*  + 1 3 9 tt* 

i>*  + »J'î+7°î’=  L>'  + 6 {/  + (^.'  3î/  + 9{’ 

ioy’+i>'{+i4{’  = ('3+  + î/  + 0' — ^ Ü'  + 9 C 

1 

111  + 15  + 1 ■ 
1H  + 15+  I 
49  + 49+49 

49  + 49  + 49 

1 49  + 49  + 49 

/•  + 147  V* 

lO  + îZ  + f-V— 4Ü‘  + fiJ+3  {/ 

6 v*  + 6 V i + i6î*  = /fx9'— î/  + 0'+Sî/+>‘ 

^ r +{)'+<'/+ 4 î)*+Cy — 3 î/ 
iy*  + iy  z + 74X*  = (y  + 4’^)*  + (y  — 3 ï )*  + 49 

i4y‘+  i4yz+i4s.*  = (3y+ï)‘+C»y+3  z'/+(y— 1*)’ 

111  + 15+9 
81  + 49+15 

1 

/*  + 1 5 5 «• 

< v74-i6  ,*-i('»>'  + 3î/  + f'>— 4î;*  + ('y'  — î/ 

^ y'  + ^ y'  î"^78  î décomposables. 

io.y*+ioyî+i8{*f  ^ 

8 1 4"  8 i 1 

1’  + 163  h' 

i_y*+iy{+8i  {•  =>'*  + ('j+{/  + 8i  î* 

111+15+15 
169+ 1 + 1 
81+81+9 

111+49+ 1 
111+49+1 

81+81 +9 
81+81 +9 

1 

Z*  + 171  «• 

Cfj+^îZ  + fy'— 3î)’  + iî  î’ 
>iy*+i  J'  {+86  {•  =<(>+  7 î/  + Ù'— ^î/  + î‘ 

S ^rj'+»î;-+rj^-î;*+«>c 

) {(iy+i^0'+(‘>-y+0'+(y—'i0'\ 

Vi4/  + ioy'{+i4l‘  = y5>'— î/+6  + iî/  + fy+3î/  . 
P ^('39'+3î;'  + ri.)-î/  + ^^^-^L^  1 

6 ^*  + 6_y  {+ 30  {*  non  dé/'omponable. 

ioy*  + 6yz+i8i*  = 9y*  + (y  + 3 ï)’  + 9^* 

9 
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TABLE  IX. 


EURS  4n+2. 


169  + 15+9 

1 11  + 81  + I 


169+15  + 15 
I 11  +49  + 49 

169  + 49+  I 


/•  + 179  a* 

1 v*  + ï^  î+90  î’  = 0+^  + 4t^‘  + 49l* 

6^‘  + i J'  î+30  î*  =(ry — 0'’^(y  — >'0*  + 0'+5  0' 

loy'  + ^y  î+ 18  = ('iy — {/  + C.y+4{/+î’ 


»•  + 187  a* 

1 v*+i  V ,+o.â  r* -Uy+-i0'+(y-\0'+^^ î* 

»J'+i.yî  + 94î  -\(y  + -jiy  + (y—6  0'  + 9l 

I4jf*  + 6_y  {+  i4{*  non  décomposable. 


t‘  + 195  a* 

, (C^y+^0'+(^y—^0'+(y■^i^, 

' , .^xiy+iO'+C^y—O’+^y-'^O 

•t4y  i+‘4î  y-^y — i^y+Ciy+i  O'-^Cy^O' 

I t(iy—0‘+(^y+-i0'+(y—^0' 

1 y + ».y  î + 98  î*? 

6^‘+6>'î+34{*>  non  décomposables. 
io>*  + loy  { + Il  {*) 


t*  + 103  a* 

. 6y'+xyi+w'=\^^\^ytY^^X%V^^^^^  O' 

\y  ^ ^ J' î"*"  1°  l/jo/i  décomposables. 

i4y+Myî+‘8i  ! ^ 


/’  + 1 1 1 a’ 

iy+ivî+io6î‘=fT+4î;’+rj'-3î/+8«î; 

loy + 6 J'  t+^^^*  = ^3>  + ^l^‘~^^>  3C^'+9t  

t'  + 119  a* 

, . S(y+7  0'+(y—^0'+‘^^i\ 

iy  + i.yî+”Oî  =[(y  + 60'  + (y—^  ÜM-49Î 

6y  +6>î+38î  -{J^i^  + 3^*  + ('y  + H;‘  + f>— îîJ 
10^*4. ç+11  non  décomposable. 


TABLE  X. 

Divisetrs  8/1+  i,8/i  + 3dela  formule  t‘  + 7au‘,  a étant  de  laforme  4 /i  + i. 


NOMBRE  3 a. 

diviseurs  8/i+i,8/j  + 3. 

I + I 

/*  + 1 U* 

y+iî‘r=y+î*+î* 

9+  * 

1*  + lOK*  j 

>*+io{*=y  + 9î*  + {*  1 

Ifi+I+1  1 
9 + 9 J 

9 + 9 
9 + 9 

/•  + 18  U* 

1 y*+Q  ,*=((>+i{;*+(>— !{;•+;• 

1^+9Î 

y*+i8  i’  = y*  + 9 l’  + gz* 

3 y’  + 6i‘=  (y  + iz)*  + (y_z)*4.(y_iy 

i\  + i 

16  + 9+1 

/*  + 16  U* 

+*+i6î*=y+i5  î*+^« 
jy  + 4jyi+‘Oi’=y  + Cy+}^J‘  + ^y—^J’ 

1^  + 9 
16  + 9 + 9 

'*+34"* 

+*+34î*=y  + i5  î*  + 9î‘ 

ij'‘+  '7î*  = (';'+iî;*  + 6'— iî/  + 9C* 

15+16+1 

/■  + 41  «* 

3 y*  4.  , 4 J.  = K>'—  1 î / + fj-  + 3 0*  + fj'— î/ 

4+  ^Cjy+iO'  + Cj'—)  0‘+CJ'  + 0' 

y’  + 41  {'  non  ddcomposable. 

49+ * 

X5  + 15  -1 

25  + 15 

/*  + 50  tt* 

V+50  î‘=/^’  + -*9  î*  + î* 

1 y*  + i5i*  = y‘  + y*+i3  z* 

49+9 

/•  + 58 1.* 

y + 58î‘=y  + 49î‘  + 9î* 

Digitized  by  Google 


TABLE  X. 


N 0 M i;  R E 2 a. 

diviseurs  8//+i,8n  + 3. 

t'  + 66  «* 

64+14-1  ? 

15  + 15  + 16  ^ 

49+16+1 

..  . ^r>  + 4L)’  + <'y  — 4Î/  + Î* 

y- y +33  î + + 1Î/+15Î* 

(5  y. 4.,,  j._Sr»J+î/+fj— 3LJ*  + ('^+î^* 
6 J'  ^ -\(^y-0'+(y+iO'^(y--iy 

9'+66{  (.non  ddcomposables. 

39'*  + iirS 

t'  + 74  tt* 

15+49 

49+16  + 9 
64+9  + I 

A*+74î*=/  + M î*  + 49î*  ^ 

3.y‘  + 49'î+i6î*  = ('j<  + 4î/  + r.y  + î-)  +6^  3î9 

99'‘  + 89'î+iOî’  = ri9'+3  î>)‘  + ^ 19 — O'-^y' 

t'  + 81  «* 

8I  + I 
64+9  + 9 

j*  + 8iî*=y*+i*  + 8if 

i_)‘  + 4i  {*  = ^>+4î/  + rjK— 4î^  +9Î 

t'  + 90  «* 

64+15  + 1 

49+15  + 16 

81+9 

1 {o7+^^(^y-0'-^(y+-^0’ 

► 9 y*+ii  V ?+I4î‘  = ‘('i>  + 5 L^‘  + ('J'>'+3:/  + ^^“'^L' 

^('3/+^î3*  + 9î’'  + î' 

3 9'* + 301*  non  décomposable. 

814-9 

81+9 

y*  + 90i*  = y*  + 8i  z*  + 9i* 

ioy’  + 9 z*  = y’  + 9y‘  + 9i* 

t'  + 98  U* 

; 64  + 15+9 

49  + 49 
81  + 16+1 
49  + 49 

•[,  v«+.  v-+,.r»-S<'->'  — 3 î/+6'+3  {/+/’ 

+49  1+34Î  -{(^y+3î;-  + ry+3î;*  + r.v— 4î; 

^6  y +4yi+^7C^\c^‘/+  3^;4  ry-  ^ 0'+ (y-^V' 

49  + 49 
49  + 49 
49  + 49 

y*  + 98z*=y'  + 49  + 

iy’  + 4oz*=ry‘  + y’+49Z*  , / , m 

9y*+i6yz+  i8z*  = (iy  + z)’  + (iy  + i)‘  + (y+4^) 

table  X- 
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TABLE  X. 


NOMBUEaa. 

DIVISEURS  8n+i,8n  + 3. 

r’  + 106  «’ 

81  + 13 
81  + 16+9 

y+io6î*=j^*  + 8i  î*+x5{‘ 

»oy  + 4>'î+««î‘=0'— î/  + ('59^+î/  + 9î* 

»•  + 1 1 4 u* 

49+49+ 

13  + 15+64 

S^y  +37î*-|^j,4.4^;.  + ^^_4î/+x5î* 

64+49+1 

1 v*4-i8r--K->'+3î^‘+^->'”3  0*+o— 

3++38Î  i(y—^i)'+(y+n)'+(y+^0‘ 

V*  1 I il  1 

I ç j décomposables. 

/•  + IIX  u' 

ixi  + i y’+ixx{*=j^*+ixi{*  + {* 

81  + X5  + 16  î>*  + 0{  + 4i{*  = ('.y+H/+('v  — 4î/  + 6'+î-5‘ 

64+49+9  9y'+4yi+  *4\.‘ =(^y+'i  0'+(^y—0'+Cy~‘^v' 

i*  4-  130  u‘ 


*l»+9  î‘  + 9î* 

81+49  + 3 î |y  + 8iî*  + 49î‘ 

iy'4-6^  {*  w/i  décomposable, 

»•  + 138  «• 


64+49+X3  ? ,.o  , , , _S(iy4r0'+(.y—'*-0'-^(y^'i0^ 

1XI  + 16+1  +®^î+'4î  — ^C3^+xî/  + 0 — } îJ’  + O+î/ 

y + • 3 ^ î l non  décomposables. 

}y+4^l\  

t'  + 146  u' 

IX1  + X3  y+i46î*=y+iii{’  + i3l* 

144+1  + 1 xy  + 73î*  = 0^  + 6î/  + fj'— 6j;’+î‘ 

81+64+1  3>*  + 4jî+îo^*  = ^9'+4î/  + (9'  + 3î.3  +0-“5  0 

111  + 16+9  6y'+4yi+^u'==r+(^y+ip'-^(y-4p' 

81^49+16  9^‘+8jrt+i8î*  = ('»j'+î/+(^^:>'— î>*  +(y+4V 


Digitized  by  Google 


TABLE  X. 


NOMBRE  ia. 


diviseurs  8n-t*ij8/i  + 3. 

I*  + 1^4  «* 


>*+*54^  Inondécomnosables. 

ii>‘+Mî‘5  ^ 


J 

144  + 9 + 9 ? 

xi  + iî+>6>««J' 
81+81  ) 

81+81  ) 

64  + 49  + 49 
144  + 9 + 9 ) 


t'  + i6î  U* 

{(}y+'iO'+(y—^0'+}'  . 
•+ixy{+ 18  {•='/>' — 0'+(^y+0'+(y+-iO 
<Î9>‘+Û'  + 3 î/  + fj^  + 3 
Cy’+y*  + 8i  î* 

4. 8 1 î*=  < O'  + 4 û)* + 6'—  4 î/  + 49  *v* 

l(y+6  0'+(y-6  0'+9C 


81  + 81 

144+9+9 

81+81 

81+81 

81+81 


169+ 1 
1X1+49 


y* 4- 1 6 X X* = y*  + 8i  X*  + 8l  X* 

^y*4.,8x*  = (xy  + îz)’  + (iy— 3ï)’  + y* 

oy*+lxyx+xxi‘  = (î  y+xx)‘  + 9Z*  + 9»* 

5 y*  + 54Z*  = (y  + 5z)*  + (v  + 3 *)*  + (V“®0 
^;.4-l7,>  = (xy+s0-  + (y-3  0'  + (y-3  4* 


/•  + 170  U* 


I . fv*+>69î*  + î* 

►y*+  17OÎ  — {y  + ixi  {'  + 49 i* 


, ..  friy+3î/+('+y— 

144+M  + ' I9y’+i6yî+i6{  = (fiy+ j 4;*  + ('xy— {/  + 0 + 4î/ 

81+64+X5  i ^ ^ 

ioy‘+i7l  Xnondccomposabtes. 

h.y'+4y  1+58^3 


t'  + 178  «• 


169  + 9 
81+81+16 
I44+X5+9 


y4.,78{>=y+i69{‘  + 9{ 
\y‘+2<)\‘=-(y+^0'+(y—^0'+^n‘ 

,;fy.4.,6y{+xxî‘=('3y+3  0'+(y--n)  +0+^3-’ 


/•  + 186  «• 


/ , . s(y--r+(y+(>{r+(y-u)' 

1X1+49+ 3>*  + 6i{  ='(o  + {;’  + 0— 6{/  + Cy+5î;* 

y +'86{  Xnon  décompotables. 

«oy  + 4J'î+ï9l  ’ 
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X O >t  U it  K 1 a. 


table  X. 

DIVISEURS  8/1+  1,8/1  + 3. 


1^9+ 15 

144+1^  + 1^ 

III  +64  + 9 
81  +64  + 49 
144  + 49+  > 

1 69  +16  + 9 


111  + 81 
144  4-49  + 9 


169  + 49 
111  +81  -t- 16 


I*  + 194  u‘ 

y*+I94î’r=j/*+l69î*  + 15î* 

; +v*+97î*  = o+6{r+o— 6{;*+iu‘ 

3 J’ + 4 > {•+ 66  {•  = + 7 î/ + — 4 

6>'*  + 4>'î+33  î‘  = fi.)'  + î-^’  + 6’  + 4î/  + r^— 4\/ 

9v’  + 4Jî+ii  C = (-^y+}0‘+(^y—^0'+(y+^0’ 
i8^*+4J'î+ii  c = (4y+0'+(y—'i0'+(y+0' 

/*  + zoa  /*• 

>*+ioîî*=y+iii  {*+81  î* 

17^*+  Il  J {+  I4î‘  =('4.>  T/  + 9 \ 

/’  + 110  U* 

i35>+  l U5^=^->’  + f5>=î=U*  + f>=3^^î.> 

_y*+lloj‘  ^ 

1 y’  + 10^  i'  > non  dccomposablcs. 

Taj^’+K*  ^ 

/*  + 118  O* 

>-’  + ii8î*=>'’+  169  {‘  + 49  {’ 

^y’+^y{+^6^  = (iy+-j0’+(i-y+{)‘-^(y—40' 

/*  + ii6  «• 

j-  + ll6{*=_y’  + ll5{*  + {* 

ly  + • >3  {*=^  O + 4Î/  + 0' — 4î^’  + 8i  c‘ 

I i^‘  + 89'î+ii  î*  = ^3J^  + 3 î/  + 0~3  î/  + 0 — ’-O’ 


169  + 40+  16 
169  + 64+  I 


I /•  + 134//* 

) {(ly~->■0'4r(^y+0'+(^y■^‘i0* 

? i7:)'’+4>'î+i4î‘  = '(3.y  + ^î/+(' iy4-ô‘+( iy—3  0' 

^ u4j'+{;‘+6-n*;“+9î' 

) (6 — 40'+(^y—i)'+^^y+u)' 

} 9 jy  • + 1 6 î* = ^ 6 + 4 î/ + c " T' + ü ’ + r 1 >— 3 î;  ’ 

I (9>’+^5  î‘  + C* 

y*  + i34i*  = y*  + ii5z*  + oi* 

3 y*  + 78  z‘  = (y+7z)’  + (y— 5z)*+(y— 1 z)* 

&c.  &c.  &c. 
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TABLE  XI. 

Diviseüiis  8/1+3, 8 /J + 3 de  la  formule  <’  + z a u',  a étant  de  la  forme  4n— i. 


NOMBRE  20. 


DIVISEURS  8/1  + 3, 8/J  + 5. 


4+I  + I 


r*  + 6«* 

zr*  + 3 î*  = Cj'+O'  + Cf—O'  + C 


9 + 4+  « 


i’  + 14  a* 

3y‘+4:)'î+6î*  = 0+{;'  + 0 + iL)*  + 0'-{/ 


9 + 9 + 4 


t’  + ZI  «• 

z^>+ U î*=f>+î;*+0— î;*+9  î* 


/•  + 30»/* 


ZJ  + 4+  1 


, V- + 6 /• -K>' + ^ ■'■î* 

10  + 3 î*  non  décomposable. 


36+1  + 1 
Z3+9  + 4 


36  + 9+  I 


/’  + 38  a* 

iy'  + i9i'=^(y+^0'+(y—W'+{\  , 

3 >■+ 4>  1+  « 4 î* = 6 + 3 î/+ O + 0'+(y—'^  O 


t‘  + 46  a* 

Sy  + 4>'î+>Oî*=('iJ  + î/+J'*+  9Î* 


36+9+9 
Z5  + Z5+4 

49  + 4+  * 
36  + 9 + 9 

36  + 9+9 


/•  + 34  a* 

tzv'4-zv/*  —S(y+y0'+(y—'i0'+9i‘ 

J y "lo'+u'+c^'— c)*+i3  î* 

+ JÎ+  4Î  i(iy+0'  + (y+^0'  + 9^ 

3 y*  + 1 8 Z*  = ( y + 3 Z )*  + ( y— 3 Z )• +yt,5*^ 


49  + 9 + 4 

36  + Z5+  I 


/’  + 6z  a* 


<5j*  + 4>'î+  *'  î‘  = 0'+t^’  + f’r+3  c^’  + f'»+— cT 
3 9'*  + 4 J'  î+ 1 i î’  = 6'  + 3 î-)'  + Ty— 3 {/ + f>+  ^ î>* 


table  XL 


Digitized  t 


iy  Google 


TABLE  XL 


NOMBRE  la. 


t'  + -sou' 


36  + 1, +9  5J,  +.4Î 

1 ^*  + 3 , {*  non  dècomposahle . 


49  + 15+4 


36  + 15  + 15 
81  +4+  I 
49  + 3^+  » 


49  + 36  + 9 
81  +9  + 4 


100+  I + I 
49  + 49  + 4 


100  + 9+  I 

81+15+4 

49+36+15 


t'  + 78  «* 

1 V- + 16  ?•  = K->' + ^ O' + (y—0' 
3>+i0î  X(y-,^0'+(y  + i0'-^(y+{r 

6_y’  + I 3 C non  dcvomposable . 

t'  + 86  u' 

i^’  + 43  î*=0  + 3 {/  + r>— 3 {/  + 15  î* 

I 5>’  + 4>'C+  ‘8î*=fij — î/  + f'v  + 4Ü’  + î‘ 

I 3>’  + 4J'{+3oi*=0'+5  ;>'  + ('j'— iî/  + C^— î^’ 

1*  + 94  «' 

5J'*  + 8j'{+iiî*  = riJ'+3  î/  + 6— 1Î/  + 9Î* 
io>'*  + 8^î+ii  {•  = (" 3J'  + î^'  + r>  + {/  + 9î* 

t*  + 101  u' 

yy  “K>+î;*+rj'-îr+49î‘ 

3 >’  + 3 4 î‘  dècomposahle. 

/*  + I I O «* 


100  + 9 + 9 
81  + 36+  I 


I O V*  + 1 1 ^ ^3  ^ + î/  + 6—3  {/  + î’ 

‘°'^+^'"K3j'-îr+6+3î;’+î* 

1 6 V*  + 4 V r + 1 0 7*  = ^ 5 

) y 91  l(iy+l)'-i-(y-i-lO'  + (y—iO' 

3 y’  + 4^î+  3 8 {' 

/*  + ii8«‘ 

i>'*+59î‘=6+5  6’  + 6— 5î/  + 9î’ 

ii^*+  ii>î+i4î’  = ('j'— U‘  + 6— iî>>‘  + 6>+3  0 
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T A B L F,  XI, 


NUMBRK  2 a. 


DIVISEURS  8«4-3,8«  + 5. 


/’  + 1 16  U* 


lai  +4-1- 1 
100+15  + 1 
81+36  + 9 


) (rj'-4î/+rî 

Mj'’  + 4J'î+i6î’  = ^‘  + ('i,y  + (;» 

J (C^y—V‘+ü 

I jnow  dccomposables. 


Cy—AO'+Ciy+iO'+i' 

>‘  + ('i.y  + {;*+i5  {• 

J*  + (>  + 4îJ‘  + 9î’ 


81+36+9  ioy‘  + 4yz+i3  i*  = 9 y*  + (y+ 1 1)>  + 9 ,* 

d + 134  K* 

49  + 49  + 3<»  *-y  + 67î‘  = 0+l  î;’  + 0'— H/  + 49Î* 

111+9+4  iiy*+i6y.î+i8î*=('3>+{;*+6'+4î;*+r,y+r;’ 

100+15+9  5.V’  + 8yî+30î*=(;)'+iî;*+('i>-+r;*+i5{* 

81+49  + 4 3 J*  + 4 J,  J + 46  î*  = (jy—0‘  + Cjr+6  î;«  + — 3 i)' 

I*  + 141  U* 

81  + 36  + 15  ny+io>'{+iif=('3y'+3  ;;>+0+3  + 


111  + 15  + 4 
100  + 49+  I 
100  + 15  + ^5 

100+ 15  + 15 
100+15  + ^5 
100+15  + 15 


100  + 49  + 9 
11  + 36+  I 


/ 81+81 


Î11  + ' 

81  + 


/*  + 150  u' 

I (('î>'+ic/+6'— r/+6'— 3î)* 

' '>’  + 4,rî+ï4{*  = <('î  J^î/  + 0+3  î/  + 0’  + î{/ 

I ((}y+0’+(y—}0‘+(y+i-i)‘ 

iy‘  + 75  Z*  = (y+5z)*  + ry~5i)*+i5  z* 

3 y*+ÎOl‘=(y+5z)‘  + (y_5z)*  + y« 

5 y’  + 3oi*  = (iy  + z)*+(y— iz)*+i5z* 

/*  + I 58  K* 

\y'  + 4.y  £+  54  Î*  = rj-H-  3 V'  + Cy—S  O' + 0'  + ni  * 
t-4>î+i7î*=f  ^y—i)'+Cy+  3 V’ + 6 — 

/"  + 166  u‘ 

.•+83  ^ = 

>’+4.y{+34î’=('iJ'  + 3î>)’  + (y— A î/  + 9 î* 
'yy+^yi->ri4i'—('iy+^0'+(^y—0'+9f 
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T A B L K XI. 


sOMonE  a a. 


111+49  + 4 

100  + 49+15 
>69  + 4+  I 


<69  + 9 + 4 

100  + 81  + 1 
111  + 36  + 15 


100  + 81  +9 


196+  I + 1 
100  + 49  + 49 
81+81  + 36 


81  + 81+36 
81+81+36 


111  +81  +4 
169  + 36+  I 
100  + 81  +15 
196  + 9+  I 
<11+49  + 36 


I D 1 V I s E U R R 8 /I  -I-  , 8 « + 5. 

/•  + 174  tt* 

6 V*  + 10  ?•-  [ ri  J + î O' + ry— 1 

|u  î+3«î  -J  rij-îr +rj^+6î/+c- 
ïo^^fS  j.\+  19  f àécowposables. 

t'  + 181  «■ 

l_y*  + 9i  {’  non  dtiromposahle. 

t’  + U)0U‘ 

10  v«+iq,‘-K?^  + î/  + 0— 5î^*+9x-‘ 

9 î - U 5 .r-r;’+ (■>+ 3 î;*+ 9 i* 

5 y*  + 38  {*  non  dccompofoblc. 

t'  + 198  u' 

) Qrv  + 7{/  + 6— 7î/4  î’ 

> i^’  + 99î*=i"v+5î/+r) — 5 î;*  + 49î’ 

3 O.v+Sî-^'+ry — 3 î}*+8<  î’ 

3 _y*  + 66  {*  non  décomposable . 

13  y*+iiyi+  i8i*=9y’+9Z*  + (iy  + 3 7)* 

11  y*+i8  i'=(y  + 3z)*+(y— 3 i)’+9y‘ 

f*  + io6  «• 

3 y*  + 4>-î+70  {'=(y+  5 î/+Cv+3  îJ’+O'— 6c/ 
6+’+  4>'î+  33  î*  = r iy'+3  îZ  + ry+î^'+O— 3 1/ 
3 .y’  + 4 y ï + 41  î* = r i+— î/ + (y + 4 {/ + 1^  / 

I O v’  + 4_y  { + 1 1 î*  = r 3 y + 1 î/  + (y — 4 {/  + î * 

liy*+  iiy^î+llî'^O^+i  {/+ry— 3 {/  + 0+3 
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T A B L K X I. 


NOMUnii  Z a. 

D I V I s E U U s 8 « + 3,  8/1  + 5. 

I96-Î-9  + 9 
169+36  + 9 

1*  + 114»* 

1 r ’ + 1 07  î*  = 0'  + 7 {/  + (y—1  + 9 t’ 

5>’  + ^J{  + 46  {*  = ('»> — {/  + <'j'  + 6î)*  + 9i* 

111  + 100+  I 

196  + 15  + 1 
169+49+4 

t'  + 111  «* 

+74{ 

, ,6„4.>6  f=i 

6^  +37Î  \non  décomposablcs. 

iiy+i69'î+i3î'5  ^ 

115  + 4+  ‘ 

169  + 36+15 
196+15  + 9 

100  + 81+49 
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